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　 　 考虑环境均匀流效应，给出从垂直防波堤发生一般部分反射短峰波的三阶解析解．据此推断出一项普适法则：
倍频率通向短峰波．
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１ 引 言
最简单的非线性函数———二次函数抛物线，可

揭示在动力系统中隐含的许多重要现象［１，２］，其中
“倍周期通向混沌”尤为引人注目．在纷繁复杂的广
阔海洋三维表面波运动［３，４］中，最基本的短峰波
（ｓｈｏｒｔｃｒｅｓｔｅｄ ｗａｖｅｓ）可产生于多种海况和实际工程
中．例如，波浪倾斜入射垂直防波堤发生反射的状
况．短峰波应该可以表征实际三维波浪的某些典型
特征和机理．在最近３０年，短峰波从理论［５—１０］、数
值［１１，１２］和实验［１３，１４］等方面已愈来愈受到普遍关注，
以适应全球急剧发展的近海、海洋工程实践．

如果将目前广泛采用的理想全反射短峰波状
态改成更贴近实际的一般部分反射短峰波情形，则
势必更能彰显三维波浪运行的普遍规律．这类似于
二次函数参数取值范围的不同而导致曲线点的性
态不同．因此，本文立足于经典的全反射三阶纯表
面短峰波理论［３］，拟将其扩展为可纳入普遍“波流
相互作用机制”［１５，１６］之基本的均匀流效应的一般部
分反射高阶短峰波，以得其解．并有望从中发现、提
取出短峰波演变的某种普适基本特征，从而有助于
广阔的近海、海洋工程实践．

２ 短峰波系统
　 　 水波可通常被刻画成无黏、不可压缩流体的无
旋运动，短峰波可发端于以不同方向传播的两个二
维波列的非线性相互作用．现在建立直角坐标系
Ｏ（ｘ，ｙ，ｚ），其中平面ｚ ＝ ０位于平均水位（ＭＷＬ）
上，ｚ轴竖直向上．波长和波数分别为Ｌ，ｋ的入射波
和反射波（反射系数为ｒ）与ｙ轴夹角均为θ，同时伴
随着沿ｘ轴（相当于垂直防波堤）的沿岸均匀流动Ｕ
．设自由表面高度为ζ ｘ，ｙ，( )ｔ ，总速度势为Φ（ｘ，ｙ，
ｚ，ｔ），并且

Φ（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）＝ Ｕｘ ＋ （ｘ，ｙ，ｚ，ｔ）， （１）
其中，描述纯波运动．该短峰波非线性系统的基
本控制方程组如下：

Δ２ ＝ ０　 　 （－ ｈ ≤ ｚ ≤ ζ）， （２）
ｇζ ＋ ｔ ＋

１
２

Δ

 ２ ＋ Ｕｘ ＝ ０　 （ｚ ＝ ζ），（３）
ｇ ｚ ＋ Ｒ ＝ － ２

Δ

·Ｉ Δ

( )

－ １
２

Δ

·Δ Δ

( )[ ]２ 　 　 （ｚ ＝ ζ）， （４）
 ｚ ＝ ０　 　 （ｚ ＝ － ｈ）， （５）

其中，ｇ和ｈ分别为重力加速度和常水深， Δ

＝ （
ｘ
，
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．

　 　 采用下列无量纲变量（ω为角频率）：
（ｘ～，ｙ～，ｚ～，ζ～，ｈ～）＝ ｋ ｘ，ｙ，ｚ，ζ，( )ｈ ，

ｔ～ ＝ ωｔ，～ ＝ ｋ２

槡ｇｋ
，

ω～ ＝ ω

槡ｇｋ
，

Ｕ
～
＝ Ｕ
ω～

ｋ槡ｇ ，
（６）

可将（２）—（５）式无量纲化为（省略无量纲符号）：

Δ２ ＝ ０　 　 （－ ｈ ≤ ｚ ≤ ζ）， （７）
ζ ＋ ωＩ ＋ １２

Δ

 ２ ＝ ０　 　 （ｚ ＝ ζ）， （８）

 ｚ ＋ ω
２Ｒ ＝ － ２ω

Δ

·Ｉ Δ

( ) －
１
２

Δ

·Δ Δ

( )[ ]２

（ｚ ＝ ζ）， （９）
 ｚ ＝ ０　 　 （ｚ ＝ － ｈ）， （１０）

　 　 为使短峰波解能够回归经典的二维长峰波波
况，该解须满足下列行波和驻波条件

∫
π

０ ∫
π

０
ζ（ｘ，ｙ，ｔ）ｄｙｄｘ ＝ ０，

∫
２π

０
ζ（ｘ，ｔ）ｄｘ ＝ ０，

（１１）

Δ

（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ ＋ ２π）＝ Δ

（ｘ，ｙ，ｚ，ｔ），

Δ

（ｘ，ｚ，ｔ ＋ ２π）＝ Δ

（ｘ ＋ ２π，ｚ，ｔ），（１２）

∫
π

０
ζ ｙ，( )ｔ ｒｓｉｎ( )ｙ － ｔ － ｓｉｎ( )[ ]ｙ ＋ ｔ ｄｔｄｙ ＝ ０，

（１３）

∫
０

－ ｈ∫
π

０ ∫
２π

０
（ｙ，ｚ，ｔ） ｒｓｉｎ( )ｙ － ｔ － ｓｉｎ( )[ ]ｙ ＋ ｔ ｄｔｄｙｄｚ

＝ π２（１ ＋ ｒ２）（ｔａｎｈｈ）１２ ． （１４）
其中，（１１）和（１２）分别保证水体质量守恒和水波时
空周期性，（１３）和（１４）式分别为水波的相位方程和
振幅方程．

最后，为保证短峰波解的唯一性，该解尚需满
足下面唯一性条件：
［ｊｍＵ（ｔａｎｈｈ）１２ ±（１ － ｍＵ）（γｊｉ ｔａｎｈγｊｉ ｈ）

１
２］２ ／ ｔａｎｈｈ≠ ｌ２．

（１５）
其中，ｉ，ｊ，ｌ 为整数：ｉ ≥ ０，ｊ ≥ １，ｌ ≥ １，γ ｊｉ ＝

( )ｊｍ ２ ＋ ( )ｉｎ槡 ２，ｍ ＝ ｓｉｎθ，ｎ ＝ ｃｏｓθ ．
注意，上述条件（１３）—（１５）式已显著地扩展了

经典的同类条件［５，１７］．
将关于（７）—（１０）式的未知变量，ζ，ω依照波

陡小参数ε展开为
 ＝ ε１ ＋ ε

２２ ＋ ε
３３ ＋ … ，

ζ ＝ εζ１ ＋ ε
２ ζ２ ＋ ε

３ ζ３ ＋ … ， （１６）
ω ＝ ω０ ＋ εω１ ＋ ε

２ω２ ＋ … ，
继而将自由表面方程（８）和（９）式的速度势在ｚ ＝
０处进行Ｔａｙｌｏｒ展开，由此可得到下列各阶（阶数ｉ
＝ １，２，３，… ）方程组：

Δ２ ｉ ＝ ０　 　 　 　 　 （－ ｈ ≤ ｚ ≤ ０）， （１７）
ζ ｉ ＋ ω０ Ｉ ｉ ＝ Ｅｉ 　 　 （ｚ ＝ ０）， （１８）
 ｉｚ ＋ ω

２
０Ｒ ｉ ＝ Ｆｉ 　 （ｚ ＝ ０）， （１９）

 ｉｚ ＝ ０　 　 　 　 　 　 （ｚ ＝ － ｈ）， （２０）
其中，Ｅ１ ＝ Ｆ１ ＝ ０，Ｅｉ，Ｆｉ ｉ ≥( )２ 均由若干项构成，
并且
Ｆ２ ＝ － ζ１（１ ｚｚ ＋ ω２０Ｒ１ ｚ）－ ２ω０ω１Ｒ１

－ ２ω０

Δ

１·Ｉ Δ

( )
１ ， （２１）

Ｆ３ ＝ － ζ２１ ｚｚ ＋
１
２ ζ

２
１１ ｚｚｚ ＋ ζ１２( )ｚｚ

－ ω２０ ζ２Ｒ１ ｚ ＋
１
２ ζ

２
１Ｒ１ ｚｚ ＋ ζ１Ｒ２( )ｚ

－ ２ω０ω１ Ｒ２ ＋ ζ１Ｒ１( )
ｚ

－ ω２１ ＋ ２ω０ω( )
２ Ｒ１

－ ２ω０

Δ

１·Ｉ Δ

２ ＋ ζ１１( )[ ]{
ｚ

＋

Δ

２ ＋ ζ１１( )
ｚ·Ｉ Δ

( ) }
１

－ ２ω１

Δ

１·Ｉ Δ

( )
１ －

１
２

Δ

１·Δ Δ

( )
１

[ ]２ ．

（２２）

３ 解析解和推论

　 　 求解前三阶方程组（１７）—（２０）式，依次可得
ζ１ ＝ ｃｏｓ( )Ｘ － Ｙ ＋ ｒｃｏｓ( )Ｘ ＋ Ｙ ， （２３）
１ ＝［ｓｉｎ( )Ｘ － Ｙ ＋ ｒｓｉｎ( )Ｘ ＋ Ｙ ］ｃｏｓｈＺ／ τｃｏｓｈｈ，

（２４）
ｔａｎｈｈ ＝ ω２０ １( )ｍＵ ２ ≡ τ２； （２５）
ζ２ ＝ α

２
０２ ｃｏｓ２Ｙ ＋ α

２
２０ ｃｏｓ２Ｘ

＋ α２２２［ｃｏｓ２（Ｘ － Ｙ）＋ ｒ２ ｃｏｓ２（Ｘ ＋ Ｙ）］，
（２６）

２ ＝ λ
２
０ ｔ ＋ γ

２
０ ＋ β

２
２０ ｃｏｓｈ２ｍＺｓｉｎ２Ｘ

＋ β２２２［ｓｉｎ２（Ｘ － Ｙ）
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＋ ｒ２ ｓｉｎ２（Ｘ ＋ Ｙ）］ｃｏｓｈ２Ｚ， （２７）
ω１ ＝ ０， （２８）
３ ＝ β

３
１３［ｓｉｎ（Ｘ － ３Ｙ）＋ ｒｓｉｎ（Ｘ ＋ ３Ｙ）］ｃｏｓｈγ１３Ｚ
＋ β３３１［ｓｉｎ（３Ｘ － Ｙ）＋ ｒｓｉｎ（３Ｘ ＋ Ｙ）］ｃｏｓｈγ３１Ｚ
＋ β３３３［ｓｉｎ３（Ｘ － Ｙ）＋ ｒ３ ｓｉｎ３（Ｘ ＋ Ｙ）］ｃｏｓｈ３Ｚ，

（２９）
ζ３ ＝ α

３
１１ ｃｏｓ（Ｘ － Ｙ）＋ α—３１１ ｃｏｓ（Ｘ ＋ Ｙ）
＋ α３１３［ｃｏｓ（Ｘ － ３Ｙ）＋ ｒｃｏｓ（Ｘ ＋ ３Ｙ）］
＋ α３３１［ｃｏｓ（３Ｘ － Ｙ）＋ ｒｃｏｓ（３Ｘ ＋ Ｙ）］
＋ α３３３［ｃｏｓ３（Ｘ － Ｙ）＋ ｒ３ ｃｏｓ３（Ｘ ＋ Ｙ）］，（３０）

ω２１（１ － ｍＵ）
＝ １
１６
（９τ －７ － １０τ －３ ＋ ９τ）

－ ｒ
２

２
ｍτ２ω２ｍＫ１ ＋

ｒ２

８
（τ４ ＋ ４ｍ２ － １）Ｋ２

－ ｒ
２

４ （ｍ２ － ｎ２）２ τ －３ ＋ ４（ｎ２ － ｍ２）τ － τ[ ]５ ，
（３１ａ）

ω２２（１ － ｍＵ）

＝ ｒ
２

１６
（９τ －７ － １０τ －３ ＋ ９τ）

－ １
２
ｍτ２ω２ｍＫ１ ＋

１
８
（τ４ ＋ ４ｍ２ － １）Ｋ２

－ １
４ （ｍ２ － ｎ２）２ τ －３ ＋ ４（ｎ２ － ｍ２）τ － τ[ ]５ ．

（３１ｂ）
其中

Ｘ ＝ ｍｘ － ｔ ，
Ｙ ＝ ｎｙ， （３２）
Ｚ ＝ ｚ ＋ ｈ，
α２０２ ＝

ｒ
２ τ２ － （ｍ２ － ｎ２）τ －[ ]２ ， （３３ａ）

α２２０ ＝
ｒ
２ ３τ

２ － （ｍ２ － ｎ２）τ －２ ＋ τＫ[ ]
２ ，（３３ｂ）

α２２２ ＝
１
４
（３τ －６ － τ －２）， （３３ｃ）

λ２０ ＝
１ ＋ ｒ２

４ω０
（τ２ － τ －２）， （３４ａ）

β２２０ ＝
ｒＫ２

４ｃｏｓｈ２ｍｈ
， （３４ｂ）

β２２２ ＝
３（τ －７ － τ）
８ｃｏｓｈ２ｈ

， （３４ｃ）

Ｋ２ ＝
（１ ＋ ω４ｍ）［（２ｍ２ － ２ｎ２ ＋ １）τ －３ － ３τ］

１ ＋ ω４ｍ － ｍ（ωｍ ／ τ）２
，（３４ｄ）

Ｋ１ ＝
Ｋ２

１ ＋ ω４ｍ
， （３４ｅ）

ω２ｍ ＝ ｔａｎｈｍｈ； （３４ｆ）

β３１３ ＝
ｒ
８ （γ１３ ｔａｎｈγ１３ｈ － τ２）ｃｏｓｈγ１３[ ]ｈ －１

× － ３τ －７ ＋ ８τ －３ － ３τ ＋ ２τ[ ５

＋ ｍ２（－ ６τ －７ ＋ ４τ －３ － １０τ）
＋ ｎ２（６τ －７ － ４τ －３ － ２τ）
＋ ４ｎ２（ｍ２ － ｎ２）τ －３］， （３５ａ）

β３３１ ＝
ｒ
８ （γ３１ ｔａｎｈγ３１ｈ － ９τ２）ｃｏｓｈγ３１[ ]ｈ －１

× ［－ ９τ －７ ＋ ６４τ －３ － ５９τ ＋ ６τ５ ＋ ４０ｍτ２ω２ｍＫ１
＋ ２（τ４ － ８ｍ２ － １）Ｋ２ ＋ ４ｍ２（ｍ２ － ｎ２）τ －３
＋ ｍ２（－ １８τ －７ ＋ ４τ －３ － ８τ）
＋ ｎ２（１８τ －７ － ４τ －３ ＋ ２４τ）］， （３５ｂ）

β３３３ ＝
１
８ （ｓｉｎｈ３ｈ － ３τ２）ｃｏｓｈ３[ ]ｈ －１

× （－ ９τ －７ ＋ ２２τ －３ － １３τ）， （３５ｃ）
α３１１ ＝

１
８
（－ ３τ －８ ＋ ９τ －４ － ３）＋ ｒ

２

２
ｍτω２ｍＫ１

＋ ｒ
２

４
（τ３ － ｍ２ τ －１）Ｋ２

＋ ｒ
２

４ ４τ
４ － ３（ｍ２ － ｎ２）＋[ ]２ ＋

ω２
ω０
， （３６ａ）

α
—３
１１ ＝

ｒ３

８
（－ ３τ －８ ＋ ９τ －４ － ３）

＋ ｒ
２
ｍτω２ｍＫ１ ＋

ｒ
４
（τ３ － ｍ２ τ －１）Ｋ２

＋ ｒ
４ ４τ

４ － ３（ｍ２ － ｎ２）＋[ ]２ ＋
ｒω２
ω０
， （３６ｂ）

α３１３ ＝
ｒ
８
［－ ３（ｍ２ － ｎ２）τ －８ ＋ ９τ －４ － ５
－ ６ｍ２ ＋ ２τ４］＋ τβ３１３ ｃｏｓｈγ１３ｈ， （３６ｃ）

α３３１ ＝
ｒ
８
［－ ３（ｍ２ － ｎ２）τ －８ ＋ ２１τ －４ － １５

＋ ６ｎ２ ＋ ６τ４］＋ ３ｒ２ ｍτω
２
ｍＫ１

＋ ｒ
４
（τ３ － ｍ２ τ －１）Ｋ２ ＋ ３τβ３３１ ｃｏｓｈγ３１ｈ，（３６ｄ）

α３３３ ＝
１
８
（－ ３τ －８ ＋ ２１τ －４ － １５）
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＋ － ２７τ
－６ ＋ ６６τ －２ － ３９τ２

８（ｔａｎｈ３ｈ － ３τ２） ． （３６ｅ）
　 　 由上述前三阶频率的个数特征和控制系统方
程组（１７）—（２０）式，可发现和推断：１）偶数阶频率
ω１，ω３，ω５，… ，均依次来源于下列项：－ ２ω０ω１Ｒ１，
－ ２ω０ω３Ｒ１，－ ２ω０ω５Ｒ１，… ．因而，从消除各自唯
一长期项的条件出发，便得ω１ ＝ ω３ ＝ ω５ ＝ … ＝ ０
． ２）奇数阶频率ω２，ω４，ω６，… ，均依次来源于下列
项：－ （２ω０ω２ ＋ ω２１）Ｒ１，－ （２ω０ω４ ＋ ω２２）Ｒ１，－
（２ω０ω６ ＋ ２ω２ω４）Ｒ１，… ，以及相应各阶其他以１
中的两项为因子的项．注意：Ｒ１ ＝ Ｒ１ ｚｚ ＝ Ｒ１ ｚｚｚｚ
＝ … ． 由于“ω２，ω４，ω６，… ”各自相关于求解方程
中的两个不同长期项，则由消除长期项的条件，再
纳入一阶频率ω０ ，则奇数阶频率数目自成一个倍频

率无穷序列：１，２，２２，２３，… ，从而构成一般反射高
阶短峰波系统的一般法则：倍频率通向短峰波．

４ 结 论
　 　 近３０年兴起的三维短峰波研究，几乎还受制于
理想的全反射状态，并且在高阶理论上往往“只见
树木，不见森林”，缺乏概括、简洁的“基本和定性”
观点．本文的落脚点就在于实际的“部分反射”短峰
波上，以经典的短峰波理论［５］为出发点，涉及普遍
的波流相互作用机制，给出前三阶解析解，进而分
析和推断高阶短峰波系统，意外发现了“倍频率通
向短峰波”的普适法则．这将积极促进对近海和海
洋工程中波浪力的确定和优化．
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