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　 　 本文延拓ＤａｍｏｕｒＲｕｆｆｉｎｉ方法，研究ＫｅｒｒＮｅｗｍａｎｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ黑洞的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射．在保持时空中总能量，总角动
量和总电荷守恒的条件下，考虑辐射粒子对时空的反作用与黑洞事件视界和宇宙视界的相互关联后，得到了黑洞
辐射谱．此辐射不再是严格的纯热谱与黑洞事件视界和宇宙视界对应ＢｅｋｅｎｓｔｅｉｎＨａｗｋｉｎｇ熵变有关．研究发现其结
果仍然符合幺正性原理． 同时给出了黑洞ＢｅｋｅｎｓｔｅｉｎＨａｗｋｉｎｇ熵的修正项． 使人们对黑洞热辐射的研究有了进一
步的认识．
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１ 引 言
１９７４年Ｈａｗｋｉｎｇ发现了黑洞的热辐射［１］，这一

效应的发现不仅解决了黑洞热力学中当时存在的
矛盾，而且深入地揭示了量子力学、热力学与引力
之间的内在联系，在黑洞物理学上建立了一个划时
代的里程碑．因此研究黑洞Ｈａｗｋｉｎｇ辐射的物理机
理，是当前理论物理的热门课题之一．至今为止，人
们提出了许多种计算Ｈａｗｋｉｎｇ辐射的方法，其中有
Ｈａｗｋｉｎｇ方法［１］，ＤａｍｏｕｒＲｕｆｆｉｎｉ方法［２，３］，２０００ 年
Ｐａｒｉｋｈ和Ｗｉｌｃｚｅｋ［４］提出的隧穿法，２００５年Ｒｏｂｉｎｓｏｎ
和Ｗｉｌｃｚｅｋ提出的协变反常法［５］等．近几年，人们用
各种方法对黑洞的热辐射进行了深入的探讨［６—２２］，
得到黑洞辐射粒子的出射率为

Γ ＝ ｅｘｐ［ΔＳ］， （１）
式中ΔＳ为黑洞辐射前后的ＢｅｋｅｎｓｔｅｉｎＨａｗｋｉｎｇ（Ｂ
Ｈ）熵差．所得结果满足幺正性原理，支持信息守恒
的结论．

对黑洞ＢＨ熵修正值的研究，是当前研究的热
点之一，人们通过各种方法探讨黑洞ＢＨ熵的修正
值［７，１３，２２—３３］，大多数人相信Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ黑洞ＢＨ

熵修正表达式为
Ｓ ＝ Ａ
４Ｇ
＋ χｌｎ Ａ４Ｇ

， （２）
其中Ａ是黑洞视界面积，χ是无量纲常数．然而客观
地讲黑洞ＢＨ熵修正中，对数项的系数准确值尚不
清楚．而对非球对称时空背景下黑洞ＢＨ熵修正目
前尚未见报道．

本文将文献［１３］研究黑洞辐射和熵修正的方
法拓展到研究具有普适性的ＫｅｒｒＮｅｗｍａｎｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ
（ＫＮｄＳ）时空的辐射谱与熵修正．在保持时空总能
量，总角动量和总电荷守恒的情况下，考虑辐射对
时空的反作用与黑洞事件视界和宇宙视界的相互
关联后，得到了一般情况下满足量子力学幺正性原
理的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射谱的结论．此辐射谱不再是严格
的纯热谱与黑洞事件视界和宇宙视界对应ＢＨ熵
变有关．并且在计算中得到ＫＮｄＳ黑洞ＢＨ熵的修
正项．使对黑洞的热辐射有了进一步的认识．

２ ＫｅｒｒＮｅｗｍａｎｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ黑洞
　 　 ＫＮｄＳ时空线元［３４—３６］为

ｄｓ２ ＝ － １
ρ２ Δ ｒ

－ Δθａ
２ ｓｉｎ２( )θ ｄｔ２
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＋ ρ
２

Δ ｒ
ｄｒ２ ＋ ρ

２

Δθ
ｄθ２

＋ １
ρ２Ξ２ Δθ

（ｒ２ ＋ ａ２）－ Δ ｒ ａ２ ｓｉｎ２[ ]θ ｓｉｎ２ θｄ２

－ ２ａ
ρ２Ξ Δθ（ｒ２ ＋ ａ２）－ Δ[ ]

ｒ ｓｉｎ
２ θｄｔｄ， （３）

其中
ρ２ ＝ ｒ２ ＋ ａ２ ｃｏｓ２ θ，
Δθ ＝ １ ＋

１
３ Λ
ａ２ ｃｏｓ２ θ，

Δ ｒ ＝（ｒ２ ＋ ａ２） １ － １３ Λｒ( )２ － ２Ｍｒ ＋ ｑ２，
Ξ ＝ １ ＋ １３ Λ

ａ２， （４）
其中Ｍ，ａ和ｑ分别是质量，角动量和电荷．

ＫＮｄＳ时空的视界面方程为
Δ ｒ ＝ －

１
３ Λ
（ｒ － ｒｃ）（ｒ － ｒ ＋）（ｒ － ｒ －）（ｒ － ｒ － －）

＝ ０ ． （５）
当１
Λ
 Ｍ２ ＞ ａ２ ＋ Ｑ２，方程Δ ｒ ＝ ０有四个实根ｒｃ，

ｒ ＋，ｒ － 和ｒ － －，其中ｒｃ，ｒ ＋，ｒ － 为正，ｒ － － 为负． ｒｃ，ｒ － － 与
ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ宇宙的视界对应，ｒ ＋，ｒ － 与ＫｅｒｒＮｅｗｍａｎ黑
洞的视界对应．

黑洞视界对应的Ａｂｂｏｔｔ 和Ｄｅｓｅｒ （ＡＤ）
能量［３４，３５，３７］

Ｅ ＝ Ｍ
Ξ
＝
（ｒ２＋ ＋ ａ２）（ｒ２＋ － ３ ／ Λ）－ ｑ２３ ／ Λ

２Ξｒ ＋ ３ ／ Λ
． （６）

黑洞视界对应的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射温度，ＢＨ熵和角速
度分别为
Ｔ ＋ ＝

１
４π
Δ′ｒ（ｒ ＋）
ｒ２＋ ＋ ａ

２

＝ －
３ｒ４＋ ＋ ｒ

２
＋ （ａ２ － ３ ／ Λ）＋ （ａ２ ＋ ｑ２）３ ／ Λ
４πｒ ＋ （ｒ２＋ ＋ ａ２）３ ／ Λ

，　（７）

Ｓ ＋ ＝
π（ｒ２＋ ＋ ａ２）

Ξ
，

Ω ＋ ＝
ａΞ
ｒ２＋ ＋ ａ

２ ． （８）
黑洞视界对应的热力学量满足热力学第一定律

ｄＥ ＝ Ｔ ＋ ｄＳ ＋ ＋ Ω ＋ ｄＪ ＋  ＋ ｄＱ， （９）
式中Ｊ，Ｑ和 ＋ 分别是角动量、电荷和电势．

Ｊ ＝ Ｍａ
Ξ２
，

Ｑ ＝ ｑ
Ξ
， （１０）

 ＋ ＝
ｑｒ ＋
ｒ２＋ ＋ ａ

２ ．

宇宙视界对应的热力学量也满足热力学第一定律
ｄＥ
～
＝ Ｔ ｃ ｄＳ ｃ ＋ Ω ｃ ｄＪ ＋  ｃ ｄＱ， （１１）

式中
Ｔ ｃ ＝

－ １
４π
Δ ｒ ′（ｒｃ）
ｒ２ｃ ＋ ａ

２

＝
３ｒ４ｃ ＋ ｒ

２
ｃ（ａ２ － ３ ／ Λ）＋ （ａ２ ＋ ｑ２）３ ／ Λ
４πｒｃ（ｒ２ｃ ＋ ａ２）３ ／ Λ

，（１２）

Ｓ ｃ ＝
π（ｒ２ｃ ＋ ａ２）

Ξ
，

Ω ｃ ＝
－ ａΞ
ｒ２ｃ ＋ ａ

２，

Ｊ ＝ Ｍａ
Ξ２
，

Ｑ ＝ ｑ
Ξ
，

 ｃ ＝
－ ｑｒｃ
ｒ２ｃ ＋ ａ

２ ． （１３）
宇宙视界对应的Ｂａｌａｓｕｂｒａｎｍａｎｉａｎ， ｄｅ Ｂｏｅｒ 和
Ｍｉｎｉｃ （ＢＢＭ）能量

Ｅ
～
＝ － Ｍ
Ξ
＝
（ｒ２ｃ ＋ ａ２）（ｒ２ｃ － ３ ／ Λ）－ ｑ２３ ／ Λ

２Ξｒｃ３ ／ Λ
．（１４）

３ ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程与Ｔｏｒｔｏｉｓｅ 坐标
变换

　 　 弯曲时空中带电粒子的ＫｌｅｉｎＧｏｒｄｏｎ方程为
１

槡 [－ ｇ

ｘμ
－ ｉｅＡ( )μ 槡－ ｇｇμν

× 
ｘν
－ ｉｅＡ( )ν ]Φ － μ２０Φ ＝ ０， （１５）

其中μ０为标量粒子的质量，ｅ为粒子的电荷．对时空
线元（３），方程（１５）化为

１
Δ ｒΔθ

Δθ（ｒ２ ＋ ａ２）２ － Δ ｒ ａ２ ｓｉｎ２[ ]θ
２Φ
ｔ２

＋ ２ｉ ｅｑｒ
Δ ｒ
ａΞ 

＋ （ｒ２ ＋ ａ２）

[ ]ｔ Φ
－ Ξ２

Δ ｒΔθ ｓｉｎ
２ θ Δ ｒ

－ Δθａ
２ ｓｉｎ２( )θ

２Φ
２

＋ ２Ξａ
Δ ｒΔθ

Δ θ（ｒ２ ＋ ａ２）－ Δ[ ]
ｒ
２Φ
ｔ

－ 
ｒ
Δ ｒ
Φ
ｒ
－ １
ｓｉｎθ


θ ｓｉｎθΔ

( )
θ

Φ
θ
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＝ － μ２０ ρ
２ ＋ ｅ２ ｑ２ ｒ２ １

Δ[ ]
ｒ

Φ ． （１６）
此方程可分离变量ｔ和（ｒ，θ），令

Φ（ｔ，ｒ，θ，）＝ ｅ － ｉωｔｅｉｍψ（ｒ，θ）， （１７）
则方程（１６）化为

－ ω２ １
Δ ｒΔθ

Δθ（ｒ２ ＋ ａ２）２ － Δ ｒ ａ２ ｓｉｎ２[ ]θ ψ

＋ ２ ｅｑｒ
Δ ｒ
（ｒ２ ＋ ａ２）ω － ａΞ[ ]ｍ ψ

＋ ｍ２ Ξ２

Δ ｒΔθ ｓｉｎ
２ θ Δ ｒ

－ Δθａ
２ ｓｉｎ２( )θ ψ

＋ ｍω ２Ξａ
Δ ｒΔθ

Δθ（ｒ２ ＋ ａ２）－ Δ[ ]
ｒ ψ

－ 
ｒ
Δ ｒ
ψ
ｒ
－ １
ｓｉｎθ


θ ｓｉｎθΔ

( )
θ

ψ
θ

＝ － μ２０Σ ＋ ｅ
２ ｑ２ ｒ２ １

Δ[ ]
ｒ

ψ． （１８）
为使分离变量后的径向方程化为适合Ｗｅｎｔｚｅｌ

ＫｒａｍｅｒｓＢｒｉｌｌｏｕｉｎ（ＷＫＢ）求解的ｄｙ
ｄｘ
＋ ｆ（ｘ）ｙ ＝ ０形

式．令
ψ ＝ χ（θ）Ｒ（ｒ）（ｒ２ ＋ ａ２）１ ／ ２ ． （１９）

则（１８）式可化为
１
ｓｉｎθ


θ
（ｓｉｎθΔθ）θ χ（θ）

[＝ １
Δθ
ωａｓｉｎθ － ｍΞｓｉｎ( )θ

２

＋ μ０ａ
２ ｃｏｓ２ θ － ]λ χ（θ）， （２０）

ｄ
ｄｒΔ ｒ

ｄ
ｄｒ

Ｒ（ｒ）
（ｒ２ ＋ ａ２）１ ／( )２

[＝ λ ＋ μ２０ ｒ
２ － １
Δ ｒ
［ω（ｒ２ ＋ ａ２）

－ ａｍΞ － ｅｑｒ］ ]２ Ｒ（ｒ）
（ｒ２ ＋ ａ２）１ ／ ２ ． （２１）

其中λ为分离变量常数，ω为辐射粒子能量，ｍ为辐
射粒子角动量在转动轴上的投影，ｅ为辐射粒子所
带电荷．令Ｋ ＝ （ｒ２ ＋ ａ２）ω － ａｍΞ － ｅｑｒ ，（２１）式可
化为

Δ ｒ
ｄ２

ｄｒ２
Ｒ（ｒ）

（ｒ２ ＋ ａ２）１ ／( )２
＋ ２ ｒ － ２

３ Δ
ｒ３ － １

３ Δ
ｒａ２( )－ Ｍ

× ｄ
ｄｒ

Ｒ（ｒ）
（ｒ２ ＋ ａ２）１ ／( )２

＝ λ ＋ μ２０ ｒ
２ － Ｋ

２

Δ[ ]
ｒ

Ｒ（ｒ）
（ｒ２ ＋ ａ２）１ ／ ２ ． （２２）

当黑洞辐射能量ω，电荷为ｅ，角动量为ｍ的粒子后，
时空线元（３）中的Ｍ用Ｍ － ω替代，ｑ用ｑ － ｅ替代，
Ｊ用Ｊ － ｍ替代，Δ ｒ用Δ ｒ，ω替代．由此，当考虑辐射对
时空的反作用后，我们定义Ｔｏｒｔｏｉｓｅ坐标变换为［３８］

ｄｒ ＝
ｒ２ ＋ ａ２ω

Δ ｒ，ω（ｒ，Ｍ － ω，Ｊ － ｍ，ｑ － ｅ）ｄｒ， （２３）

其中ａω ＝ Ｊ － ｍＭ － ω
．方程（２２）化为

ｄ２Ｒ（ｒ）
ｄｒ２

＋ Ｋ２

（ｒ２ ＋ ａ２ω）２
－

Δｒ，ω
（ｒ２ ＋ ａ２ω）２

Ｕ（ｒ( )）Ｒ（ｒ）＝ ０，
（２４）

其中
Ｕ（ｒ）＝ λ ＋ μ２０ ｒ２ ＋ Δ

′ｒ，ω ｒ
ｒ２ ＋ ａ２ω

＋ Δ ｒ，ω（ｒ２ ＋ ａ２ω）ｄｄｒ
ｒ

（ｒ２ ＋ ａ２ω）１ ／( )２ ．

４  辐射谱与ＢＨ熵修正
　 　 设ｒω 满足Δ ｒ，ω（ｒω）＝ ０ ．由此（２４）式在ｒ ＝ ｒω
附近化为

ｄ２Ｒ（ｒ）
ｄｒ２

＋ ω － ω( )
０
２Ｒ（ｒ）＝ ０， （２５）

其中ω０ ＝ ｍΩω ＋ ｅω，Ωω ＝
ａΞω

ｒ２ω ＋ ａ
２


，ω ＝
ｑｒω

ｒ２ω ＋ ａ
２


．

方程（２５）的解为
Ｒ（ｒ）＝ ｅ ± ｉ（ω －ω０）ｒ， （２６）

所以，径向波解为
Ψ ＝ ｅ － ｉωｔ ± ｉ（ω －ω０）ｒ ． （２７）

令ｒ^ ＝ ω － ω０
ω
ｒ，得到ｒ ＝ ｒω 表面处的入射波解

Ψ ｉｎ ＝ ｅ
－ ｉω（ｔ ＋ ｒ^ ） ＝ ｅ － ｉωｖ， （２８）

和出射波解
Ψ ｏｕｔ（ｒ ＞ ｒωｍ）＝ ｅ － ｉω（ｔ － ｒ^ ） ＝ ｅ － ｉωｖｅ２ｉω ｒ^

＝ ｅ － ｉωｖｅ２ｉ（ω －ω０）ｒ ． （２９）
式中ｖ ＝ ｔ ＋ ｒ^为ＥｄｄｉｎｇｔｏｎＦｉｎｋｅｌｓｔｅｉｎ坐标，由（２３）
式知，在ｒ ＝ ｒω 附近

ｌｎ（ｒ － ｒω）＝ Δ
′ｒ，ω（ｒω）
ｒ２ω ＋ ａ

２


ｒ ＝ κω ｒ ． （３０）

ｒ － ｒω ＝ ｅｘｐ（κω ｒ）， （３１）
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于是出射波解可改写为
Ψ ｏｕｔ（ｒ ＞ ｒω）＝ ｅ － ｉωｖ ｒ － ｒ( )

ω
ｉ２（ω －ω０）／ κω ． （３２）

按照文献［１１—１３，１８，１９］的方法，对（３２）式解析延
拓后，可得黑洞辐射能量为ω，所带电荷为ｅ，角动量
为ｍ粒子的出射波，在ｒ ＝ ｒω 面上的出射率为

Γ ＋ω ＝
Ψ ｏｕｔ（ｒ ＞ ｒω）
Ψ ｏｕｔ（ｒ ＜ ｒω）

２

＝ ｅ －４π（ω －ω０）／ κω ． （３３）

由于黑洞辐射能量为ω，所带电荷为ｅ，角动量为ｍ
的过程是一积分过程［１１，１３，１８］，即ω ＝ ∫

ω

０
ｄω′，ｅ ＝

∫
ｅ

０
ｄｅ′，ｍ ＝ ∫

ｍ

０
ｄｍ′．所以黑洞辐射能量为ω，所带电荷

为ｅ，角动量为ｍ粒子的出射率为
Γ ＋ （ｉ → ｆ）
＝∏

ｉ
Γω ｉ

＝ ｅｘｐ － ∫
ω

０

４πｄω′
κω′

＋ ∫
ｍ

０

Ωω′ ｄｍ′
κω′

＋ ∫
ｅ

０

φω′ｄｅ′
κω

[ ]
′

＝ ｅΔＳ ＋ ． （３４）
其中ΔＳ ＋ 为黑洞视界对应的ＢＨ熵差．

同理，在宇宙视界ｒｃ 附近求解方程（２４）．然后
用相似的方法经过类似的计算过程，可得能量为ω，
所带电荷为ｅ，角动量为ｍ粒子的出射波，在宇宙视
界面上的出射率为

Γ ｃω ＝
Ψ ｏｕｔ（ｒ ＜ ｒｃω）
Ψ ｏｕｔ（ｒ ＞ ｒｃω）

２

＝ ｅ２π（ω ＋ω ｃ）／ κ ｃω ． （３５）

其中
ω ｃ ＝ ｍΩ ｃω ＋ ｅ ｃω，

Ω ｃω ＝
ａΞ ｃω

ｒ２ｃω ＋ ａ
２
ω

，

φ ｃω ＝
ｑｒｃω
ｒ２ｃω ＋ ａ

２
ω

，

Γ ｃ（ｉ → ｆ）
＝∏

ｉ
Γ ｃω ｉ

＝ ｅｘｐ ∫
ω

０

４πｄω′
κ ｃω′

＋ ∫
ｍ

０

Ω ｃω′ｄｍ′
κ ｃω′

＋ ∫
ｅ

０

 ｃω′ｄｅ′
κ ｃω

[ ]
′

＝ ｅΔＳ ｃ ． （３６）
式中ΔＳ ｃ 为宇宙视界对应的ＢＨ熵差．

由于ＫＮｄＳ黑洞具有事件视界和宇宙视界，对
于ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空，不仅黑洞事件视界具有辐射，而且
宇宙视界也有粒子的辐射，并且描述两视界的态参
量相同，所以两视界的辐射是互相关联的．对此类
黑洞辐射谱的讨论不能单独考虑某一视界的辐射，

必须考虑两视界的关联性［１９］．当考虑到两视界的关
联性后，将ＫＮｄＳ黑洞看作一热力学系统，此系统
辐射能量为ω，所带电荷为ｅ，角动量为ｍ粒子的出
射率为

Γ ＝ Γ ＋ Γ ｃ ＝ ｅ
ΔＳ ＋ ＋ΔＳ ｃ ． （３７）

　 　 在以上计算辐射率的（３３）和（３５）式中，我们没
有考虑（１９）式中的因子１ ／（ｒ２ ＋ ａ２）１ ／ ２ ． 考虑这一因
子后，黑洞辐射能量为ω，电荷为ｅ，角动量为ｍ的粒
子的出射率关系式（３４）和（３６）应修改为

Γ ＋ （ｉ → ｆ）＝
ｒ２ｉ ＋ ａ

２
ｉ

ｒ２ｆ ＋ ａ
２
ｆ

ｅΔＳ ＋

＝ [ｅｘｐ Ａ ＋ ｆ
４
－ ｌｎ

Ａ ＋ ｆ( )４
－ Ａ ＋ ｉ
４
－ ｌｎ

Ａ ＋ ｉ( ) ]４
， （３８）

Γ ｃ（ｉ → ｆ）＝
ｒ２ｉ ＋ ａ

２
ｉ

ｒ２ｆ ＋ ａ
２
ｆ

ｅΔＳ ｃ

＝ [ｅｘｐ Ａ ｃｆ
４
－ ｌｎ

Ａ ｃｆ( )４
－ Ａ ｃｉ
４
－ ｌｎ

Ａ ｃｉ( ) ]４
， （３９）

这样得到ＢＨ熵的一阶修正表达式为
ＳＢ ＝

Ａ ＋
４
－ ｌｎ

Ａ ＋
４
， （４０）

式中Ａ ＋ 和Ａ ｃ分别对应黑洞的视界面积和宇宙视界
面积．

将（４０）与（２）式对比，可知（２）式中的χ ＝ － １ ．
由此我们给出了具有普适意义的带电轴对称黑洞
ＢＨ熵修正项．

５ 结 论
　 　 在考虑能量守恒和自引力相互作用的前提下，
本文拓展证明Ｈａｗｋｉｎｇ辐射经典的ＤａｍｏｕｒＲｕｆｆｉｎｉ
方法，研究了ＫＮｄＳ黑洞的辐射谱．在考虑辐射对时
空反作用的基础上，用新定义的ｔｏｒｔｏｉｓｅ坐标探讨黑
洞视界与宇宙视界的辐射，给出考虑两视界相互关
联性的辐射谱．结果与Ｐａｒｉｋｈ和Ｗｉｌｃｚｅｋ等及其他
人后来的工作完全一致，满足量子力学的幺正性原
理．由于在我们的计算中，考虑到使分离变量后的
径向方程化为适合ＷＫＢ求解的ｄ

２ ｙ
ｄｘ２
＋ ｆ（ｘ）ｙ ＝ ０形

式，从而在分离变量（１９）式中引入因子（ｒ２ ＋
ａ２）－１ ／ ２ ，这一因子的引入使我们自然得到黑洞ＢＨ
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