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　 　 运用半经典近似理论，本文研究了来自静态高维ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空和高维Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空宇宙视界处的
Ｆｅｒｍｉ子隧穿辐射．在文中，描述１ ／ ２自旋粒子行为的Ｄｉｒａｃ方程被简化为一个简单的形式，接着运用方程组有非平
凡解的条件，可以得到了半经典的ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程，从而使得问题大大得以简化，最终得到了静态ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时
空中宇宙视界处的Ｆｅｒｍｉ子隧穿率和Ｈａｗｋｉｎｇ温度．
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国家自然科学基金（批准号：１０７７３００８）资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｌｋ３１４１５９＠ １２６ ｃｏｍ

１ 引 言
基于Ｈａｗｋｉｎｇ于１９７４年对黑洞的研究［１］，在考

虑量子效应后，人们认为黑洞可能会产生一种热辐
射．有关Ｈａｗｋｉｎｇ辐射的研究已经成为黑洞物理研
究的前沿热点课题之一［２—１７］．近来，Ｋｒａｕｓ，Ｐａｒｉｋｈ和
Ｗｉｌｃｚｅｋ等［１８，１９］提出了一种半经典的隧穿理论去研
究黑洞的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射．在该理论中，Ｈａｗｋｉｎｇ辐射
被视为一种隧穿过程，运用ＷＫＢ近似，人们可以得
出隧穿粒子从黑洞视界内到视界外的隧穿率为Γ∝
ｅｘｐ（－ ２ＩｍＳ）（这里Ｓ是经典作用量以展开的第
一项）．运用这一理论研究者们对各类黑洞进行了
研究［２０—２７］．随后，Ｋｅｒｎｅｒ和Ｍａｎｎ提出一种研究自
旋为１ ／ ２的Ｆｅｒｍｉ子的粒子的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射的方
法［２８，２９］．在他们的研究中，研究者将Ｆｅｒｍｉ子波函数
分为自旋向上和自旋向下两种情况，接着对波函数
的作用量进行分解，然后将其带入Ｄｉｒａｃ方程，在保
留到的一阶近似时，得到了一个较简单的方程组，
然后研究径向的作用量方程，得到了入射和出射的
作用量的解，并由这两个解得到了Ｄｉｒａｃ粒子的隧
穿率，进而可以确定Ｄｉｒａｃ粒子的隧穿的Ｈａｗｋｉｎｇ温
度．他们用这一方法成功的解决了静态黑洞和旋转
带电黑洞的Ｆｅｒｍｉ子隧穿问题．随后，陈德友等［３０，３１］

用这一方法研究了来自带电黑洞和ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ视界处

的隧穿辐射，李然等研究了来自ＢＴＺ黑洞和Ｋｅｒｒ黑
洞的隧穿行为［３２，３３］，我们则对芬斯勒黑洞以及动态
黑洞情形进行了深入的研究［３４—３６］，蒋青权等［３７，３８］

对来自五维黑洞的Ｆｅｒｍｉ子隧穿行为进行了研究．
在现代宇宙学和引力理论中，对宇宙视界的研

究越来越得到人们的关注．主要原因是近来宇宙学
的观测结果显示宇宙学常数可能是正的，另外在ｄｅ
Ｓｉｔｔｅｒ共形场论中宇宙视界有着很重要的地位．另一
方面，随着理论物理的研究的深入，人们已经发现
越来越多的理论上的困难，特别是在建立统一理论
的过程中，各种困难暗示着对这些问题的解决需要
一种物理概念上的突破．在弦论中四维时空是无法
满足其理论要求的；在Ａｄｓ ／ ＣＦＴ理论中人们可以对
高维黑洞进行研究．所以现代物理理论已经普遍的
提出和研究了各种高维时空，高维时空理论的引入
可能会对我们整个物理理论的进展起着至关重要
的作用．所以对高维黑洞宇宙视界处的Ｆｅｒｍｉ子隧
穿行为的研究也具有重要的意义．

然而，由于Ｄｉｒａｃ方程本身的复杂性，用传统的
Ｆｅｒｍｉ子隧穿理论对任意维时空的视界处的Ｆｅｒｍｉ
子隧穿辐射行为进行研究却存在着很大的困难，这
主要是因为在任意维时空中，γ矩阵的阶数可能十
分大，这样我们将面临一个Ｎ元方程组的Ｄｉｒａｃ方
程，解这样一个Ｄｉｒａｃ方程是很麻烦的．为了研究高
维黑洞事件视界处的Ｆｅｒｍｉ子隧穿行为，我们对传
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统的半经典Ｆｅｒｍｉ子隧穿理论进行改进并提出了
ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方法解Ｆｅｒｍｉ子隧穿的方法［３９—４１］．
本文将研究静态高维时空宇宙视界处的Ｆｅｒｍｉ子隧
穿辐射．首先，我们将作用量带入高维Ｄｉｒａｃ方程，
并运用半经典理论将Ｄｉｒａｃ方程化简，然后用方程
组有非平凡解这一条件得到高维时空中的
ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程．接着，对这一个方程在宇宙视
界处积分，最终得到高维黑洞宇宙视界处的隧穿率
和温度，并就高维ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ和Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ
时空宇宙视界处的Ｆｅｒｍｉ 子隧穿辐射特性进行
研究．

２ 高维ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空宇宙视界处的
Ｆｅｒｍｉ子遂穿

　 　 （ｎ ＋ ２）维的纯ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空的度规可以表
示为［４２，４３］

ｄｓ２ ＝ － ｆ( )ｒ ｄｔ２ ＋ ｆ －１ ( )ｒ ｄｒ２ ＋ ｒ２ ｄΩ２ｎ， （１）
其中

ｆ( )ｒ ＝ １ －
ｒ２

ｌ２
． （２）

这里的Ｖｎ 是线元为ｄΩ２ｎ 的ｎ维超球面的体积，ｌ是
ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ空间的曲率半径．其宇宙视界面的位置是ｒｃ
＝ ｌ，显然，宇宙视界位置满足方程ｆ（ｒｃ）＝ ０．我们现
在研究这一黑洞视界处的Ｈａｗｋｉｎｇ隧穿辐射，从
（１）和（２）式，可以发现，所研究的这一个时空并不
是很复杂的，然而由于高维Ｄｉｒａｃ方程本身的复杂
性，在这一时空中解Ｄｉｒａｃ方程却是很麻烦的．在这
个弯曲时空中，高维的Ｄｉｒａｃ方程是
γμＤμΨ ＋

ｍ

Ψ ＝ ０　 　 （μ ＝ １，２，３，… ，ｎ ＋ ２），

（３）
其中

Ｄμ ＝ μ ＋
ｉ
２ Γ

α β
μΠαβ， （４）

Παβ ＝
ｉ
４ γα，γ[ ]β ． （５）

这里的弯曲时空中的γ矩阵需要满足
｛γμ，γυ｝＝ ２ｇμυ Ｉ． （６）

为了满足ｎ ＋ ２个维度的需要，我们首先可以把ｎ ＋
２维的平直时空的γ矩阵选择为

γ^１ｍ ×ｍ ＝
Ｉ ｍ
２ ×

ｍ
２

０

０ － Ｉ ｍ
２ ×

ｍ







２
， （７）

γ^２ｍ ×ｍ ＝
０ Ｉ ｍ

２ ×
ｍ
２

Ｉ ｍ
２ ×

ｍ
２







０
， （８）

γ^ｌｍ ×ｍ ＝
０ ｉγ^ｌ －２ｍ

２ ×
ｍ
２

－ ｉγ^ｌ －２ｍ
２ ×
ｍ
２







０
，３ ≤ ｌ ≤ ｎ ＋ ２，（９）

它们满足反对易关系γ^μ，γ^{ }υ ＝ ２δμυ Ｉ． 其中，Ｉ ｍ２ × ｍ２
是ｍ
２
× ｍ
２
阶单位矩阵，而０是ｍ

２
× ｍ
２
阶零矩阵，

γ^υｍ
２ ×

ｍ
２
表示ｍ

２
× ｍ
２
阶的第υ个γ矩阵，这里ｍ ＝

２ ｎ ＋( )２ ／ ２（ｍ ＝ ２ ｎ ＋( )１ ／ ２）是偶数维（奇数维）时空的γ
矩阵的阶数．基于如上我们选择的平直时空的γ矩
阵，我们可以把（ｎ ＋ ２）维的ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空中的γ矩
阵选为

γｔｍ ×ｍ ＝
ｉ

槡ｆ
γ^１ｍ ×ｍ， （１０）

γｒｍ ×ｍ 槡＝ ｆγ^２ｍ ×ｍ， （１１）
γηｍ ×ｍ ＝ ｇ槡ηη γ^ｌｍ ×ｍ ． （１２）

这里的ｇηη 表示这一时空中角度项和额外维项的逆
变度规．考虑方程（３）的旋量解可以写为

Ψ ＝
Ａ ｍ
２ ×１ ｔ，ｒ… ｘη( )…
Ｂ ｍ
２ ×１ ｔ，ｒ… ｘη( )







…
ｅ
ｉ
 Ｓ ｔ，ｒ，… ，ｘη( )，… ，（１３）

其中Ａ ｍ
２ ×１ ｔ，ｒ，… ，ｘη( )，… 和Ｂ ｍ

２ ×１ ｔ，ｒ，… ，ｘη( )，… 是
ｍ
２
× １个函数的列矩阵．这样把（１３）式代入（３）式，

在视界附近，精确到的第一阶，可得
Ｃ Ｄ( )Ｅ Ｆ

Ａ ｍ
２ ×１

Ｂ ｍ
２ ×







１
＝ ０， （１４）

其中
Ｃ ＝ － １

槡ｆ
Ｓ
ｔ
Ｉ ｍ
２ ×

ｍ
２
＋ ｍＩ ｍ

２ ×
ｍ
２
， （１５）

Ｄ ＝ ｉ槡ｆ Ｓｒ Ｉ ｍ２ × ｍ２ －η ｇ槡ηη Ｓ
ｘη
γ^ｌ －２ｍ
２ ×

ｍ
２
， （１６）

Ｅ ＝ ｉ槡ｆ Ｓｒ Ｉ ｍ２ × ｍ２ ＋η ｇ槡ηη Ｓ
ｘη
γ^ｌ －２ｍ
２ ×

ｍ
２
， （１７）

Ｆ ＝ １

槡ｆ
Ｓ
ｔ
Ｉ ｍ
２ ×

ｍ
２
＋ ｍＩ ｍ

２ ×
ｍ
２
， （１８）

利用代入法求解线性方程组（１４），我们可以得到
Ｅ － ＦＤ －１( )Ｃ Ａ ｍ

２ ×１
＝ ０， （１９）

Ｆ － ＥＣ －１( )Ｄ Ｂ ｍ
２ ×１
＝ ０ ． （２０）

很显然，如果我们希望Ａ ｍ
２ ×１
和Ｂ ｍ

２ ×１
存在非平凡解，

就需要以上两式的系数分别为零．从（１９）和（２０）式
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不难看出，其系数为零的两个方程是等价的．这里
要注意Ｄ，Ｃ，Ｅ，Ｆ都是矩阵，因此其乘法交换率并
不是必然成立的，但由我们选取的γ矩阵组成的
Ｄ，，Ｃ却满足对易关系Ｄ，[ ]Ｃ ＝ ０，所以我们可以把
方程组（１４）式存在非平凡解的条件写为

ＥＤ － ＦＣ ＝ ０ ． （２１）
运用平直时空中γ矩阵的反对易关系，我们可以把
上式具体写为

－ １
ｆ
Ｓ
( )ｔ

２

＋ ｆ Ｓ
( )ｒ

２

＋ …

＋ ｇηη Ｓ
ｘ( )η

２

＋ … ＋ ｍ２ ＝ ０ ． （２２）
显然，这是质量为ｍ的Ｆｅｒｍｉ子在（１）式表示的高
维弯曲时空中的半经典的运动方程，此即这一高维
时空中的ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程，从以上计算我们发
现，在半经典理论中从Ｆｅｒｍｉ子方程也可以推出
ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程，这充分说明ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方
程是半经典理论中的一个描述粒子运动的基本方
程．接着，考虑到（１）和（２２）式，我们把作用量分
解为

Ｓ ＝ － ωｔ ＋ Ｒ( )ｒ ＋ Ｙ … ，ｘη( )，… ． （２３）
这样（２２）式可以分解为

－ １
ｆ ω

２ ＋ ｆ Ｒ
( )ｒ

２

＋ ｍ２ ＝ λ
ｒ２
， （２４）


η
ｒ２ｇηη Ｙ

ｘ( )η
２

＋ λ ＝ ０， （２５）
其中（２４）式是径向方程，而（２５）式是关于角度项和
额外维度项的方程，其中λ是常数．然而，在（２５）式
必须为真的前提下，我们并不关心（２５）式以及λ的
具体形式．因为黑洞的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射是黑洞的径向
行为，所以根据（２４）式可以得到

ｄＲ( )ｒ
ｄｒ

＝ ±
ω２ ｒ２ ＋ ｆ － ｍ２ ｒ２ ＋( )槡 λ

ｆｒ
． （２６）

在黑洞视界附近，（２６）式可以写为

Ｒ ± ( )ｒ ＝ ± ∫ ω２ ＋ ｆ′ ｒ( )
０ ｒ － ｒ( )

０ － ｍ２ ＋ λ ／ ｒ( )槡 ２

ｆ′ ｒ( )
０ ｒ － ｒ( )

０

ｄｒ

＝ ± ｉπω
ｆ′ ｒ( )

０

． （２７）
其中，Ｒ ＋ 是关于出射解，而Ｒ － 是入射解．由于观测
者处于宇宙视界内部，这样观察者只能看到从宇宙
视界入射的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射，所以总的作用量的虚
部为

ｌｍＳ ＝ ｌｍＲ ＝ ｌｍＲ － ( )ｒ － ｌｍＲ ＋ ( )ｒ ． （２８）

这样的隧穿率就可以写为
Γ ＝ ｅｘｐ － ２ｌｍ( )Ｓ ＝ ｅｘｐ

４πω
ｆ′ ｒ( )( )

ｃ

， （２９）
这里的Ｉｍ是作用量的虚部．所以，这一黑洞的温
度为

Ｔ ｃ ＝ －
ｆ′ ｒ( )

ｃ

４π
＝
ｒｃ
２πｌ２

． （３０）
这样就得到了正确的高维ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ黑洞宇宙视界的
温度和Ｆｅｒｍｉ子隧穿率．我们将就高维Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ
ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空中的宇宙视界处的Ｆｅｒｍｉ子隧穿行为
进行研究．

３ 高维Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空宇
宙视界处的Ｆｅｒｍｉ子遂穿

　 　 我们研究高维Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄ ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空宇宙
视界处的Ｆｅｒｍｉ子隧穿行为，这是一个（ｎ ＋ ２）维的
质量为Ｍ的静态黑洞，其度规可以写为［４２，４４，４５］

ｄｓ２ ＝ － Ｆ( )ｒ ｄｔ２ ＋ Ｆ －１ ( )ｒ ｄｒ２ ＋ ｒ２ ｄΩ２ｎ，（３１）
其中

Ｆ( )ｒ ＝ １ －
１６πＧｎ＋２Ｍ
ｎＶｎ ｒ

ｎ －１ － ｒ
２

ｌ２
． （３２）

这里的Ｖｎ 是线元为ｄΩ２ｎ 的ｎ维超球面的体积，Ｇｎ＋２
则是Ｎｅｗｔｏｎ常数．我们现在研究这一时空宇宙视界
处的Ｆｅｒｍｉ子隧穿行为．显然其视界面的位置是ｒ０
同样满足方程Ｆ（ｒ０）＝ ０．类似地，我们可以把（ｎ ＋
２）维的Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空中的γ矩阵选为

γｔｍ ×ｍ ＝
ｉ

槡Ｆ
γ^０ｍ ×ｍ， （３３）

γｒｍ ×ｍ 槡＝ Ｆγ^１ｍ ×ｍ （３４）
γηｍ ×ｍ ＝ ｒ

－１ ｈ槡ηη γ^ｌｍ ×ｍ ． （３５）
这里的ｈηη 表示这一时空中角度项和额外维项的逆
变度规的非径向部分．同样地，Ｄｉｒａｃ方程的旋量场
函数可以写为（１６）式的形式，进而在宇宙视界处求
得半经典的ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程

－ １
Ｆ
Ｓ
( )ｔ

２

＋ Ｆ Ｓ
( )ｒ

２

＋ …

＋ ｈ
ηη

ｒ２
Ｓ
ｘ( )η

２

＋ … ＋ ｍ２ ＝ ０ ． （３６）
接着，我们把作用量分解为

Ｓ ＝ － ωｔ ＋ Ｒ( )ｒ ＋ Ｙ … ，ｘη( )，… ． （３７）
这样（２３）式可以分解为

－ １
Ｆ ω

２ ＋ Ｆ Ｒ
( )ｒ

２

＋ ｍ２ ＝ λ
ｒ２
， （３８）
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η
ｈηη Ｙ

ｘ( )η
２

＋ λ ＝ ０ ． （３９）
解径向方程（３６）式我们可以得到

ｄＲ( )ｒ
ｄｒ

＝ ±
ω２ ｒ２ ＋ Ｆ － ｍ２ ｒ２ ＋( )槡 λ

Ｆｒ
． （４０）

在宇宙视界附近，（３８）式可以写为

Ｒ± ( )ｒ ＝ ± ∫ ω２ ＋ Ｆ′ ｒ( )
０ ｒ － ｒ( )

０ － ｍ２ ＋ λ ／ ｒ( )槡 ２

Ｆ′ ｒ( )
０ ｒ － ｒ( )

０

ｄｒ

＝ ± ｉπω
Ｆ′ ｒ( )

０

． （４１）
类似地，可以得到高维Ｓｃｈｗａｒｓｃｈｉｌｄｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空宇
宙视界处这样的隧穿率

Γ ＝
ｅｘｐ － ２ＩｍＲ( )

－

ｅｘｐ － ２ＩｍＲ( )
＋

＝ ｅｘｐ ４πω
Ｆ′ ｒ( )( )

０

． （４２）
这里的Ｉｍ是作用量的虚部．所以，这一宇宙视界处
的温度为

Ｔ０ ＝ －
Ｆ′ ｒ( )

０

４π
． （４３）

这样，得到了正确的来自高维Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ
黑洞视界的温度和Ｆｅｒｍｉ子隧穿率．再一次证明我
们方法的正确性．其他高维时空视界处的Ｄｉｒａｃ隧
穿辐射行为的研究方法也完全类似．

４ 结 论
　 　 本文研究了高维ｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ 时空和高维

Ｓｃｈｗａｒｚｓｃｈｉｌｄｄｅ Ｓｉｔｔｅｒ时空宇宙视界处的Ｆｅｒｍｉ子
隧穿行为．我们在研究过程中，运用了（２１）式的条
件得到了相应时空中的ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程．在
ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方法研究黑洞隧穿的理论中，以前
的ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程是有标量场方程推出的，所
以其描述的性质只是标量场粒子的动力学行为．然
而ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程本身应该是能普遍半经典地
描述各种粒子动力学行为的，在我们的方法中，我
们首先用Ｄｉｒａｃ方程推出了这一方程，于是证明了
弯曲时空中的ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ方程确实可以描述
Ｆｅｒｍｉ子的隧穿行为，并且得到了正确的Ｆｅｒｍｉ子隧
穿率和Ｈａｗｋｉｎｇ温度，这也说明用半经典理论中的
隧穿方法研究Ｆｅｒｍｉ子恰当的．由于我们的方法并
没有强调只有在高维时空中才适用，所以这一方法
同样可以被运用于四维黑洞或低维黑洞Ｄｉｒａｃ粒子
隧穿辐射的研究中．我们以上研究的Ｈａｗｋｉｎｇ辐射
的时空背景是固定不变的．进一步的工作是考虑辐
射粒子的自引力相互作用和粒子辐射前后背景时
空的变化后，对的视界处隧穿特性进行研究．这些
研究可能有助于黑洞信息丢失疑难的解决．最后，
需要指出的是我们的工作是基于半经典的理论之
上的，然而黑洞的隧穿辐射，就其本质上而言，应该
建立在完全的量子引力理论之上的．对于这一理论
的研究也是理论家们进一步努力的方向．
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