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　 　 准单色噪声是一类所谓真正有色的噪声．本文对准单色噪声驱动的耗散动力系统的信息熵演化进行研究，文
中首先运用线性变换的方法给出了所研究系统的ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程，然后结合Ｓｈａｎｎｏｎ信息熵定义推导了该系统
随时间演化信息熵的精确表达式，最后分析了系统耗散参数和准单色噪声对系统信息熵的显著影响．
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国家自然科学基金（批准号：１０８７２１６５）资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｇｕｏｙｏｎｇｆｅｎｇ＠ ｍａｉｌ． ｎｗｐｕ． ｅｄｕ． ｃｎ

１ 引 言
研究噪声对动力学系统的影响已成为许多学

者关注的热点问题［１—１９］，研究方向涉及到数学、物
理学、化学、生物学、经济学等学科以及各种工程科
学领域．研究内容包括噪声诱导的相变、信息熵演
化、逃逸率、首次穿越时间和随机共振等方面．通过
研究人们发现，在许多实际的系统（例如生物系统、
物理系统以及化学系统等）中的随机涨落现象都是
由系统本身动力学行为产生的内噪声或者是外部
环境的运动对系统影响而产生的外噪声引起的，并
且驱动动力系统的噪声是相当复杂的，通常可将其
分为白噪声、色噪声、双态噪声等．

人们对各种噪声驱动的动力系统的相关性
质进行了大量的研究，其中文献［９—１２］中对一
类所谓“真正有色”的噪声———准单色噪声
（ｑｕａｓｉｍｏｎｏｃｈｒｏｍａｔｉｃ ｎｏｉｓｅ，ＱＭＮ）驱动的动力系统
的进行了研究．因为这种噪声来源于具有不相干
的、近乎单色光的电磁场，所以习惯上称之为准单
色噪声．比较常见的一种简单的准单色噪声可看作
由白噪声激励的一个一维谐波振荡器产生而得到
的，在适当的参数条件下，准单色噪声表现出快速
的随机振荡，所以准单色噪声也可以看成是高频的

窄带噪声．
由于熵在度量系统运动的混乱或无规则的程

度方面有着非常重要的作用，因此，为更好的理解
噪声对动力系统的影响，文献［１３—２０］对噪声驱动
的动力系统的信息熵演化、熵流与熵产生以及熵变
化率上界分别进行了相关的研究．鉴于准单色噪声
驱动的动力系统有着广泛的物理应用背景，我们将
在本文中对准单色噪声驱动的耗散动力系统的信
息熵进行研究，我们采用如下的Ｓｈａｎｎｏｎ信息熵
定义［１３—１８］

Ｓ ＝ － ∫ ρ Ｕ，( )ｔ ｌｎρ Ｕ，( )ｔ ｄＵ． （１）
它是研究Ｂｒｏｗｎ粒子非平衡态和稳定态运动重要工具
之一．这里ρ Ｕ，( )ｔ 为相空间中的连续概率密度函数．

本文将根据文献［１３—１７］的研究方法对准单
色噪声驱动的耗散动力系统的信息熵演化进行研
究，文中首先运用线性变换的方法给出了所研究系
统的ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ（ＦＰＫ）方程，然后结合Ｓｈａｎｎｏｎ
信息熵定义推导了该系统随时间演化信息熵的精
确表达式，最后分析了系统耗散参数和准单色噪声
对系统信息熵的显著影响．

２ ＱＭＮ驱动的耗散动力系统
　 　 我们考虑如下准单色噪声驱动的耗散动力系
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统，其Ｌａｎｇｅｖｉｎ方程为
ｘ·＝ － γｘ ＋ η，
η̈ ＝ － ２Γη·－ ω２０ ＋ ξ．

（２）

其中，γ γ ＞( )０ 为系统耗散参数，Γ是协和振子的
阻尼系数，ω０ 是特征频率，ξ是Ｇａｕｓｓ白噪声，其均
值和方差分别为

〈ξ( )ｔ 〉＝ ０，
〈ξ( )ｔ ξ( )ｔ′ 〉＝ ２Ｄδ( )ｔ － ｔ′ ．

（３）

其中，Ｄ为噪声强度．
这里准单色噪声可以看成是白噪声通过协和

振子滤波器的结果，其振荡波形表现为准周期振
荡，且噪声强度越大，振荡幅度越大．当Γ  ω０ 时，
准单色噪声实际上可以看作是窄带噪声，其功率谱
表达式为［１０—１２］

Φ ( )ω ＝ ２Ｄ
ω２ － ω( )２

０
２ ＋ ４Γ２ω２

． （４）

为便于对系统（２）进行研究，将（２）式写成如下的等
价形式

ｘ·＝ － γｘ ＋ η，
η·＝ ζ，
ζ
·＝ － ２Γζ － ω２０η ＋ ξ．

（５）

进一步令Ｘ１ ＝ ｘ，Ｘ２ ＝ η，Ｘ３ ＝ ζ，则等价系统（５）相
应的ＦＰＫ方程可写为

ρ Ｘ１，Ｘ２，Ｘ３，( )ｔ
ｔ

＝ －
 － γＸ１ ＋ Ｘ[ ]

２ ρ
Ｘ１

－
Ｘ３ ρ
Ｘ２

－
 － ω２０Ｘ２ － ２ΓＸ[ ]

３ ρ
Ｘ３

＋ Ｄ 
２ ρ
Ｘ２３
． （６）

为精确求解（６）式，再令Ｕ ＝ Ｘ１ ＋ ａＸ２ ＋ ｂＸ３ ［２１］，则
（６）式简化为下述的一维ＦＰＫ方程：

ρ Ｕ，( )ｔ
ｔ

＝ － Ａρ
Ｕ
＋ Ｂ 

２ ρ
Ｕ２
， （７）

其中
Ａ ＝ － λＵ，Ｂ ＝ ｂ２Ｄ， （８）
λＵ ＝ γＸ１ ＋ ω２０ ｂ －( )１ Ｘ２ ＋ ２Γ( )ｂ － ａ Ｘ３  （９）

这里ａ，ｂ和λ是待定常数，把Ｕ ＝ Ｘ１ ＋ ａＸ２ ＋ ｂＸ３代
入（９）式可得到

λ ＝ γ，
λａ ＝ ω２０ ｂ － １，
λｂ ＝ ２Γｂ － ａ．

（１０）

对（１０）式联合求解方程可得

ａ ＝ ２Γ － γ
ω２０ ＋ γ

２ － ２Γγ
，

ｂ ＝ １
ω２０ ＋ γ

２ － ２Γγ
，

λ ＝ γ．

（１１）

接下来我们将推广文献［１３—１５］的方法来推导系
统（２）信息熵的精确表达式．

３ 系统（２）的信息熵
　 　 我们可将ＦＰＫ方程（７）式写成下述形式：

ρ Ｕ，( )ｔ
ｔ

＝ －

Δ

Ｕ·ｊ， （１２）
其中， Δ

Ｕ表示相空间的散度，
ｊ ＝ Ａρ － Ｂ ρ

Ｕ
． （１３）

根据Ｓｈａｎｎｏｎ信息熵定义（１）式并结合（１２），（１３）
两式可得信息熵Ｓ随时间演化的方程为

ｄＳ
ｄｔ
＝ ∫ Δ

Ｕ·ｊｌｎρｄＵ． （１４）
对（１４）式右边进行部分积分，并利用边界条件
［２２］：ｊ ｜ ｂｏｕｎｄａｒｙ ＝ ０，ｊｌｎρ ｜ ｂｏｕｎｄａｒｙ ＝ ０

可得到
ｄＳ
ｄｔ
＝ － ∫ １ρ ｊ·

Δ

ＵρｄＵ． （１５）
我们设方程（７）解的形式为

ρ Ｕ，ｔ Ｕ′，( )０ ＝ ｅｘｐ Ｇ( )[ ]ｔ ． （１６）
这里，

Ｇ( )ｔ ＝
－ Ｕ － α( )( )ｔ ２

σ( )ｔ
＋ ｌｎｖ( )ｔ ． （１７）

给定初始条件［１４，１７］

ρ Ｕ，０ Ｕ′，( )０ ＝ ｌｉｍ
ε→∞

ε槡π ｅｘｐ － ε( )Ｕ － Ｕ′[ ]２ ． 　（１８）
对比（１６）和（１８）式可得

σ( )０ ＝
１
ε
，α( )０ ＝ Ｕ′，ｖ( )０ ＝

ε槡π ． （１９）
把方程（１６）代入方程（７）可得到

σ·( )ｔ ＝ － ２γσ( )ｔ ＋ ４Ｂ，
α·( )ｔ ＝ － γα( )ｔ ，

１
ｖ( )ｔ
ｖ·( )ｔ ＝ －

１
２σ( )ｔ

σ·( )ｔ ．

（２０）

求解方程（２０）可得
α( )ｔ ＝ α( )０ ｅｘｐ － λ( )ｔ ，
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σ( )ｔ ＝
２Ｂ １ － ｅｘｐ － ２λ( )[ ]ｔ

λ
＋ σ( )０ ｅｘｐ － ２λ( )ｔ ．

（２１）
将（１６），（１７），（２１）式代入（１５）式可得

ｄＳ
ｄｔ
＝ － γ ＋ ２Ｂ

σ( )ｔ
． （２２）

其中上式可以写为
ｄＳ ＝ － γｄｔ ＋ ２Ｂ

σ( )ｔ
ｄｔ． （２３）

对（２３）式积分求解可得信息熵表达式为
Ｓ( )ｔ ＝ Ｓ( )０ ＋

１
２
ｌｎ σ( )ｔ
σ( )( )０ ． （２４）

４ 耗散参数γ及准单色噪声对系统信
息熵的影响分析

　 　 下面我们分析系统耗散参数γ及准单色噪声对
系统信息熵的影响（所有计算值均为无量纲）．选取
Ｓ( )０ ＝ ０ ０，σ( )０ ＝ ０ ５ ． 图１我们给出了信息熵Ｓ
随时间ｔ的变化情况．从图１可见，Ｓ随着时间的增
加单调增加，当时间较大时Ｓ最终趋向于一有限定
值，即系统的熵变化减缓，这表明系统内部各种因

图１　 信息熵Ｓ随时间ｔ的变化　 Ｄ ＝ １ ０，γ ＝ １ ０，Γ ＝ ０ ５，ω０
＝ １ ０

素的相互作用将最终使系统从非平衡态达到平衡
态．图２我们给出了信息熵Ｓ随耗散参数γ的变化
情况，从图２中可以看出，对于较小的耗散参数γ，Ｓ
随γ的增加单调增加，然而当耗散参数γ较大时，Ｓ
随γ的增加单调减小，即Ｓ随γ的增加出现了极值
现象．图３我们给出了信息熵Ｓ随协和振子阻尼系
数Γ的变化情况．从图３中可以看出，Ｓ随协和振子

图２　 信息熵Ｓ随耗散参数γ的变化　 ｔ ＝ １ ０，Ｄ ＝ １ ０，Γ ＝
０ ５，ω０ ＝ １ ０

图３　 信息熵Ｓ随阻尼系数Γ的变化　 ｔ ＝ １ ０，Ｄ ＝ １ ０，γ ＝
１ ０，ω０ ＝ １ ０

图４　 信息熵Ｓ随系统特征频率ω０ 的变化　 ｔ ＝ １ ０，Ｄ ＝ １ ０，
γ ＝ １ ０，Γ ＝ ０ ５
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图５　 信息熵Ｓ随噪声强度Ｄ的变化　 ｔ ＝ １ ０，γ ＝ １ ０，Γ ＝
０ ５，ω０ ＝ １ ０

阻尼系数Γ的增加而增加．图４我们给出了信息熵
Ｓ随系统特征频率ω０ 的变化情况．从图４可以看出
Ｓ随系统特征频率ω０ 增加单调减小，这与图３的情
况正好相反．图５我们给出了信息熵Ｓ随噪声强度
Ｄ的变化情况，从图５中可以看出，Ｓ随噪声强度Ｄ
的增加而单调增加．图３，图４和图５表明阻尼系数

Γ与噪声强度Ｄ对系统信息熵的增加起到了促进作
用，而系统特征频率ω０对系统信息熵的增加起到了
抑制作用．

通过图１—５的分析我们可以看出，虽然准单色
噪声对系统信息熵的影响使得Ｓ随γ的演化出现了
极值现象，但随着时间的增加系统最终仍将会趋于
平衡态．

５ 结 论
　 　 对准单色噪声驱动的耗散动力系统的信息熵
演化现象进行了研究．通过线性变换的方法给出了
所研究系统的ＦＰＫ方程，并结合Ｓｈａｎｎｏｎ信息熵定
义推导了该系统随时间演化信息熵的精确表达式，
进一步分析了系统耗散参数和准单色噪声对系统
信息熵的影响．研究发现，在Γ ω０时，阻尼系数Γ
对系统信息熵的演化过程起到了抑制作用，而系统
特征频率ω０ 与噪声强度Ｄ对系统信息熵的演化过
程起到了促进作用；并且在准单色噪声的影响下，
系统内部各种参数的相互作用使得信息熵Ｓ随γ的
增加出现了极值现象．
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