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　 　 研究了时间延迟对双稳系统激活率的影响．在短时间延迟的情况下，应用最陡下降法导出延迟双稳系统的平
均首通时间表达式和相应的与延迟时间有关的激活率表达式．数值计算结果表明，时间延迟可以增强双稳系统的
共振抑制．
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１ 引 言
时间延迟和随机波动（噪声）是客观系统不可

忽略的重要因素．在很多情形下时间延迟反映了通
过系统输运有关的物质、能量和信息的转输时间．
很多的实际过程都需要考虑时间延迟．人们已经讨
论了物理系统、激光系统、非线性网络、病毒传播和
生物等非线性系统中时间延迟所产生的影响［１—５］．

利用延迟方程的特性，人们还提出了延迟反馈控制
法［６，７］，即把系统输出信号的一部分先经过延迟回
路，再反馈到系统中去，使原来不稳定的系统变得
稳定．此外研究表明：噪声对系统的演化起着决定
性的作用，这种无规则的随机干扰并不总是对宏观
秩序起消极作用，也会起到积极的作用［８，９］．噪声和
时间延迟不可避免地出现在复杂系统中，而且噪声
和时间延迟还会对系统产生重要的影响．因此，研
究噪声和时间延迟协同作用下的复杂系统具有重
要的意义．这方面的研究也成为近年来的热点课
题，新的理论和实验研究结果不断涌现［１０—１６］．在非
线性随机动力学系统的时间延迟方面开展的大量
研究表明，系统在噪声和延迟的协同作用下，会出
现更丰富的动力学行为．

双稳系统作为典型的非线性系统，在２０世纪后
半期已经被人们广泛地认识和应用．例如，电子计

算机应用布尔代数处理计算过程和存储信息，其基
本要素０和１的值式是通过双稳器件实现的；要实
现光子计算机，光学双稳器件的设计和制造是非常
关键的．因此人们对各种噪声源扰动下双稳系统的
各种统计性质开展了大量的研究工作［１７—２８］．在交叉
关联噪声驱动的双稳系统中发现激活率在乘性噪
声与加性噪声之比为１—１０之间有一个巨抑制现
象，且随着乘性噪声和加性噪声的交叉关联强度增
大，巨抑制的效果越明显［１７］．噪声和延迟协同作用
下的双稳系统定态性质和随机共振等已经得到了
研究［２９—３１］． 然而延迟和噪声协同作用对巨抑制现
象的影响还未被研究．

本文研究了时间延迟和噪声协同作用下的双
稳系统激活率的巨抑制．应用短时间延迟近似方法
得到定态概率分布函数，进一步应用最陡下降法得
到平均首通时间的分析表达式，并数值模拟分析了
延迟时间对激活率的影响．

２ 延迟随机双稳系统的跃迁率
　 　 考虑噪声驱动下有时间延迟的双稳系统［３０］

ｄｘ（ｔ）
ｄｔ

＝ ｘ（ｔ － τ）－ ｘ３（ｔ）
＋ ｘ（ｔ）ξ（ｔ）＋ η（ｔ），　 （１）

其中τ是延迟时间，乘性噪声ξ（ｔ）和加性噪声
η（ｔ）满足统计性质如下：
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〈ξ（ｔ）〉＝〈η（ｔ）〉＝ ０， （２）
〈ξ（ｔ）ξ（ｔ′）〉＝ ２Ｄδ（ｔ － ｔ′）， （３）
〈η（ｔ）η（ｔ′）〉＝ ２αδ（ｔ － ｔ′）， （４）
〈ξ（ｔ）η（ｔ′）〉＝〈η（ｔ）ξ（ｔ′）〉

＝ ２λ Ｄ槡αδ（ｔ － ｔ′）， （５）
其中Ｄ和α分别是ξ（ｔ）和η（ｔ）的强度，λ代表ξ（ｔ）
和η（ｔ）之间的关联强度．

在无延迟和噪声的情况下，方程（１）对应的势函
数为

Ｖ（ｘ）＝ － ｘ
２

２
＋ ｘ

４

４
， （６）

方程（６）有两个稳态ｘ１ ＝ １和ｘ２ ＝ － １，还有一个亚
稳态ｘ０ ＝ ０ ．

应用短时间延迟近似方法，可得到方程（１）对
应的ＦｏｋｋｅｒＰｌａｎｃｋ方程为［１５］

Ｐ（ｘ，ｔ）
ｔ

＝ － 
ｘ∫（ｘτ － ｘ３ ＋ Ｄｘ ＋ λ Ｄ槡α）
× Ｐ（ｘ，ｔ；ｘτ，ｔ － τ）ｄｘτ
＋ ∫ 

２

ｘ２
ｇ２（ｘ）Ｐ（ｘ，ｔ；ｘτ，ｔ － τ）ｄｘτ， （７）

其中Ｐ（ｘ，ｔ；ｘτ，ｔ － τ）为联合概率密度，ｘτ ＝ ｘ（ｔ －
τ），ｇ（ｘ）＝ Ｄｘ２ ＋ ２λ Ｄ槡αｘ ＋槡 α．

方程（７）的稳态概率分布函数（ＳＰＤＦ）为［１７］，
Ｐ ｓｔ（ｘ）＝ Ｎｇ（ｘ）τ －１ ｅｘｐ － Ｕ（ｘ）[ ]α

， （８）
其中Ｎ是归一化常数．广义势函数Ｕ（ｘ）为
Ｕ（ｘ）＝ － （１ ＋ τ）∫

ｘ ｙ － ｙ３

Ｒｙ２ ＋ ２λ槡Ｒｙ ＋ １
ｄｙ

＝ － （１ ＋ τ [） （Ｒ － ４λ２ ＋ ３）λ（１ － λ槡 ２）Ｒ２
ａｒｃｔａｎ槡Ｒｘ ＋ λ

１ － λ槡 ２

－ ２λ
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ｘ ＋ ｘ

２

２Ｒ

＋ １
２Ｒ
４λ２ － １
Ｒ

－( )１ ｌｎＧ（ｘ ]） ，
其中Ｇ（ｘ）＝ Ｒｘ２ ＋ ２λ槡Ｒｘ ＋ １，Ｒ ＝ Ｄ ／ α为噪声强
度比．当延迟时间τ ＝ ０时，（８）式和文献［１７］中的
（７）式一致．

现在考虑粒子从初态ｘ２ ＝ － １出发越过势垒向
另一态ｘ１ ＝ ＋ １跃迁的情形．当噪声强度小于势垒
高度，即Ｄ或α小于Ｕ（０）－ Ｕ（－ １）时，利用最陡下
降法［８］可得系统的平均首通过时间为

图１　 不同时间延迟下跃迁率κ随噪声强度比Ｒ的变化曲线　 λ
＝ ０ ９，（ａ）α ＝ ０ １，（ｂ）α ＝ ０ ０５，（ｃ）α ＝ ０ ０１

Ｔ（－ １ → ０）＝ ２π［｜ Ｖ″（－ １）Ｖ″（０）｜ ］－１ ／ ２

× ｅｘｐ Ｕ（０）－ Ｕ（－ １）[ ]α
，（１０）

其中Ｖ（ｘ）和Ｕ（ｘ）分别由（６）和（９）式给出．相应
的跃迁率为［９］

κ ＝ １
Ｔ（－ １ → ０）
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（１１）
　 　 需要说明的是，文献［１７］讨论了当延迟时间τ
＝ ０时的巨抑制现象，而我们主要讨论延迟时间τ
对跃迁率的影响．在不同的加性噪声强度α下，根据
跃迁率（１１）式得出跃迁率κ和噪声比Ｒ的变化关
系，如图１所示．

由图１可看出，随着噪声比Ｒ的增大，跃迁率曲
线上出现一个“谷”（最小值），这是一种巨抑制现
象．同时，随着时间延迟τ的增大，这个“谷”愈来愈
深，也就是巨抑制的作用越明显，意味着粒子完成
势阱之间的跃迁将变得困难．从图１还可以看到，随
着加性噪声强度α的减小，巨抑制现象也变得更
显著．

３ 结 论
　 　 本文研究时间延迟对双稳系统共振抑制的影
响．在短时间延迟的情况下，应用最陡下降法得到
延迟双稳系统的平均首通时间表达式，并在此基础
上得到相应的与延迟时间有关的逃逸率表达式．数
值计算结果表明，时间延迟可以增强双稳系统的共
振抑制，即时间延迟可以增强系统的稳定性．
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