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　 　 根据经典Ｋｏｃｈ曲线的构造，利用四面体作为迭代基元构造了一种立体Ｋｏｃｈ网络并对其结构性质做了研究，
给出了该网络的度分布函数，计算了该网络的团簇系数、平均最短路径长度以及度关联函数．结果表明，所构建的
网络是无标度网络，度分布临界指数γ≈ ３ ３２；其团簇系数趋向于常数值０ ８７０４３５；平均路径长度与网络尺寸的对
数呈正比关系，说明该网络具有小世界网络特性．另外，计算结果表明ｋｎｎ（ｋ）随ｋ的变化而变化，说明该Ｋｏｃｈ网络
具有一定的度关联性．
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国家自然科学基金（批准号：１０７７５０８８）资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｌｉｕｊｉａｘｕｅ２２＠ １６３ ｃｏｍ

１ 引 言
复杂网络是近年来研究的热点，许多真实系统

都可以用复杂网络来描述并加以研究［１—６］．研究表
明，真实网络具有很多共同的特点，如无标度行为
和度关联现象［７］．无标度性［８］是指真实网络的度分
布符合幂律分布Ｐ（ｋ） ～ ｋ －γ，无特征尺度．无标度
行为和度关联性对网络的动力学过程具有重要的
影响．因此，构建具有一定度关联性的无标度网络
模型［９］对于研究真实网络的结构性质及其内在机
制是十分重要的［１０—１９］．在这些网络模型中，无标度
性和度关联性一般是耦合在一起的［２０—２４］，但是通常
只有在无关联网络上才能得到动力学问题的解析
解［１２—１５］．因此构造并研究无度关联性的无标度网络
模型是复杂网络研究中不可缺少的工作．目前为
止，在这方面已经有很多的研究工作，最近Ｚｈａｎｇ
等［２５］提出了一种Ｋｏｃｈ网络的生成算法．基于经典
分形结构———Ｋｏｃｈ曲线，利用迭代的方法构造的平
面Ｋｏｃｈ网络具有自相似特性，可以利用解析的方法
很容易地求解其结构性质．研究表明，所构造平面
Ｋｏｃｈ网络同时具有无标度性、小世界网络特性、大

的团簇系数和度无关性．本文将四面体作为迭代基
元建立一种立体无标度Ｋｏｃｈ网络并研究其结构性
质．研究表明，这种立体Ｋｏｃｈ网络具有与平面Ｋｏｃｈ
网络相似的小世界网络特性，但是其度分布临界指
数不同于平面Ｋｏｃｈ网络；对度关联性的研究则表
明，立体Ｋｏｃｈ网络不是度无关的．故Ｋｏｃｈ网络算
法具有一定的局限性．

２ 网络的构造
　 　 根据Ｋｏｃｈ曲线的构造［２６，２７］，我们构造了一个
立体Ｋｏｃｈ网络．所要构建的网络开始于一个四面
体，如图１（ａ）所示，然后用图１（ｂ）代替图１（ａ）的
四面体，依次迭代，即生成一个立体Ｋｏｃｈ网络．用
Ｋ（ｔ）表示经过ｔ次迭代生成的网络． ｔ ＝ ０时，Ｋ（０）
是一个四面体．在迭代过程中每个四面体中的各格
点都生成３个新格点，这３个新格点与原格点构成
一个新的四面体．如图１（ｂ）所示的Ｋ（１）是经过一
次迭代得到的．图２是ｔ ＝ ２时的Ｋｏｃｈ网络Ｋ（２），
它是将Ｋ（１）中的每个四面体用Ｋ（１）结构代替而
得到的．当ｔ≥ １时，Ｋ（ｔ）由Ｋ（ｔ － １）生成．将Ｋ（ｔ －
１）中的每个四面体都用图１（ｂ）的结构（即Ｋ（１））
代替即可得到Ｋ（ｔ）．
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图１　 网络的迭代构造方法　 （ａ）四面体，（ｂ）迭代一次生成的网络，即ｔ ＝ １时的Ｋｏｃｈ网络

图２　 ｔ ＝ ２时的Ｋｏｃｈ网络

　 　 ｔ时刻Ｋｏｃｈ 网络Ｋ（ｔ）中总的四面体数用
Ｌ Δ（ｔ）表示，总的三角形的个数用ＬΔ（ｔ）表示．在迭
代过程中有Ｌ Δ（ｔ）＝ ５Ｌ Δ（ｔ － １）． 而Ｌ Δ（０） ＝ １，
所以可以得到Ｌ Δ（ｔ）＝ ５ ｔ ． 每个四面体中有４个三
角形，所以ＬΔ（ｔ）＝ ４ × ５ ｔ ． Ｌ ｖ（ｔ）和Ｌ ｅ（ｔ）分别表示
在第ｔ次迭代中网络增加的节点数和连边数．每一
步迭代，每一个四面体会生成１２个新节点和２４个
新连边，因此当ｔ≥ １时可以得到Ｌ ｖ（ｔ）＝ １２ × ５ ｔ －１，
Ｌ ｅ（ｔ）＝ ２４ × ５ ｔ －１ ． ｔ时刻立体Ｋｏｃｈ网络的总结点数

Ｎｔ和总连边数Ｅｔ分别为

Ｎｔ ＝
ｔ

ｔ ｉ ＝ ０
Ｌ ｖ（ｔｉ）＝ ３ × ５ ｔ ＋ １， （１）

Ｅｔ ＝
ｔ

ｔ ｉ ＝ ０
Ｌ ｅ（ｔｉ）＝ ６ × ５ ｔ ． （２）

节点的平均度数为
〈ｋ〉＝ ２Ｅｔ

Ｎｔ
＝ ２ × ６ × ５

ｔ

３ × ５ ｔ ＋ １
≈ ４ （３）

这说明生成的立体Ｋｏｃｈ网络具有稀疏的网络结构，
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符合真实网络的特点．

３ 拓扑特性

３． １．度分布
　 　 用ｋｉ（ｔ）表示ｔ时刻节点ｉ的度．节点ｉ是ｔｉ（ｔｉ≥
０ ）时刻加入网络中的，因此ｋｉ（ｔｉ） ＝ ３ ． 立体Ｋｏｃｈ
网络包含节点ｉ的三角形个数ＬΔ（ｉ，ｔ）的迭代关系
为ＬΔ（ｉ，ｔ） ＝ ２ＬΔ（ｉ，ｔ － １）． 因为ＬΔ（ｉ，ｔｉ） ＝ ３，有
ＬΔ（ｉ，ｔ）＝ ３ × ２ ｔ － ｔ ｉ ．根据ｋｉ（ｔ）和ＬΔ（ｉ，ｔ）的关系可
以得到

ｋｉ（ｔ）＝ ＬΔ（ｉ，ｔ）＝ ３ × ２ ｔ － ｔ ｉ ． （４）
（４）式显示Ｋｏｃｈ网络的度分度是离散的．系统的累
计度分布为［３］

Ｐ ｃ（ｋ）＝ １Ｎｔτ≤ ｔ ｉ
Ｌ ｖ（τ）＝ ３ × ５

ｔ ｉ ＋ １
３ × ５ ｔ ＋ １

． （５）
由（４）式得ｔｉ ＝ ｔ －（ｌｎｋ － ｌｎ３）／ ｌｎ２，并将其代入（５）
式，当ｔ → ∞ 时得到

Ｐ ｃ（ｋ）≈ Ａｋ － ｌｎ５ ／ ｌｎ２， （６）
其中系数Ａ ≈ １２ ８１８６ ． 从（６）式可以看出Ｋｏｃｈ网
络的度分布满足幂律指数分布，是一个无标度网
络，其度分布临界指数γ为１ ＋ ｌｎ５ ／ ｌｎ２ ≈ ３ ３２ ． 比
三角形迭代生成的平面Ｋｏｃｈ网络的幂律指数要大
一些．
３． ２．团簇系数

　 　 团簇系数描述的是网络的集聚程度［２８］．节点ｉ
的团簇系数为Ｃｉ ＝

２ｅｉ
ｋｉ（ｋｉ － １），其中ｅｉ表示网络中

包含节点ｉ的三角形的实际数目，ｋｉ（ｋｉ － １）／ ２是可
能包含节点ｉ的三角形的数目，ｋｉ 是节点ｉ的度数．
在立体Ｋｏｃｈ网络中存在关系ｅｉ ＝ ｋｉ，所以可以得
到关系Ｃｉ ＝ ２ ／（ｋｉ － １）． 经过ｔ次迭代生成的网络
的平均团簇系数为［２５］

Ｃｔ ＝
１
Ｎｔ

Ｎｔ

ｉ ＝ １
Ｃｉ

＝ １
Ｎｔ

ｔ

ｔ ｉ ＝ ０

２
ｋ（ｔｉ）－ １ × Ｌ ｖ（ｔｉ[ ]）， （７）

其中ｋ（ｔｉ）指在ｔｉ时刻加入网络中的格点的度．在ｔ
取无穷大时，通过（７）式计算出立体Ｋｏｃｈ网络的团
簇系数趋向于一个非零值０ ８７０４３５．与三角形构成
的平面Ｋｏｃｈ网络的团簇系数相比小很多．图３给出

了立体Ｋｏｃｈ网络的变化趋势．

图３　 平均团簇系数Ｃｔ与网络节点个数Ｎｔ的关系

３． ３．平均路径长度
　 　 用ｄｔ表示立体Ｋｏｃｈ网络平均团簇系数中的最
短平均路径长度． ｄｉｊ表示Ｋ（ｔ）网络中节点ｉ和节点
ｊ之间的最短路径长度，可以表示为［２５］

ｄｔ ＝
Ｄｔ

Ｎｔ（Ｎｔ － １）／ ２， （８）
其中

Ｄｔ ＝ 
ｉ∈Ｋ ｔ，ｊ∈Ｋ ｔ，ｉ≠ ｊ

ｄ ｉｊ ． （９）
　 　 从Ｋｏｃｈ网络的构造可以看出该网络具有自相
似结构，故可解析求解ｄｔ ． Ｋ（ｔ ＋ １）可以看作是
Ｋ（ｔ）的５个复制模本链接构成的，这５个模本分别
记作Ｋ１ｔ，Ｋ２ｔ，Ｋ３ｔ，Ｋ４ｔ，Ｋ５ｔ，如图４所示．

Ｄｔ＋１ 可以写为
Ｄｔ＋１ ＝ ５Ｄｔ ＋ Ω ｔ， （１０）

其中Ω ｔ表示不同分支中的节点间的最短路径长度
的和．已知Ｄ０ ＝ １２，由（１０）式可以求得

Ｄｔ ＝ １２ × ５
ｔ ＋

ｔ －１

ｉ ＝ ０
５ ｔ －１ － ｉΩ ｉ ． （１１）

其中认为Ω０ ＝ ０ ． 如图４所示，Ｋ（ｔ ＋ １）的各个分
支由节点Ａ，Ｂ，Ｃ，Ｄ链接在一起，所以对Ω ｔ 有贡献
的路径至少经过这四个节点中的一个节点．令Ωα，βｔ
表示分支Ｋαｔ 和Ｋ βｔ 中节点间的最短路径的和．如果
Ｋαｔ 和Ｋ βｔ连接在一起，那么Ωα，βｔ 不包含端点为链接点
的路径的贡献．如果Ｋαｔ 和Ｋ βｔ 不直接连接在一起，而
是有连边链接，那么Ωα，βｔ 中排除路径端点为连边端
点的路径． Ω ｔ可以表示为
Ω ｔ ＝ Ω

１，２
ｔ ＋ Ω１，３ｔ ＋ Ω１，４ｔ ＋ Ω１，５ｔ ＋ Ω２，３ｔ ＋ Ω２，４ｔ
＋ Ω２，５ｔ ＋ Ω３，４ｔ ＋ Ω３，５ｔ ＋ Ω４，５ｔ ， （１２）
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图４　 描述Ｋｏｃｈ网络的自相似结构　 Ｋ（ｔ ＋ １）可看作是Ｋ（ｔ）
的５个复制模本Ｋｉｔ（ｉ ＝ １，２，３，４，５）链接构成

根据所构造的立体Ｋｏｃｈ网络自相似性可以知道
Ω１，２ｔ ＝ Ω１，３ｔ ＝ Ω１，４ｔ ＝ Ω１，５ｔ 和Ω２，３ｔ ＝ Ω２，４ｔ ＝ Ω２，５ｔ ＝ Ω３，４ｔ
＝ Ω３，５ｔ ＝ Ω４，５ｔ ，所以（１２）式可以表示为

Ω ｔ ＝ ４Ω
１，２
ｔ ＋ ６Ω２，３ｔ ． （１３）

为求Ω１，２ｔ 和Ω２，３ｔ ，定义ｓｔ ＝ 
ｉ∈Ｋ（ｔ），ｉ≠Ａ

ｄｉＡ ． 根据Ｋｏｃｈ网
络的构造特点，可以知道ｓｔ的迭代关系是

ｓｔ ＋１ ＝ ２ｓｔ ＋ ３ ｓｔ ＋ （Ｎｔ － １[ ]）
＝ ５ｓｔ ＋ ９ × ５

ｔ ． （１４）
利用ｓ０ ＝ ３，可以得到

ｓｔ ＝ ３ × ５
ｔ －１（５ ＋ ３ ｔ）． （１５）

从上面的定义可以得到
Ω１，２ｔ ＝ 

ｉ∈Ｋ１ｔ，ｊ∈Ｋ２ｔ
ｉ，ｊ≠Ａ

ｄｉｊ

＝ ２（Ｎｔ － １）
ｉ∈Ｋ１ｔ，ｊ≠Ａ

ｄｉＡ

＝ ２（Ｎｔ － １）ｓｔ， （１６）
Ω２，３ｔ ＝ 

ｉ∈Ｋ１ｔ，ｊ∈Ｋ２ｔ
ｉ≠Ａ，ｊ≠Ｂ

ｄｉｊ

＝ ２（Ｎｔ － １）ｓｔ ＋ （Ｎｔ － １）２  （１７）
将（１６）和（１７）式代入（１３）式得

Ω ｔ ＝ １８ × ５
２ ｔ × （１３ ＋ ６ ｔ）． （１８）

将（１８）式代入（１１）式，然后将所得结果代入（８）
式，可得

ｄｔ ＝
６４ － ５１ × ５２ － ｔ ＋ ５１ × ５２ ＋ ｔ ｔ

８ ＋ ２４ × ５ ｔ
． （１９）

在迭代次数ｔ → ∞ 时，网络的平均路径长度近似等
于２５ × （５１ － ２４ ｔ）／ ２４ ． 图５给出了所生成的立体
Ｋｏｃｈ网络的平均路径与网络节点数之间的关系，显

然这两者之间存在对数标度关系，说明系统具有小
世界网络特性．

图５　 平均路径与网络节点数间的关系

３． ４．度关联性
　 　 因为度关联与网络的拓扑特性有重要的内在
关系，对了解网络的演化以及网络上的动力学问题
十分重要，因此对网络度关联性的研究是十分必要
的．网络的度关联性可以用节点的最近邻节点的平
均度来描述，记为ｋｎｎ（ｋ）［２９］． 一般真实网络的
ｋｎｎ（ｋ）都是ｋ的函数．如果ｋｎｎ（ｋ）随ｋ的增大而增
大，表示网络中度值大的节点倾向于和度值大的节
点连接，网络被看作是正向匹配的．如果ｋｎｎ（ｋ）随ｋ
的增大而减小，表示度值大的节点倾向于和度值小
的节点连接，网络被看作是反向匹配的．若ｋｎｎ（ｋ）
是一个常数，即与ｋ值无关时，相应的网络系统是无
度关联性的．对于有四面体迭代构成的立体Ｋｏｃｈ网
络，根据网络的构造特点ｋｎｎ（ｋ）可以表示为［３０，３１］

ｋｎｎ（ｋ） [＝ 
ｔ′ ｉ ＝ ｔ ｉ －１

ｔ′ ｉ ＝ ０
Ｌ ｖ ｔ′( )

ｉ ｋ ｔ′ｉ，ｔｉ －( )１ ｋ ｔ′ｉ，( )ｔ

＋ 
ｔ′ ｉ ＝ ｔ

ｔ′ ｉ ＝ ｔ ｉ ＋１
Ｌ ｖ ｔ( )

ｉ ｋ ｔｉ，ｔ′ｉ －( )１ ｋ ｔ′ｉ，( ) ]ｔ
× １
Ｌ ｖ ｔ( )

ｉ ｋ ｔｉ，( )ｔ
＋ ２ （２０）

将ｋ ｔｉ，( )ｔ ＝ ３ × ２ ｔ － ｔ ｉ 代入（２０）式，可得
ｋｎｎ（ｋ）＝ ８ － ６ × （２ ／ ５）ｔ ｉ ＋ ３（ｔ － ｔｉ）／ ２ （２１）

将ｔｉ ＝ ｔ － （ｌｎｋ － ｌｎ３）／ ｌｎ２代入（２１）式，可以得到
ｋｎｎ（ｋ）与ｋ的关系，如图６所示．显然，由四面体迭
代形成的Ｋｏｃｈ网络是具有度关联性的，且所生成的
Ｋｏｃｈ网络是正向匹配的，即节点取向于链接在度数
相近或较大的节点上．
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图６　 ｋｎｎ（ｋ）与度ｋ的关系图

４ 结 论
　 　 本文根据经典Ｋｏｃｈ曲线的构造，通过对四面体

的迭代构造了一个具有自相似性的立体Ｋｏｃｈ网络，
并用解析的方法研究了该网络的度分布、团簇系
数、平均路径长度以及网络的度关联性．研究发现，
立体Ｋｏｃｈ网络的团簇系数和平均路径长度的增长
行为同平面Ｋｏｃｈ网络的十分近似，但是其度分布临
界指数γ ＞ ３，而对其网络度关联性的研究说明，立
体Ｋｏｃｈ网络具有度关联性，这说明Ｋｏｃｈ网络算法
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