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　 　 对于混沌系统的控制问题，考虑到控制系统能量限制的要求，首先确立一个二次目标函数，然后给出了求解最
优控制律的一个简单方法，该方法通过求解线性二次最优控制问题，获得了混沌系统的最优控制律，避免了求解非
线性ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉＢｅｌｌｍａｎ偏微分方程（ＨＪＢ方程）的困难．利用Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法证明了闭环系统的稳定性．对统一
混沌系统和Ｌｉｕ混沌系统的仿真结果表明了控制策略的有效性．
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１ 引 言
近４０多年来，由于混沌系统在保密通信、信息

处理、生物工程和化学过程中的广泛应用［１—３］，混沌
控制与同步的研究受到了人们极大的关注．自１９９０
年Ｏｔｔ等［４］提出具有划时代意义的ＯＧＹ方法以来，
许多新的混沌控制的方法［５—１３］相继产生．文献［１０］
在将统一混沌系统［１４］表达为ＴＳ模型的基础上，利
用泛函微分方程的ＬｙａｐｕｎｏｖＫｒａｓｏｖｓｋｉｉ稳定性理论
和线性矩阵不等式（ＬＭＩｓ）方法，设计出一个新的带
时延状态反馈模糊控制器；文献［１１］采用线性反馈
控制方法，通过混沌系统的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ正指数确
定控制参数的取值范围，实现了Ｌｉｕ混沌系统［１５］的
同步控制．然而，现有的方法没有考虑实际过程中
对控制能量的限制．在实际物理系统中，控制器的
输出能量总是有限的，并希望所需的控制能量越小
越好．因此，研究在此条件下实现混沌系统的最优
控制方法更具有实际意义．

本文对于混沌系统的控制问题，考虑到控制系
统能量限制的要求，首先确立一个二次目标函数，
然后给出了求解最优控制律的一个简单方法，该方
法通过求解线性二次最优控问题，获得了混沌系统
的最优控制律，避免了求解非线性ＨａｍｉｌｔｏｎＪａｃｏｂｉ
Ｂｅｌｌｍａｎ 偏微分方程（ＨＪＢ 方程）的困难，利用

Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法证明了闭环系统的稳定性．该方法不
仅实现了对混沌系统的控制，而且在整个控制过程
中消耗的控制能量最小．

２ 问题描述
　 　 考虑受控混沌系统

ｘ·＝ ｆ（ｘ）＋ Ｂｕ， （１）
其中ｘ ∈ Ｒｎ是状态向量，ｆ（ｘ）∈ Ｒｎ是连续可微向
量函数，Ｂ∈ Ｒｎ×ｍ是常数矩阵，ｕ∈ Ｒｍ是控制向量．
不妨设ｘ ＝ ０为系统的一个平衡点．从物理上看，状
态ｘ的二次型函数积分代表“运动能量”，控制ｕ的
二次型函数积分代表“控制能量”，因此为衡量对系
统控制所消耗能量的大小，对系统（１）定义性能
指标

Ｊ ＝ １
２ ∫

∞

０
［ｘＴＱｘ ＋ ｕＴＲｕ］ｄｔ， （２）

其中Ｑ ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｒ ∈ Ｒｍ×ｍ 是正定对称矩阵．
本文的目的是对系统（１）寻找最优控制律

ｕ（ｘ），既使系统（１）稳定，也使由（２）式描述的性
能指标Ｊ取最小值．即求解如下最优控制问题

ｍｉｎ
ｕ
Ｊ，ｓ． ｔ． 　 ｘ·＝ ｆ（ｘ）＋ Ｂｕ． （３）

　 　 对最优控制问题（３），根据动态规划的Ｂｅｌｌｍａｎ
最优性原理，最优控制律的获得需要求解ＨＪＢ方
程，但ＨＪＢ方程一般不能求得其解析解．下面给出
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问题（３）的一个简单的求解方法．

３ 混沌系统的控制律设计
　 　 对（３）式中的非线性函数ｆ（ｘ），根据Ｔａｙｌｏｒ
定理

ｆ（ｘ）＝ ｆ（０）＋ ｆ
ｘ
（０）ｘ ＋ ｇ（ｘ），

其中ｇ（ｘ）满足ｌｉｍ
ｘ →０

ｇ（ｘ）
ｘ

＝ ０，‖·‖是向量２范
数．由ｆ（０）＝ ０，系统（１）变为

ｘ·＝ Ａｘ ＋ ｇ（ｘ）＋ Ｂｕ，
其中Ａ ＝ ｆ

ｘ
（０）．

为了获得混沌系统（１）的最优控制，考虑如下
二次型最优控制问题

ｍｉｎ
ｕ
　 Ｊ′，ｓ． ｔ． 　 ｙ·＝ Ａｙ ＋ ＢＵ， （４）

其中Ｊ′ ＝ １
２ ∫

∞

０
［ｙＴＱｙ ＋ ＵＴＲＵ］ｄｔ，Ｑ，Ｒ与（２）式中

相同，Ｂ ∈ Ｒｎ×ｍ 与（１）式中相同，且Ａ，{ }Ｂ 完全可
控，Ｕ ∈ Ｒｍ 是控制向量．

由线性二次型最优控制理论［１６］可知，问题（４）
的最优控制律为

Ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｙ， （５）
其中Ｐ是Ｒｉｃｃａｔｉ方程

ＰＡ ＋ ＡＴＰ － ＰＢＲ －１ＢＴＰ ＋ Ｑ ＝ ０ （６）
的解，最优性能指标Ｊ′ ＝ １

２
ｙＴ（０）Ｐｙ（０）．

令　 　 ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｘ． （７）
以ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｘ作为控制律施于系统（１）后，系统
（１）变为

ｘ·＝ （Ａ － ＢＲ －１ＢＴＰ）ｘ ＋ ｇ（ｘ）． （８）
　 　 下面证明ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｘ就是问题（３）的解．

４ 系统稳定性及性能指标最优性分析
　 　 定理１　 系统（８）在原点是渐进稳定的．

证明　 由Ｑ ∈ Ｒｎ×ｎ，Ｒ ∈ Ｒｍ×ｍ均是正定对称矩
阵，可得Ｒｉｃｃａｔｉ方程（６）的解Ｐ为正定矩阵．

对系统（８），取Ｌｙａｐｕｎｏｖ函数为Ｖ（ｘ）＝ ｘＴＰｘ，
则Ｖ（ｘ）沿系统轨线的导数为

Ｖ·＝［（Ａ － ＢＲ －１ＢＴＰ）ｘ ＋ ｇ（ｘ）］ＴＰｘ
＋ ｘＴＰ［（Ａ － ＢＲ －１ＢＴＰ）ｘ ＋ ｇ（ｘ）］
＝ ｘＴ（ＰＡ ＋ ＡＴＰ － ＰＢＲ －１ＢＴＰ）ｘ

＋ ｘＴ（－ ＰＢＲ －１ＢＴＰ）ｘ ＋ ２ｘＴＰｇ（ｘ）
＝ ｘＴ（－ Ｑ）ｘ ＋ ２ｘＴＰｇ（ｘ）＋ ｘＴ（－ ＰＢＲ －１ＢＴＰ）ｘ．
令　 Ｖ１ ＝ ｘＴ（－ Ｑ）ｘ ＋ ２ｘＴＰｇ（ｘ），Ｖ２ ＝ ｘＴ（－
ＰＢＲ －１ＢＴＰ）ｘ，
显然Ｖ２ ≤ ０，所以只要Ｖ１ ≤ ０时，Ｖ·≤ ０ ．

由函数ｇ（ｘ）满足ｌｉｍ
ｘ →０

ｇ（ｘ）
ｘ
＝ ０，有ε ＞ ０，

δ ＞ ０，当ｘ ＜ δ时，
ｇ（ｘ）
ｘ

＜ ε，
即有　 　 ｇ（ｘ） ＜ ε ｘ ．
又

ｘＴＱｘ ≥λｍｉｎ（Ｑ） ｘ ２，
２ｘＴＰｇ（ｘ）≤２ ｘＴＰｇ（ｘ）≤ ２ ｘＴＰ·ｇ（ｘ）

＝ ２ ｘＴ槡ＰＰｘ·ｇ（ｘ）
≤２ λｍａｘ（Ｐ２槡 ）·ｘ·ｇ（ｘ），

其中λｍｉｎ（·）表示矩阵的最小特征值，λｍａｘ（·）表示
矩阵的最大特征值．由于Ｑ和Ｐ都是对称且正定
的，所以λｍｉｎ（Ｑ）和λｍａｘ（Ｐ２）为正实数，因此，当
ｘ ＜ δ时，
Ｖ１ ＜ － ［λｍｉｎ（Ｑ）－ ２ε λｍａｘ（Ｐ２槡 ）］ ｘ ２ ．

　 　 由于λｍｉｎ（Ｑ）及λｍａｘ（Ｐ２）是确定的量，所以存
在正数ε满足ε ＜ λｍｉｎ（Ｑ）

２ λｍａｘ（Ｐ２槡 ）
，以保证Ｖ１负定．从

而Ｖ·≤ ０ ． 由Ｌｙａｐｕｎｏｖ稳定性定理可知，原点是渐进
稳定的．定理证毕．

定理１ 　 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｊ － Ｊ′ ＝ ０，且Ｊ ＝ Ｊ′ ＝

１
２
ｘＴ（０）Ｐｘ（０）．
证明　 令　 　 ｅ ＝ ｘ － ｙ，

则　 ｅ·＝ ｘ·－ ｙ·＝ （Ａ － ＢＲ －１ＢＴＰ）ｅ ＋ ｇ（ｘ）， （９）
由定理１，可知系统（９）在原点是渐进稳定的，即
ε ＞ ０，Ｔ ＞ ０，当ｔ ＞ Ｔ时

ｅ ＜ ε，
即有　 ｘ － ｙ ＜ ε．

所以　 ｌｉｍ
ｔ→∞

Ｊ － Ｊ′ ＝ ０，
且　 Ｊ ＝ Ｊ′ ＝ １

２
ｘＴ（０）Ｐｘ（０）．

定理证毕．

５ 仿真实验
　 　 根据前面的讨论，我们采取对混沌系统的进行
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控制的如下算法：（１）取矩阵Ｂ，使Ａ，{ }Ｂ 能控；（２）
根据（６）式求解Ｒｉｃｃａｔｉ方程得到正定矩阵Ｐ；（３）
根据（７）式计算控制律ｕ；（４）把控制律ｕ 施于
混沌系统（１），得到受控混沌系统ｘ·＝ ｆ（ｘ）＋ Ｂｕ ．
　 　 应用上述算法，我们对不同系统进行如下仿真
实验．
５． １．统一混沌系统

　 　 ２００２年吕金虎等［１４］提出由下面方程所描述的
一类混沌系统

ｘ·１ ＝（２５α ＋ １０）（ｘ２ － ｘ１），
ｘ·２ ＝（２８ － ３５α）ｘ１ － ｘ１ｘ３ ＋ （２９α － １）ｘ２，（１０）
ｘ·３ ＝ ｘ１ ｘ２ － （α ＋ ８）ｘ３ ／ ３，

其中ｘ１，ｘ２，ｘ３ 是系统状态变量，α ∈ ［０，１］是系统
参数．由于对任意α ∈ ［０，１］系统（１０）都是混沌
的，且当０ ≤ α ＜ ０ ８时，系统（１０）是广义的Ｌｏｒｅｎｚ
混沌系统；当α ＝ ０ ８时，系统（１０）是Ｌü混沌系统；
当０ ８ ＜ α ≤ １时，系统（１０）是广义Ｃｈｅｎ混沌系
统．故称系统（１０）为统一混沌系统［１４］．

该方程在原点的Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为Ａ ＝
－ （２５α ＋ １０） （２５α ＋ １０） ０
２８ － ３５α ２９α － １ ０

０ ０ － ８ ＋ α











３

，经计算

可知它有一个特征值为正，所以线性化后的系统是
不稳定的．

取Ｂ 为三阶单位矩阵，易知矩阵
Ｂ　 ＡＢ　 Ａ２( )Ｂ 的秩为３，所以线性系统ｘ·＝ Ａｘ ＋
Ｂｕ是可控的，则受控统一混沌系统方程为
ｘ·１ ＝（２５α ＋ １０）（ｘ２ － ｘ１）＋ ｕ１，
ｘ·２ ＝（２８ － ３５α）ｘ１ － ｘ１ ｘ３ ＋ （２９α － １）ｘ２ ＋ ｕ２，
ｘ·３ ＝ ｘ１ ｘ２ － （α ＋ ８）ｘ３ ／ ３ ＋ ｕ３，

　 　 取Ｒ ＝ Ｉ，Ｑ ＝ ｄｉａｇ（１，４，２０），其中Ｉ为三阶单
位阵，ｄｉａｇ（·，·，·）为对角阵．用本文给出的算法，
得系统（１０）控制律为ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｘ．

仿真Ⅰ 　
取α ＝ ０，系统（１０）是Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统［１７］． 用

本文给出的算法，得系统控制律为
ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｘ

＝ －
１４ ７９０５ １１ ５５５３ ０

１１ ５５５３ ９ １２８２ ０








０ ０ ７ ８７３５

ｘ，

性能指标最小值Ｊ ＝ １１ ３３２ ．
选取初始值为ｘ ＝ （１，０，－ １）Ｔ ． 为了比较，在ｔ

＝ ２０ ｓ时施加控制，图１是Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统在受控
前后状态变量随时间的变化图．

图１　 Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统在受控前后状态变量随时间变化　 （ａ）状态变量ｘ１，（ｂ）状态变量ｘ２，（ｃ）状态变量ｘ３

　 　 仿真Ⅱ
取α ＝ ０ ８，系统（１０）是Ｌü混沌系统［１８］． 用本

文给出的算法，得系统控制律为
ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｘ

＝ －
０ ０１６７ ０ ００９６ ０
０ ００９６ ４４ ５０２８ ０









０ ０ ８ ２８１６

ｘ，

性能指标最小值Ｊ ＝ ４ １４９２ ．
选取初始值为ｘ ＝ （１，０，１）Ｔ ．在ｔ ＝ ２０ ｓ时施

加控制．图２是Ｌü混沌系统在受控前后状态变量随
时间的变化图．

仿真Ⅲ
取α ＝ １，系统（１０）是Ｃｈｅｎ混沌系统［１９］． 用

本文给出的算法，得系统控制律为
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图２　 Ｌü混沌系统在受控前后状态变量随时间变化　 （ａ）状态变量ｘ１，（ｂ）状态变量ｘ２，（ｃ）状态变量ｘ３

ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｘ

＝ －
０ ６７９１ － ５ ５８５５ ０
－ ５ ５８５５ ４７ １２６４ ０









０ ０ ２ ３８５２

ｘ，

性能指标最小值Ｊ ＝ １ ５３２１ ．
选取初始值为ｘ ＝ （１，０，－ １）Ｔ ．在ｔ ＝ ３０ ｓ时

施加控制，图３是Ｃｈｅｎ混沌系统在受控前后状态变
量随时间的变化图．

图３　 Ｃｈｅｎ混沌系统在受控前后状态变量随时间变化　 （ａ）状态变量ｘ１，（ｂ）状态变量ｘ２，（ｃ）状态变量ｘ３

５． ２． Ｌｉｕ混沌系统

　 　 Ｌｉｕ混沌系统［１５］方程为
ｘ·１（ｔ）＝ － １０ｘ１（ｔ）＋ １０ｘ２（ｔ），
ｘ·２（ｔ）＝ ４０ｘ１（ｔ）－ ｘ１（ｔ）ｘ３（ｔ），
ｘ·３（ｔ）＝ － ２ ５ｘ３（ｔ）＋ ４ｘ２１（ｔ）．

（１１）

该方程在原点的Ｊａｃｏｂｉ 矩阵为Ａ ＝
－ １０ １０ ０
４０ ０ ０
０ ０ －









２ ５

，特征值为：λ１ ＝ １５ ６１５５，

λ２ ＝ － ２５ ６１５５，λ３ ＝ － ２ ５，所以线性化后的系统
是不稳定的．

取Ｂ 为三阶单位矩阵，易知矩阵
Ｂ　 ＡＢ　 Ａ２( )Ｂ 的秩为３，所以线性系统ｘ·＝ Ａｘ ＋
Ｂｕ是可控的．则受控Ｌｉｕ混沌系统方程为

ｘ·１（ｔ）＝ － １０ｘ１（ｔ）＋ １０ｘ２（ｔ）＋ ｕ１，
ｘ·２（ｔ）＝ ４０ｘ１（ｔ）－ ｘ１（ｔ）ｘ３（ｔ）＋ ｕ２，
ｘ·３（ｔ）＝ － ２ ５ｘ３（ｔ）＋ ４ｘ２１（ｔ）＋ ｕ３ ．

（１２）

取Ｒ ＝ Ｉ，Ｑ ＝ ｄｉａｇ（２，４，３０）．用本文给出的算法，得

系统（１２）控制律为
ｕ ＝ － Ｒ －１ＢＴＰｘ

＝ －
２２ ２５６７ １４ ２８０３ ０
１４ ２８０３ ９ ２５６３ ０









０ ０ ３ ５２０８

ｘ，

性能指标最小值Ｊ ＝ ４ ６２７９ ．
选取初始值为ｘ ＝ （０，１，０）Ｔ ．在ｔ ＝ １０ ｓ时施

加控制，图４是Ｌｉｕ混沌系统在受控前后状态变量
随时间的变化图．

６ 结 论
　 　 对线性二次型最优控制理论用于混沌控制的
问题做了较为详细的讨论，并针对统一混沌系统和
Ｌｉｕ系统存在的混沌现象的控制问题做了仿真．研
究表明，将线性二次型最优控制理论用于混沌控
制，可以有效地克服混沌系统控制器解析设计的困
难，能够方便地实现对混沌系统的有效控制．证明
该方法具有较好的控制性能，也适用于其他混沌
系统．
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图４　 Ｌｉｕ混沌系统在受控前后状态变量随时间变化　 （ａ）状态变量ｘ１，（ｂ）状态变量ｘ２，（ｃ）状态变量ｘ３
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