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　 　 利用电子线路实验设计并实现了一个二阶延迟混沌电路．在此基础上，利用线性变换方法，设计出广义同步混
沌系统，用数学方法进行分析，理论上给出实现同步的解析条件，并在电路上加以实现．结合理论分析和实验结果，
用数值方法进行了对照分析，进一步验证理论分析和实验电路设计的正确性和有效性．
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１ 引 言
利用混沌同步来实现保密通讯是混沌研究的

一个重要方向．混沌同步的方法有多种，如精确同
步［１，２］、广义同步［３，４］、相位同步［５］等．精确同步是指
两个系统相应的状态变量完全相等，同步时它们的
轨迹完全相同．广义同步是指两个不同的混沌系统
按照某种同步方式实现广义上的同步，即在广义同
步时存在一定的函数关系．精确同步是广义同步的
特例，显然广义同步可使信息的保密程度大大加强．

研究结果表明：利用低维混沌系统实现保密通
讯存在被破译的可能性［６］，嵌入技术使人们很容易
重构出低维混沌系统并将被加密的信息分离出
来［７］．鉴于此，人们提出可以利用高维混沌系统来
加密信息，如多旋混沌系统［８，９］、耦合映像格子［１０］及
延迟混沌系统［１１］等．延迟系统的特点之一是具有无
穷维数，利用这类系统产生的混沌信号加密信息，
其抗破译能力会得到很大提高．

自从Ｍａｃｋｅｙ和Ｇｌａｓｓ提出了一个用于描述生
理学系统的一阶延迟微分方程以来［１２］，有关延迟混
沌系统的研究已有很多报道［１３—１５］，但大多集中于理
论分析和数值计算方面的研究．由于混沌信号具有
宽频带和伪随机噪声信号的特征，不同混沌信号特
性差异大，所以硬件实验方面的报道很少．本文以

二阶延迟混沌系统为例，根据其动力学特性，给出
延迟混沌电路的设计方法，利用电感和电容构成的
低通滤波器在通带内具有良好群时延特性来实现
对混沌信号的延时，克服了混沌电路中混沌信号延
时难以实现的缺点．其次，利用线性变换的方法，研
究了延迟混沌系统的广义同步，从理论上进行解析
分析，并在电路上加以实现．结合理论分析和实验
结果用数值方法进行了对照分析，进一步验证我们
理论分析和实验电路设计的正确性和有效性．

２ 延迟系统的主要动力学特征

　 　 考虑一个二阶延迟系统［１６］

ｕ·１ ＝ － ａｕ２，
ｕ·２ ＝ ｂｕ１ ＋ ｕ２２ － ｃｕ２（ｔ － τ）．

（１）

取ａ ＝ １ ８，ｂ ＝ １ ８，ｃ ＝ ０ ４３，τ ＝ １，数值计算
系统（１）的最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数为０ １６８，此时系统
（１）处于混沌状态［１６］．

在此基础上，选取τ为可调参数，其他参数保持
不变，我们绘制出系统（１）的分岔图如图１所示．可
见，随着τ由小至大变化，系统（１）经历不动点，在τ
＝ ０ ７７处产生Ｈｏｐｆ分支，进入一周期运动及生成
一个倍周期分岔序列，进而由这个倍周期分岔序列
进入混沌状态．
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图１　 系统（１）的分岔图

　 　 图２（ａ）和（ｂ）所示的分别是当τ ＝ １时由数值
计算得到的系统（１）的混沌吸引子和ｕ２ 的功率谱，
从（ｂ）图中可以看出：在频率小于２ ６范围内，出现
较大的噪声背景，当频率大于２ ６以后，噪声背景消
失，说明虽然混沌信号具有宽频带和伪随机噪声信
号的特征，但我们可以把它的频带宽度当有界处
理，在后面的分析中，我们取ｕ２ 的带宽为２ ６．

图３　 二阶延迟混沌电路

３ 二阶延迟混沌电路的设计
　 　 实现系统（１）的电路如图３中的虚线框内所
示，其中运放Ａ１，Ａ２构成反向积分器，Ａ３，Ａ５分别
构成反向和同相放大器，Ａ４构成反向加法器，模拟
乘法器实现非线性函数的功能，延时电路实现对ｕ２
（ｔ）的延时，设延时时间为τｄ ． 电路参数与系统（１）
各系数的对应关系为：ａ ＝ １ ＋ Ｒ５ ／ Ｒ，ｂ ＝ Ｒ ／ Ｒ１，ｃ ＝
Ｒ ／ Ｒ３，ｔ → ｔ ／ Ｒ０Ｃ０，τ ＝ τｄ ／ Ｒ０Ｃ０，Ｒ４ 的大小取决于延

图２　 数值计算的结果　 （ａ）混沌吸引子，（ｂ）ｕ２ 的功率谱

时电路的特性，以保证运放Ａ３ 的输出电压ｕ ｏ３ ＝ －
ｕ２（ｔ － τｄ）． 实验中取Ｒ ＝ １０ ｋΩ，Ｒ１ ＝ ５ ５６ ｋΩ，Ｒ２
＝ １ ０ ｋΩ，Ｒ３ ＝ ２３ ３ ｋΩ，Ｒ５ ＝ ８ ０ ｋΩ．
另外，我们选取Ｒ０ ＝ ６２ ｋΩ，Ｃ０ ＝ ０ ０１ μＦ，为满

足系统（１）中τ ＝ １的要求，则延时电路的延时时间
应为τｄ ＝ ０ ６２ ｍｓ．另外，由图２（ｂ）所示的功率谱可
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推知，延时电路可以选择低通滤波器，若其截止频
率满足ｆｃ ≥ ４ １９ ｋＨｚ，且在通带内具有良好的群时
延特性，则可以实现对混沌信号的有效延时．根据
上述要求，我们设计的延时电路如图４所示．它由普
通的电感和电容组成，采用级数Ｎ可方便调节的定

Ｋ型低通滤波器．由于我们使用的电感存在ＲＬ ＝
１９ ８ Ω的直流电阻，为减少电感的损耗，本文选择
电感元件相对较少的π型滤波器，实验中选取标称
的电感和电容，Ｌ ＝ ４ ７ ｍＨ，２Ｃ ＝ ０ ２２ μＦ，电阻Ｒ ａ
＝ ３０ Ω，Ｒ ｄ ＝ ２００ Ω，级数Ｎ ＝ ２０．

图４　 延时电路

　 　 使用ＨＰ３５５７Ａ网络分析仪测得延时电路的幅
频和相频特性曲线分别如图５（ａ）和５（ｂ）所示．由
图５（ａ）可见，通带内特性曲线比较平坦，测得传递
函数的最大值为Ｈ（ω） ＝ － ９ ７７６ ｄＢ，延时电路
的截止频率ｆｃ ＝ ４ ７３８ ｋＨｚ．图５（ｂ）所示相频曲线
为分段线性的直线，且在通带内各段直线斜率的大
小基本相等，表明延时时间基本相同．当ｆ ＞ ｆｃ 时，

特性曲线斜率变大，表明延时时间增大．而相频曲
线具有分段线性的特性是由于网络分析仪相频曲
线中的相位只在－ π—π之间变化，当相移超过－ π
时又返回π之故．由图５（ｂ）可测得在通带内延时
时间τｄ ＝ ０ ６２ ｍｓ，由于延时电路的截止频率ｆｃ ＞
４ １９ ｋＨｚ，满足我们的设计要求．

图５　 延时电路的特性曲线　 （ａ）幅频特性，（ｂ）相频特性

　 　 实验中，选取Ｒ４ ＝ ３１ ５ ｋΩ，由示波器观测到的
混沌吸引子如图６（ａ）所示，与数值计算的结果几乎
完全一致．为证实延时电路的延时效果，我们也测
出了延时电路的输出电压ｕｄ （ｔ）与ｕ２（ｔ）的波形如
图６（ｂ）所示，它们的波形形状相同，ｕｄ （ｔ）相对于
ｕ２（ｔ）的波形延迟了０ ６２ ｍｓ，幅值缩小的倍数与图
５（ａ）所示的结果一致．这些均表明我们所设计的延
时电路对混沌信号取得了很好的延时效果．

实验中，通过改变电阻Ｒ０ 的值，即相当于改变
系统（１）中的延时时间τ，我们也观测到了不同周期
的输出信号．图７（ａ）所示的是当Ｒ０ ＝ ６３ ５ ｋΩ，相
当于τ ＝ ０ ９７６时由示波器观测的实验结果，显然

电路输出二周期（２Ｐ）输出电压；调节Ｒ０ ＝ ６５ ｋΩ，相
当于τ ＝ ０ ９５４，我们也观测到了一周期（１Ｐ）信号
输出，如图７（ｂ）所示．由于电路输出信号的频率随
Ｒ０Ｃ０ 的增大而降低，所以我们设计的延时电路对周
期信号具有更好的延时效果．

４ 延迟混沌电路的广义同步

４ １．工作原理

　 　 当τ ＝ １时，系统（１）处于混沌状态，做如下
拆分
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图６　 Ｒ０ ＝ ６２ ｋΩ时的实验结果　 （ａ）混沌吸引子，（ｂ）ｕ２（ｔ）（２ Ｖ ／ ｄｉｖ）和ｕｄ（ｔ）（１ Ｖ ／ ｄｉｖ）的波形

图７　 ｕ２（ｔ）（２ Ｖ ／ ｄｉｖ）和ｕｄ（ｔ）（２ Ｖ ／ ｄｉｖ）的实验结果　 （ａ）Ｒ０ ＝ ６３ ５ ｋΩ，２Ｐ；（ｂ）Ｒ０ ＝ ６５ ｋΩ，１Ｐ

ｕ·１ ＝ － １ ８ｕ２，
ｕ·２ ＝（１ ８ － ｋ）ｕ１ － ０ ４３ｕ２（ｔ － τ）＋ ｕ２２ ＋ ｋｕ１ 

（２）
为理论分析问题的方便，再将系统（２）改写为

ｕ·（ｔ）＝ Ｌ ｋ ｕ ｔ ＋ ｆ（ｋ，ｕｔ）， （３）
其中

Ｌ ｋ（φ）＝ ０ － １ ８
１ ８ － ｋ( )０

φ１（０）
φ２（０( )）

＋
０ ０
０ －( )０ ４３

φ１（－ τ）
φ２（－ τ( )） ，

ｆ（ｋ，ｕ ｔ）＝
０

ｕ２２（ｔ）＋ ｋｕ１（ｔ( )） ．
　 　 这里，ｕｔ（·）＝ ｕ（ｔ ＋ θ），θ∈ ［－ τ，０］，ｋ ∈ Ｒ，
Ｌ ｋ：Ｃ［－ τ，０］→ Ｒ２ 是以ｋ为参量的有界算符，
ｆ ∈ Ｃ２ 为非线性项，且满足ｆ（０） ＝ ０，Ｄ ｕ ｆ（０） ＝ ０
（Ｄ ｕ 是Ｊａｃｏｂｉ算符）．设Ｃｍ［－ τ，０］＝ ｛φ ｜ φ：［－ τ，
０］→ Ｒ２｝，根据Ｒｉｅｓｚ表示定理，对φ∈ Ｃ［－ τ，０］，
存在分量都是有界变差函数的２ × ２矩阵函数η（θ，

ｋ），使得在θ ∈ ［－ τ，０］区间内
Ｌ ｋφ ＝ ∫

０

－ τ
ｄη（θ，ｋ）（θ）， （４）

其中 η（θ，ｋ） ＝
０ － １ ８

１ ８ － ｋ( )０
δ（θ） ＋

０ ０
０ －( )０ ４３

δ（θ ＋ τ）．

为讨论问题方便，定义算符Ａ，以便将（３）式中
的变量ｕ（ｔ）和ｕ ｔ统一起来．对∈ Ｃ［－ τ，０］，定义

Ａ（ｋ）φ ＝
ｄφ（θ）／ ｄθ　 　 （θ ∈ ［－ τ，０））

∫
０

－ τ
ｄη（ｓ，ｋ）φ（ｓ）＝ Ｌｋφ（ｓ）　 （θ ＝ ０{ ），

（５ａ）
Ｂ（ｋ） ＝ ０　 　 （θ ∈ ［－ τ，０））

ｆ（ｋ，φ）　 　 （θ ＝ ０{ ） ． （５ｂ）

由ｄｕ ｔ ／ ｄθ ＝ ｄｕ ｔ ／ ｄｔ，及利用上述定义，将（３）式改写
为

ｕ·ｔ ＝ Ａ（ｋ）ｕ ｔ ＋ Ｂ（ｋ）ｕ ｔ ． （６）
　 　 将系统（１）作为驱动系统，（ｕ） ＝ Ｂ（ｋ）ｕ ｔ 作
为同步驱动信号，设响应系统为
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ｖ·ｔ ＝ Ｈ －１Ａ（ｋ）Ｈｖ ｔ ＋ Ｈ －１（ｕ）． （７）
这里ｕ ｔ ∈ Ｒ２和ｖ ｔ ∈ Ｒ２分别为驱动系统和响应系统
的状态矢量，Ｈ为任意的２ × ２阶可逆常数矩阵．为
方便，首先给出一个引理．

引理［１７］　 指数型多项式
Ｐ（λ，ｅ －λτ１，… ，ｅ －λτｍ）
＝ λ ｎ ＋ Ｐ（０）１ λ

ｎ －１ ＋ … ＋ Ｐ（０）ｎ －１λ ＋ Ｐ
（０）
ｎ

＋ ［Ｐ（１）１ λ ｎ －１ ＋ … ＋ Ｐ（１）ｎ －１λ ＋ Ｐ
（１）
ｎ ］ｅ －λτ１ ＋ …

＋ ［Ｐ（ｍ）１ λ
ｎ１ ＋ … ＋ Ｐ（ｍ）ｎ１ λ ＋ Ｐ

（ｍ）
ｎ ］ｅ －λτｍ，（８）

其中τ ｉ ≥ ０（ｉ ＝ １，２，… ，ｍ）和Ｐ（ｉ）ｊ （ｉ ＝ ０，１，… ，ｍ；
ｊ ＝ １，２，… ，ｎ）皆为常数，当（τ１，τ２… ，τｍ）变化时，
Ｐ（λ，ｅ －λτ１，… ，ｅ －λτｍ）在右半平面上的零点重数之
和发生改变，当且仅当有零点在或穿过虚轴．

定理　 对于系统（６）和（７），在０ ８０４ ＜ ｋ ＜ １ ８
范围内，满足ｌｉｍ

ｔ→∞
Ｈｖ ｔ － ｕ ｔ ＝ ０，即两系统获得了

广义同步．
证明　 定义驱动系统和响应系统的广义同步

误差为ｅ（ｔ）＝ Ｈｖ ｔ － ｕ ｔ，则误差动力系统可表示为
ｅ·＝ Ｈｖ·ｔ － ｕ·ｔ
＝ Ａ（ｋ）Ｈｖ ｔ ＋ （ｕ）－ Ａ（ｋ）ｕ ｔ － （ｕ）
＝ Ａ（ｋ）ｅ． （９）

显然，若矩阵Ａ（ｋ）所有特征根具有负实部，则同步
误差系统渐进稳定，驱动和响应系统达到广义同步．

由方程（５ａ）可得矩阵Ａ（ｋ）的特征方程为
λ２ ＋ ０ ４３λｅ －λτ ＋ １ ８（１ ８ － ｋ）＝ ０ （１０）

令τ ＝ ０，则方程（１０）变为
λ２ ＋ ０ ４３λ ＋ １ ８（１ ８ － ｋ）＝ ０ （１１）

解方程（１１）可得，当ｋ ＜ １ ８时，其所有特征根的实
部均为负．

设τ ＝ τ１ ＞ ０时，方程（１０）有一对纯虚根，令λ
＝ ｉω（ω ＞ ０），并代入方程（１０），分离实部和虚
部，得

－ ω２ ＋ ０ ４３ωｓｉｎ（ωτ１）＋ １ ８（１ ８ － ｋ）＝０，　（１２ａ）
０ ４３ωｃｏｓ（ωτ１）＝ ０ （１２ｂ）

由（１２ｂ）式可知，若取ωτ１ ＝ π ／ ２，对应的τ１应为最
小值，记为τ１ｍｉｎ，将其代入（１２ａ）式，解得ｋ与τ１ｍｉｎ
的关系为

τ１ｍｉｎ ＝
π

０ ４３ ＋ ０ ４３２ ＋ ７ ２（１ ８ － ｋ槡 ）
．（１３）

从而可以画出τ１ｍｉｎ ｋ的关系曲线，如图８所示．显
然，随着ｋ由小至大变化，τ１ｍｉｎ 单调递增，当ｋ ＝
０ ８０４时，τ１ｍｉｎ ＝ １ ．

取方程（１０）中的τ ＝ １，由引理可推知，若使矩
阵Ａ（ｋ）所有特征根具有负实部，要求０ ８０４ ＜ ｋ ＜
１ ８ ． 定理证毕．

图８　 τ１ｍｉｎ ｋ的关系曲线

４ ２．电路实验结果
　 　 上述分析可知，若矩阵Ｈ或ｋ取值不同，可得
到不同的同步系统．作为例子，本文中我们选取ｋ ＝
１ １，则同步驱动信号为

（ｕ）＝ Ｂ（ｋ）ｕｔ ＝ （０，ｕ２２（ｔ）＋ １ １ｕ１（ｔ））Ｔ ．（１４）
（１４）式表明，由驱动系统发送的驱动信号只需一路
传送即可．

选取矩阵Ｈ ＝ １ － １ ／ １ ８
０ １ ／( )１ ８

，根据（７）式构造

的响应系统为
ｖ·１ ＝ ０ ７ｖ１（ｔ）－ １ ３９ｖ２（ｔ）－ ０ ２４ｖ２（ｔ － １）

＋ ｕ２２（ｔ）＋ １ １ｕ１（ｔ），
ｖ·２ ＝ １ ２６ｖ１（ｔ）－ ０ ７ｖ２（ｔ）－ ０ ４３ｖ２（ｔ － １）

＋ １ ８ｕ２２（ｔ）＋ １ ９８ｕ１（ｔ）． （１５）
将图３所示电路作为驱动电路，驱动信号（ｕ）（见
图３虚线框外）由运放Ａ６ 输出，其中Ｒ６ ＝ １ １ ｋΩ，
Ｒ７ ＝ １０１ ｋΩ．根据（１５）式，我们设计的响应电路如
图９所示，其中各参数分别为：Ｒ８ ＝ ３１ ５ ｋΩ，Ｒ９ ＝
１４ ３ ｋΩ，Ｒ１０ ＝ ７ ２ ｋΩ，Ｒ１１ ＝ ４１ ７ ｋΩ，Ｒ１２ ＝ ５ ５６
ｋΩ，Ｒ１３ ＝ ２３ ３ ｋΩ，Ｒ１４ ＝ １４ ３ ｋΩ，Ｒ１５ ＝ ７ ９４ ｋΩ，延
时电路及其他元件的取值与驱动电路中的相同．

实验观测到的响应电路的吸引子如图１０（ａ）所
示，显然它与驱动电路的吸引子形状不同．为进一
步验证电路实验结果，我们数值计算了响应系统
（１５）的吸引子如图１０（ｃ）所示，实验结果与数值计
算的结果基本一致．
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图９　 响应电路图

实验中，为了验证驱动和响应电路是否达到广

图１０　 广义同步的结果　 （ａ），（ｂ）实验结果，（ｃ），（ｄ）数值计算的结果

义同步，我们复制了一个与响应系统（１５）完全相同
的辅助系统
ｗ·１ ＝ ０ ７ｗ１（ｔ）－ １ ３９ｗ２（ｔ）－ ０ ２４ｗ２（ｔ － １）

＋ ｕ２２（ｔ）＋ １ １ｕ１（ｔ），
ｗ·２ ＝ １ ２６ｗ１（ｔ）－ ０ ７ｗ２（ｔ）－ ０ ４３ｗ２（ｔ － １）

＋ １ ８ｕ２２（ｔ）＋ １ ９８ｕ１（ｔ）． （１６）
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则系统（１）和系统（１５）能否实现广义同步由系统
（１５）和系统（１６）能否达到精确同步来确定［１８］，为
此我们也搭建了与图９相同的辅助电路系统．实验
观测到的ｗ２（ｔ）与ｖ２（ｔ）的相图如图１０（ｂ）所示，它
们之间呈４５°对角线，表明这两个电路实现了精确
同步，即驱动电路与响应电路达到了广义同步．图
１０（ｄ）为数值计算的结果．

进一步数值计算，结果表明：１）矩阵Ｈ取值不
同时，只要ｋ满足定理１的条件，仍能实现广义同
步；２）在保持矩阵Ｈ不变的情况下，ｋ越大，误差系
统的收敛速率越快．

５ 结 论
　 　 以一个二阶延迟系统为例研究了延迟混沌电

路的实现及广义同步的问题，对该系统的分岔现象
及混沌信号功率谱进行了分析，利用混沌信号具有
有限带宽的特性，使用普通的电容和电感来实现对
混沌信号的延时，设计并建立了一个二阶延迟混沌
电路．利用线性变换的方法实现了延迟混沌系统的
广义同步，理论上给出同步的解析条件，在电路上
加以实现，实验结果与理论分析和数值计算的结果
一致．电路中所用元器件易于选择，成本低，且延时
时间可以通过改变元件参数值或级数Ｎ调节，克服
了延迟混沌系统难以在电路中实现的缺点．采用的
同步方法不依赖于混沌系统线性部分的特性，只需
传递一路驱动变量即可实现同步，比起多路传送更
具有实用价值．本文采用的理论分析方法及电路设
计方法不仅适用于二阶延迟混沌系统，也适用于一
阶或更高阶的延迟系统．
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