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　 　 基于分数阶系统稳定性理论，设计了控制器和未知参数的辨识规则，实现了分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统同给定
信号的追踪控制与同步．数值仿真证实了所设计的控制器及未知参数辨识规则的有效性．
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１ 引 言
尽管分数阶微积分理论有３００多年的历史，但

因长时间没有实际的应用背景而发展缓慢［１］．自
１９８３年Ｍａｎｄｅｌｂｏｒｔ指出自然界及许多科学技术领
域中存在大量的分数维事实以来［２］，作为分形几何
和分数维动力学基础的分数阶微积分取得了极大
的进展．整数阶微积分仅仅决定于函数的局部特
征，而分数阶微积分以加权的形式考虑了函数的整
体信息，在很多方面应用分数阶数学模型可以更准
确地描述实际系统的动态响应［３］．研究表明：分数
阶系统与整数阶系统具有自相似现象．一些整数阶
混沌系统的分数阶形式也是混沌的［４—６］．

混沌同步由于在保密通信等领域的潜在应用
而得到了广泛的研究并取得了许多成果．同步方法
主要有自适应同步、观测器同步、滑模同步、耦合同
步、反馈同步等．同步类型主要有完全同步、投影同
步、反同步、追踪同步等［７—９］．这些研究成果更多的
是针对整数阶混沌系统领域实现的．分数阶系统更
具有普遍性且分数阶混沌系统具有更大的密钥空
间，因而分数阶混沌系统的同步更具研究价值．然
而由于分数阶微分理论的复杂性和起步较晚，分数
阶混沌同步尽管也取得了一些成果，如Ｙｕ等［１０］实
现了分数阶Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统的同步，Ｓｈｅｕ等［１１］研
究了分数阶ＮｅｗｔｏｎＬｅｉｐｎｉｋ混沌系统的脉冲同步，

Ｘｕ等［１２］研究了异结构的分数阶混沌系统同步，但
远不如整数阶混沌同步发展得充分．分数阶混沌同
步现在主要是基于时域的分数阶线性系统稳定性
理论和频域的Ｌａｐｌａｃｅ终值定理．基于分数阶线性
系统稳定性理论，通常是设计控制器，使误差系统
的系数矩阵为特定的定常矩阵．这一方面控制代价
较大，另一方面牺牲了非线性项．而基于Ｌａｐｌａｃｅ终
值定理实现分数阶混沌系统同步，尽管能取得一定
的效果，但是这种方法缺乏灵活性，很多同步方法
和同步类型难以实现．

针对这些问题，胡建兵等［３，１４］提出了几个分数
阶非线性系统的稳定性理论．本文基于这些理论，
研究了如何设计控制器和参数辨识规则，使参数未
知的分数阶系统同任意给定的信号实现追踪控制
与同步．

２ 追踪控制分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统
王兴元等［１３］通过对Ｌｏｒｅｎｚ混沌系统添加一个

非线性项提出了一个四维超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统，其方
程可表示为：

ｘ·１ ＝ ａ（ｘ２ － ｘ１）＋ ｘ４，
ｘ·２ ＝ ｃｘ１ － ｘ１ ｘ３ － ｘ２，
ｘ·３ ＝ ｘ１ ｘ２ － ｂｘ３，
ｘ·４ ＝ － ｘ２ ｘ３ ＋ ｒｘ４，

（１）

其中ａ ＝ １０，ｂ ＝ ８ ／ ３，ｃ ＝ ２８，ｒ ＝ ８ ． 该系统的分数
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阶形式：
ｄα

ｄｔα
ｘ１ ＝ ａ（ｘ２ － ｘ１）＋ ｘ４，

ｄα

ｄｔα
ｘ２ ＝ ｃｘ１ － ｘ１ ｘ３ － ｘ２，

ｄα

ｄｔα
ｘ３ ＝ ｘ１ ｘ２ － ｂｘ３，

ｄα

ｄｔα
ｘ４ ＝ － ｘ２ ｘ３ ＋ ｒｘ４，

（２）

本文针对分数阶系统（２）的参数ａ，ｂ，ｃ，ｒ未知时，如
何设计控制器和参数辨识规则使分数阶系统（２）追
踪同步任意给定的参考信号ｙ（ｔ） ＝ ［ｙ１，ｙ２，ｙ３，
ｙ４］Ｔ，即ｌｉｍ

ｔ→∞
‖ｘｉ － ｙｉ‖ ＝ ０ ．

引理１［１４］　 对于分数阶系统ｄ
ｑＸ
ｄｔｑ

＝ ｆ（Ｘ）
（Ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，… ，ｘｎ］Ｔ ），当分数阶阶次ｑ ≤ １

时，如果存在正定矩阵Ｐ使函数Ｊ ＝ ＸＰ ｄ
ｑＸ
ｄｔｑ
≤ ０恒

成立，则系统变量Ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，… ，ｘｎ］Ｔ 渐近稳定．
以ａ～，ｂ～，ｃ～，ｒ～ 作为分数阶系统（２）的未知参数

ａ，ｂ，ｃ，ｒ的估计，参数估计误差：
ｅａ ＝ ａ － ａ

～，
ｅｂ ＝ ｂ － ｂ

～，
ｅｃ ＝ ｃ － ｃ

～，
ｅｒ ＝ ｒ － ｒ

～，

（３）

则有：
ａ ＝ ａ～ ＋ ｅａ，
ｂ ＝ ｂ

～
＋ ｅｂ，

ｃ ＝ ｃ～ ＋ ｅｃ，
ｒ ＝ ｒ～ ＋ ｅｒ，

（４）

对（２）式设计控制器以及根据（４）式有：
ｄα

ｄｔα
ｘ１ ＝ （ａ～ ＋ ｅａ）（ｘ２ － ｘ１）＋ ｘ４ － ｕ１，

ｄα

ｄｔα
ｘ２ ＝ （ｃ～ ＋ ｅｃ）ｘ１ － ｘ１ ｘ３ － ｘ２ － ｕ２，

ｄα

ｄｔα
ｘ３ ＝ ｘ１ ｘ２ － （ｂ

～
＋ ｅｂ）ｘ３ － ｕ３，

ｄα

ｄｔα
ｘ４ ＝ － ｘ２ ｘ３ ＋ （ｒ～ ＋ ｅｒ）ｘ４ － ｕ４ ．

（５）

　 　 定义受控分数阶系统（５）与任意给定参考信号
ｙ（ｔ）＝ ［ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４］Ｔ 的追踪同步误差为：

ｅ１ ＝ ｘ１ － ｙ１，

ｅ２ ＝ ｘ２ － ｙ２，
ｅ３ ＝ ｘ３ － ｙ３，
ｅ４ ＝ ｘ４ － ｙ４ ．

（６）

　 　 定理　 如果设计的控制器及未知参数辨识规
则选择为：
ｕ１ ＝ （－ ａ～ ＋ １）ｘ１ － ｙ１ ＋ ａ～ ｙ２ ＋ ｙ４ － ｄ

α

ｄｔα
ｙ１，

ｕ２ ＝ （ｃ～ ＋ ａ～）ｘ１ － ａ～ ｙ１ － ｙ２ － ｘ１ｙ３ － ｄ
α

ｄｔα
ｙ２， （７）

ｕ３ ＝ （－ ｂ
～
＋ １）ｘ３ ＋ ｘ１ｙ２ － ｙ３ － ｄ

α

ｄｔα
ｙ３，

ｕ４ ＝ ｘ１ － ｘ２ｘ３ ＋ （ｒ～ ＋ １）ｘ４ － ｙ１ － ｙ４ － ｄ
α

ｄｔα
ｙ４ ．

参数自适应规则：
ｄα

ｄｔα
ａ～ ＝ － （ｘ１ － ｘ２）ｅ１，

ｄα

ｄｔα
ｂ
～
＝ － ｘ３ ｅ３，

ｄα

ｄｔα
ｃ～ ＝ ｘ１ ｅ２，

ｄα

ｄｔα
ｒ～ ＝ ｘ４ ｅ４，

（８）

则分数阶受控系统（５）能追踪同步给定的参考信号
ｙ（ｔ）＝ ［ｙ１，ｙ２，ｙ３，ｙ４］Ｔ ．

　 　 证明
根据（３）式及设计的参数辨识规则有：

ｄα

ｄｔα
ｅａ ＝ －

ｄα

ｄｔα
ａ～ ＝ （ｘ１ － ｘ２）ｅ１，

ｄα

ｄｔα
ｅｂ ＝ －

ｄα

ｄｔα
ｂ
～
＝ ｘ３ ｅ３，

ｄα

ｄｔα
ｅｃ ＝ －

ｄα

ｄｔα
ｃ～ ＝ － ｘ１ ｅ２，

ｄα

ｄｔα
ｅｒ ＝ －

ｄα

ｄｔα
ｒ～ ＝ － ｘ４ ｅ４ ．

（９）

由设计的控制器（７）式有：
ｄα

ｄｔα
ｅ１ ＝

ｄα

ｄｔα
ｘ１ －

ｄα

ｄｔα
ｙ１ ＝ － ｅ１ ＋ ａ

～ ｅ２ ＋ ｅ４

＋ （－ ｘ１ ＋ ｘ２）ｅａ，
ｄα

ｄｔα
ｅ２ ＝

ｄα

ｄｔα
ｘ２ －

ｄα

ｄｔα
ｙ２ ＝ － ａ

～ ｅ１ － ｅ２ － ｘ１ｅ３ ＋ ｘ１ｅｃ，
（１０）

ｄα

ｄｔα
ｅ３ ＝

ｄα

ｄｔα
ｘ３ －

ｄα

ｄｔα
ｙ３ ＝ ｘ１ｅ２ － ｅ３ － ｘ３ｅｂ，

ｄα

ｄｔα
ｅ４ ＝

ｄα

ｄｔα
ｘ４ －

ｄα

ｄｔα
ｙ４ ＝ － ｅ１ － ｅ４ ＋ ｘ４ｅｒ ．

　 　 根据引理构造函数：
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Ｊ ＝［ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４，ｅａ，ｅｂ，ｅｃ，ｅｒ］
ｄα ／ ｄｔα ｅ１
ｄα ／ ｄｔα ｅ２
ｄα ／ ｄｔα ｅ３
ｄα ／ ｄｔα ｅ４
ｄα ／ ｄｔα ｅａ
ｄα ／ ｄｔα ｅｂ
ｄα ／ ｄｔα ｅｃ
ｄα ／ ｄｔα ｅ





























ｒ

＝ ｅ１
ｄα

ｄｔα
ｅ１ ＋ ｅ２

ｄα

ｄｔα
ｅ２ ＋ ｅ３

ｄα

ｄｔα
ｅ３

＋ ｅ４
ｄα

ｄｔα
ｅ４ ＋ ｅａ

ｄα

ｄｔα
ｅａ ＋ ｅｂ

ｄα

ｄｔα
ｅｂ

＋ ｅｃ
ｄα

ｄｔα
ｅｃ ＋ ｅｒ

ｄα

ｄｔα
ｅｒ， （１１）

　 　 根据（５）—（８）式可得：
ｅ１
ｄα

ｄｔα
ｅ１ ＋ ｅ２

ｄα

ｄｔα
ｅ２ ＋ ｅ３

ｄα

ｄｔα
ｅ３ ＋ ｅ４

ｄα

ｄｔα
ｅ４

＋ ｅａ
ｄα

ｄｔα
ｅａ ＋ ｅｂ

ｄα

ｄｔα
ｅｂ ＋ ｅｃ

ｄα

ｄｔα
ｅｃ ＋ ｅｒ

ｄα

ｄｔα
ｅｒ

＝ ｅ１（－ ｅ１ ＋ ａ～ ｅ２ ＋ ｅ４ ＋ （－ ｘ１ ＋ ｘ２）ｅａ）
＋ ｅ２（－ ａ～ ｅ１ － ｅ２ － ｘ１ ｅ３ ＋ ｘ１ ｅｃ）
＋ ｅ３（ｘ１ ｅ２ － ｅ３ － ｘ３ ｅｂ）
＋ ｅ４（－ ｅ１ － ｅ４ ＋ ｘ４ ｅｒ）＋ ｅａ（（ｘ１ － ｘ２）ｅ１）
＋ ｅｂ（ｘ３ ｅ３）＋ ｅｃ（－ ｘ１ ｅ２）＋ ｅｒ（－ ｘ４ ｅ４）
＝ － ｅ２１ － ｅ

２
２ － ｅ

２
３ － ｅ

２
４ ≤ ０， （１２）

显然（１２）式符合引理１，故同步误差ｅ１，ｅ２，ｅ３，ｅ４ 随
着时间渐近趋于零．故实现了未知参数的自适应追
踪同步．定理得证．

３ 数值仿真
取分数阶阶次α ＝ ０ ９６，分别以追踪控制到原

点、自同步、同分数阶超混沌Ｃｈｅｎ系统异结构同步
为例，基于ＡｄａｍｓＢａｓｈｆｏｒｔｈＭｏｕｌｔｏｎ理论进行仿真．
３ １ 追踪控制到原点
　 　 让系统（２）追踪控制到原点，即ｙ（ｔ）＝ ［ｙ１，ｙ２，
ｙ３，ｙ４］Ｔ ＝ ［０，０，０，０］Ｔ ． 则

ｄα

ｄｔα
ｙ１ ＝ ０，

ｄα

ｄｔα
ｙ２ ＝ ０， （１３）

ｄα

ｄｔα
ｙ３ ＝ ０，

ｄα

ｄｔα
ｙ４ ＝ ０，

取初值ｘ１ ＝ ０ ５，ｘ２ ＝ ０ ６，ｘ３ ＝ １，ｘ４ ＝ ２，未知参数
设为ａ ＝ １０，ｂ ＝ ８ ／ ３，ｃ ＝ ２８，ｒ ＝ － １，未知参数的估
计值的初值取为ａ～ ＝ １，ｂ～ ＝ １，ｃ～ ＝ １，ｒ～ ＝ １ ． 对误
差系统（８）进行仿真，其仿真结果如图１所示．仿真
结果表明实现了追踪控制．

图１　 分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统追踪控制到原点的
同步误差图

３ ２ 自同步
　 　 以分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统作为驱动系统，实
现追踪控制．

ｄα

ｄｔα
ｙ１ ＝ ａ（ｙ２ － ｙ１）＋ ｙ４，

ｄα

ｄｔα
ｙ２ ＝ ｃｙ１ － ｙ１ ｙ３ － ｙ２，

ｄα

ｄｔα
ｙ３ ＝ ｙ１ ｙ２ － ｂｙ３，

ｄα

ｄｔα
ｙ４ ＝ － ｙ２ ｙ３ ＋ ｒｙ４，

（１４）

取初值ｘ１ ＝ ０ ５，ｘ２ ＝ ０ ６，ｘ３ ＝ １，ｘ４ ＝ ２，ｙ１ ＝ １，ｙ２
＝ ２，ｙ３ ＝ ３，ｙ４ ＝ ４未知参数设为ａ ＝ １０，ｂ ＝ ８ ／ ３，
ｃ ＝ ２８，ｒ ＝ － １，未知参数的估计值的初值取为ａ～ ＝
１，ｂ～ ＝ １，ｃ～ ＝ １，ｒ～ ＝ １ ． 对误差系统（８）进行仿真，
其仿真结果如图２所示．仿真结果表明也实现了追
踪控制与同步．
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图２　 分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统自同步误差随时间演化图

３ ３ 追踪同步分数阶超混沌Ｃｈｅｎ系统
　 　 以分数阶超混沌Ｃｈｅｎ系统作为驱动系统，实现
追踪控制与同步． Ｃｈｅｎ系统表达式为

ｄα

ｄｔα
ｙ１ ＝ ３５（ｙ２ － ｙ１）＋ ｙ４，

ｄα

ｄｔα
ｙ２ ＝ ７ｙ１ － ｙ１ ｙ３ ＋ １２ｙ２，

ｄα

ｄｔα
ｙ３ ＝ ｙ１ ｙ２ － ３ｙ３，

ｄα

ｄｔα
ｙ４ ＝ ｙ２ ｙ３ ＋ ０ ５ｙ４，

（１５）

参数的初值选取同例３ ２，仿真结果如图３所示．仿
真结果也表明实现了同步．

图３　 同分数阶超混沌Ｃｈｅｎ系统的同步误差随时间演化图

４ 结 论
本文基于新的分数阶系统稳定性理论，设计控

制器和未知参数自适应更新规则，实现了参数未知
的分数阶超混沌Ｌｏｒｅｎｚ系统的自适应追踪控制与
同步．通过数值仿真，验证了设计的控制器和参数
更新规则的有效性．本方法通用性强，实用范围宽，
可以为各种条件下实现混沌控制与同步提供新的
途径．
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［２］ Ｍａｎｄｅｌｂｏｒｔ Ｂ Ｂ １９８３ Ｔｈｅ Ｆｒａｃｔａｌ Ｇｅｏｍｅｔｒｙ ｏｆ Ｎａｔｕｒｅ （Ｎｅｗ
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