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　 　 通过引入由电感和电阻组成的控制电路模块，并适当选定参数，建立了具有快慢效应的四阶广义Ｃｈｕａ电路的
模型．探讨了快子系统随慢变量变化产生ｆｏｌｄ分岔及Ｈｏｐｆ分岔的条件，进而探讨了整个系统的动力学演化过程，重
点分析了系统中存在的各种快慢效应，给出了两种典型的对称式ｆｏｌｄ ／ ｆｏｌｄ和ｆｏｌｄ ／ Ｈｏｐｆ周期簇发现象及其相应的分
岔机制，从分岔的角度，指出了两种簇发现象的本质区别．
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国家自然科学基金（批准号：１０８７２０８０）资助的课题．
通讯联系人． Ｅｍａｉｌ：ｑｂｉ＠ ｕｊｓ． ｅｄｕ． ｃｎ

１ 引 言
自Ｃｈｕａ［１］建立了非线性混沌振荡电路以来，

Ｃｈｕａ电路一直是人们研究混沌现象的重要模型［２］．
基于Ｃｈｕａ电路，人们通过引入各种各样的电路元
件，给出了许多形式的广义Ｃｈｕａ电路［３，４］，并揭示
了其中的复杂动力学行为，如周期倍化分岔导致混
沌、阵发混沌、准周期解进入混沌、危机现象等
等［５］．值得指出的是Ｈａｒｔｌｅｙ等［６］用三次方模块取代
原来的分段线性的二极管，不仅避开了原系统的非
光滑性，同时也保留了Ｃｈｕａ电路中的许多非线性现
象，受到了许多学者的关注［７，８］，并讨论了该模型的
自适应控制和同步现象［９，１０］．

本文在Ｈａｒｔｌｅｙ等提出的电路模型基础上，并联
由电感和电阻组成的控制模块，建立了四阶的广义
Ｃｈｕａ电路．通过选取适当的物理量，在无量纲意义
下，使得整个控制模块的变化与原系统的变化之间
存在有量级上的差别，从而得到了两时间尺度的非
线性电路系统，即快慢广义Ｃｈｕａ电路．

一般地，快慢系统的周期振荡经常表现为由相
对的大幅值和微小幅值两种振荡的组合形式，即所
谓的ＮＫ 振荡，其中Ｎ和Ｋ分别对应于单个周期内
大幅振荡和小幅振荡的次数．从另一个角度来说，
大幅振荡和小幅振荡可以分别看做快慢系统的激

发态（ｓｐｉｋｉｎｇ）和静息态（ｑｕｉｅｓｃｅｎｔ ｓｔａｔｅ），这种连接
快慢两过程的行为通常也称为簇发（ｂｕｒｓｔｉｎｇ）．簇
发现象在神经元模型中已被广泛地认识［１１］．对于一
般的快慢系统，Ｉｚｈｉｋｅｖｉｃｈ［１２］对低维情形下各种簇发
现象及其分岔机制做了很好的总结．然而，对于两
时间尺度下高维系统中的各种簇发现象及其复杂
性机制，还有许多问题没有解决．特别是有关真实
电路系统中的快慢效应的工作，很少见诸报道．

本文建立了具有快慢效应的四阶广义Ｃｈｕａ电
路系统，探讨了参数变化下系统的动力学演化过
程．通过分析快子系统随慢变量变化的分岔行为，
给出了连接快慢过程的各种不同的簇发现象，揭示
了其相应的分岔机制．

２ 四阶广义Ｃｈｕａ电路系统模型
具有立方非线性特征的Ｈａｒｔｌｅｙ模型（图１中

不含虚框内部分）具有复杂的动力学行为．我们在
此电路上并联了由电感和电阻组成的电路模块（图
１中虚框内部分），以达到控制该系统的目的．
Ｈａｒｔｌｅｙ模型可由如下方程刻画：

ｄＶ１
ｄｔ
＝ １
Ｃ１
Ｇ１（Ｖ２ － Ｖ１）－ ｇ（Ｖ１[ ]），

ｄＶ２
ｄｔ
＝ １
Ｃ２
Ｇ１（Ｖ１ － Ｖ２）＋ ｉ[ ]

３ ，
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图１　 四阶广义Ｃｈｕａ电路

ｄｉ３
ｄｔ
＝ － １
Ｌ１
Ｖ２， （１）

其电阻特性曲线（图２）为
ｉＲ ＝ ｇ（Ｖ１）＝ １Ｒ１（αＶ

３
１ － βＶ１）， （２）

图２　 非线性电阻特性曲线

而修改后的四阶广义Ｃｈｕａ电路系统可表示为
ｄＶ１
ｄｔ
＝ １
Ｃ１
Ｇ１（Ｖ２ － Ｖ１）－ ｇ（Ｖ１）＋ ｉ[ ]

４ ，
ｄＶ２
ｄｔ
＝ １
Ｃ２
Ｇ１（Ｖ１ － Ｖ２）＋ ｉ[ ]

３ ，
ｄｉ３
ｄｔ
＝ － １
Ｌ１
Ｖ２，

ｄｉ４
ｄｔ
＝ － １
Ｌ２
Ｖ１ －

Ｒ２
Ｌ２
ｉ４ ． （３）

引入变换ｘ ＝ Ｖ１，ｙ ＝ Ｖ２，ｚ ＝ ｉ３Ｒ１，ｗ ＝ ｉ４Ｒ１，ｔ ＝
Ｒ１Ｃ２ τ，ｆ（ｘ）＝ Ｒ１ｇ（Ｖ１），ｐ ＝ Ｃ２ ／ Ｃ１，ｑ ＝ Ｒ２１Ｃ２ ／ Ｌ１，ｋ０
＝ Ｃ２，ｋ１ ＝ Ｒ１，ｋ２ ＝ Ｒ２，ε ＝ Ｒ１Ｃ２ ／ Ｌ２，（３）式可表示
为如下无量纲形式

ｄｘ
ｄτ
＝ ｐ［ｙ － ｘ － ｆ（ｘ）］＋ ｋ０ｗ，

ｄｙ
ｄτ
＝ ｘ － ｙ ＋ ｚ，

ｄｚ
ｄτ
＝ － ｑｙ，

ｄｗ
ｄτ
＝ － ε（ｋ１ ｘ ＋ ｋ２ｗ）， （４）

其中ｆ（ｘ）＝ αｘ３ － βｘ，参数ｐ，ｑ，ε，ｋ１，ｋ２均为大于零
的值．取定参数

Ｒ１ ＝ ０ １ ｋΩ，
Ｒ２ ＝ １ ｋΩ，
Ｌ２ ＝ １００ ｍＨ，
Ｃ２ ＝ １０ ｎＦ， （５）

则无量纲参数ｋ１ ＝ ０ １，ｋ２ ＝ １ ０，ε ＝ ０ ０１，从而（４）
式可以看作由三个快变量组成的快子系统和一个慢
变量组成的慢子系统的四维耦合快慢非线性系统．

３ 广义Ｃｈｕａ电路快子系统分岔分析
为了进一步揭示快子系统（即（４）式中的前三

式）的分岔行为，我们首先分析参数ｐ及慢变量ｗ对
快子系统平衡点的影响．将慢变量ｗ看作参数，显
然快子系统的平衡点可以表示为Ｅ ｑ（ｘ０，０，－ ｘ０），
其中ｘ０ 满足如下方程（由ｄｘ ／ ｄτ ＝ ０，ｄｙ ／ ｄτ ＝ ０，
ｄｚ ／ ｄτ ＝ ０得到）

αｘ３０ － σｘ０ －
ｋ０ｗ
ｐ
＝ ０ ． （６）

其中σ ＝ β － １，其相应的Ｊａｃｏｂｉ矩阵所对应的特征
方程可以表示为

Ｐｑ（λ）＝ λ３ ＋ Ｆｑ２λ２ ＋ Ｆｑ１λ ＋ Ｆｑ０， （７）
其中

Ｆｑ２ ＝（３αｘ２０ － σ）ｐ ＋ １，
Ｆｑ１ ＝（３αｘ２０ － σ － １）ｐ ＋ ｑ，
Ｆｑ０ ＝（３αｘ２０ － σ）ｑｐ．

３ １ ｆｏｌｄ分岔
　 　 由于方程

ｄｙ ／ ｄτ ＝ ０，
ｄｚ ／ ｄτ ＝ ０

是线性的，而方程
ｄｘ ／ ｄτ ＝ ０

是三次非线性的，因此系统的平衡点个数可以从单
个变为三个，而其临界条件对应于某个平衡点会分
裂为两个不同的平衡点，从而产生ｆｏｌｄ分岔，在特征
方程中，其相应的条件为出现零特征值，从而可以
定义可能产生ｆｏｌｄ分岔的参数条件，即

３αｑｘ３０ － σｑ ＝ ０，

αｘ３０ － σｘ０ －
ｋ０ｗ
ｐ
＝ ０， （８）

消去ｘ０ 后，分岔集可以进一步化简得



　 ２３２８　 物　 　 理　 　 学　 　 报 ５９卷

ｗ( )ｐ
２

＝ ４σ
３

２７αｋ２０
． （９）

３ ２ Ｈｏｐｆ分岔

　 　 引理　 设Ｐ（λ） ＝ λ３ ＋ Ｆ２λ２ ＋ Ｆ１λ ＋ Ｆ０ ．则
Ｐ（λ）有一对纯虚根且第三个根为负实根的充分必
要条件是：Ｆ２ ＞ ０，Ｆ１ ＞ ０且Ｆ０ ＝ Ｆ１Ｆ２ ．

显然，此时有Ｐ（λ）＝ （λ２ ＋ Ｆ１）（λ ＋ Ｆ２）．
定理　 若慢变量ｗ设为快子系统的分岔参数，

则快子系统平衡点Ｅ ｑ（ｘ０，０，－ ｘ０）在ｗ ＝ ｗ ｃ处产生
Ｈｏｐｆ分岔的必要条件是

ｘ２０ ≥
σ
３α
　 （０ ＜ ｐ ＜ ｑ，α ＞ ０，σ∈ Ｒ１），（１０ａ）

６αｘ０ ｋ０（６ｐαｘ２０ － ２ｐσ ＋ １ － ｐ）≠ ０， （１０ｂ）
其中ｗ ｃ满足α ａｗ ｃ

ｂ ＋ ｃｗ２( )
ｃ

３

－ σ
ａｗ ｃ
ｂ ＋ ｃｗ２( )

ｃ

－
ｋ０ｗ ｃ
ｐ
＝ ０，

且
ａ ＝ ３ｋ０［（３σ － １）ｐ２ ＋ （－ ３σ ＋ １）ｐ ＋ ｑ － １］，
ｂ ＝（４σ３ － ６σ２ ＋ ２σ）ｐ３ ＋ （６σ２ － ５σ ＋ １）ｐ２
＋ （２σ ＋ ｑσ － ｑ － １）ｐ ＋ ｑ，

ｃ ＝ － ２７αｐｋ２０ ．
　 　 证明　 若慢变量ｗ设为快子系统的分岔参数，
显然，系统的平衡点Ｅ ｑ（ｘ０，０，－ ｘ０）满足（６）式，由
于α，σ，ｋ０，ｐ，ｗ为实数，故这是一个实系数一元三
次方程，由方程理论知：无论实系数值为多少，至少
有一个实数根存在．即这里至少有一个平衡点（ｘ０，
０，－ ｘ０）存在．由于ｘ０ 为实数，故（７）式中Ｆｑ２，Ｆｑ１，
Ｆｑ０ 为实系数．

由Ｈｏｐｆ定理［１３］，其存在条件需满足负实根及
纯虚根的条件．由引理知，（７）式必须满足

Ｆｑ２ ＞ ０，　 Ｆｑ１ ＞ ０，　 Ｆｑ０ ＞ ０； （１１ａ）
Ｆｑ０ ＝ Ｆｑ１Ｆｑ２ ． （１１ｂ）

由（１１ａ）式得
Ｆｑ２ ＝ （３αｘ２０ － σ）ｐ ＋ １ ＞ ０，
Ｆｑ１ ＝ （３αｘ２０ － σ － １）ｐ ＋ ｑ ＞ ０，
Ｆｑ０ ＝ （３αｘ２０ － σ）ｑｐ ＞ ０，

因此３αｘ２０ － σ ＞ － １ｐ ，３αｘ
２
０ － σ ＞ １ －

ｑ
ｐ
，３αｘ２０ － σ

＞ ０，综合可得
ｘ２０ ≥

σ
３α
．

由（１１ｂ）式可得
９α２ ｐ２ ｘ４０ ＋ （－ ６αｐ２σ ＋ ３αｐ － ３αｐ２）ｘ２０

＋ σ２ ｐ２ － σｐ ＋ σｐ２ － ｐ ＋ ｑ ＝ ０ ．（１２）
由（１２ ）式及平衡方程（６ ）式联立消去ｘ０ 可得

α
ａｗ ｃ
ｂ ＋ ｃｗ２( )

ｃ

３

－ σ
ａｗ ｃ
ｂ ＋ ｃｗ２( )

ｃ

－
ｋ０ｗ ｃ
ｐ
＝ ０，（１３）

其中
ａ ＝ ３ｋ０［（３σ － １）ｐ２ ＋ （－ ３σ ＋ １）ｐ ＋ ｑ － １］，
ｂ ＝（４σ３ － ６σ２ ＋ ２σ）ｐ３ ＋ （６σ２ － ５σ ＋ １）ｐ２
＋ （２σ ＋ ｑσ － ｑ － １）ｐ ＋ ｑ，

ｃ ＝ － ２７αｐｋ２０ ．
　 　 不妨设特征方程（７）中含有一对共轭复根λ１，２
和一负实根λ３，则Ｈｏｐｆ分岔存在还必须满足横截
性条件Ｒｅ（ｄλ１ ／ ｄｗ）ｗ ＝ ｗ ｃ ≠ ０ ． 下面采用摄动方法给
予证明．

由上述必要条件可知，快子系统平衡点Ｅ ｑ（ｘ０，
０，－ ｘ０）在ｗ ＝ ｗ ｃ处，其相应的特征值可以表示为
λ１，２ ＝ ± ｉω，λ３ ＝ － Ｒ，其中ω ＞ ０，ｉ ＝ －槡１，Ｒ ＞
０，也即

Ｐ（λ）＝ λ３ ＋ Ｆｑ２λ２ ＋ Ｆｑ１λ ＋ Ｆｑ０
＝ （λ２ ＋ ω２）（λ ＋ Ｒ），

比较等式两边，有
Ｆｑ２ ＝ Ｒ，　 Ｆｑ１ ＝ ω２，　 Ｆｑ０ ＝ ω２Ｒ． （１４）

　 　 为了计算ｄλ１ ／ ｄｗ在ｗ ＝ ｗ ｃ 处的实部，设ｗ在
ｗ ｃ处微扰，即ｗ ＝ ｗ ｃ ＋ ζ，其中ζ为小量，则平衡点Ｅ ｑ
也会相应出现微扰，记为Ｅ ｑ１（ｘ０ ＋ Δ，０，－ ｘ０ － Δ），
在微扰下其相应的特征多项式可表示为

Ｐ１（λ）＝ λ３ ＋ ｇ２λ２ ＋ ｇ１λ ＋ ｇ０， （１５）
其中

ｇ２ ＝ ［３α（ｘ０ ＋ Δ）２ － σ］ｐ ＋ １，
ｇ１ ＝ ［３α（ｘ０ ＋ Δ）２ － σ － １］ｐ ＋ ｑ，
ｇ０ ＝ ［３α（ｘ０ ＋ Δ）２ － σ］ｑｐ． （１６）

　 　 不妨设（１５）式中的三个特征值可以表示为
λ１，２ ＝ μ ± （ω ＋ η）ｉ （ω ＞ ０），
λ３ ＝ － （Ｒ ＋ δ） （Ｒ ＞ ０），

从而
Ｐ１（λ）＝［λ － μ － （ω ＋ η）ｉ］［λ － μ ＋ （ω ＋ η）ｉ］

× （λ ＋ Ｒ ＋ δ）， （１７）
由于此时Δ，ζ，μ，η，δ为小量，由根与系数的关系
可得
ｇ２ ＝ Ｒ ＋ δ － ２μ，
ｇ１ ＝ ω

２ ＋ ２ωη － ２μＲ ＋ （－ ２μδ ＋ μ２ ＋ η２），
ｇ０ ＝ ２ωηＲ ＋ ω

２ δ ＋ ω２Ｒ

＋ （２ωηδ ＋ η２Ｒ ＋ η２ δ ＋ μ２Ｒ ＋ μ２ δ），（１８）
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略去高阶小量并将（１４）式代入得
ｇ２ ＝ Ｆｑ２ ＋ δ － ２μ，
ｇ１ ＝ Ｆｑ１ ＋ ２ωη － ２μＦｑ２，
ｇ０ ＝ ２ωηＦｑ２ ＋ Ｆｑ１ δ ＋ Ｆｑ０ ． （１９）

注意在ｗ ＝ ｗ ｃ处有Ｆｑ０ ＝ Ｆｑ１Ｆｑ２，由（１９）式求得μ，
η，δ，这里只列出λ１ 实部的小量，

μ ＝ － １２
ｇ１Ｆｑ２ － Ｆｑ１Ｆｑ２ － ｇ０ ＋ Ｆｑ１ｇ２

Ｆ２ｑ２ ＋ Ｆｑ１
， （２０）

　 　 同时，由Ｅｑ１（ｘ０ ＋ Δ，０，－ ｘ０ － Δ）满足平衡方程
可知
－ ｐσ（ｘ０ ＋ Δ）＋ ｐα（ｘ０ ＋ Δ）３ － ｋ０（ｗ ｃ ＋ ζ）＝ ０，

（２１）
略去高阶小量得

Δ ＝
ｋ０ ζ

ｐ（－ σ ＋ ２αｘ２０）
，

从而（１６）式可以表示为
ｇ２ ＝ ６ｐαｘ０Δ ＋ Ｆｑ２，
ｇ１ ＝ ６ｐαｘ０Δ ＋ Ｆｑ１，
ｇ０ ＝ ｑ·６ｐαｘ０Δ ＋ Ｆｑ０， （２２）

代入（２０）式，略去高阶项可得
μ ＝ １２

－ ６αｋ０ ｘ０（６ｐαｘ２０ － ２ｐσ ＋ １ － ｐ）
Ｆ２ｑ２ ＋ Ｆｑ１

ζ，（２３）
从而
Ｒｅ ｄλ１

ｄ( )ｗ ｗ ＝ ｗ ｃ

＝ ｌｉｍ
ζ→０

μ
ζ

＝ １
２
－ ６αｋ０ ｘ０（６ｐαｘ２０ － ２ｐσ ＋ １ － ｐ）

Ｆ２ｑ２ ＋ Ｆｑ１
，

因此产生Ｈｏｐｆ分岔必须满足
６αｘ０ ｋ０（６ｐαｘ２０ － ２ｐσ ＋ １ － ｐ）≠ ０ ． （２４）

证毕．
３ ３ 快子系统的分岔集
　 　 由上述分析可知，快子系统随慢变参数可能产
生ｆｏｌｄ及Ｈｏｐｆ两种分岔行为．为进一步形象描述各
种分岔及其相应条件，取定其他参数

α ＝ ２ ／ ７，
β ＝ ８ ／ ７，
Ｌ１ ＝ ０ ００７ ｍＨ，

可得快子系统在无量纲参数ｐ及慢变量ｗ平面上的
分岔集，见图３．其中ＬＰ１，ＬＰ２为ｆｏｌｄ分岔集直线，
Ｈ１，Ｈ２为Ｈｏｐｆ分岔集曲线． Ｈ１和Ｈ２曲线分别于
ＬＰ１和ＬＰ２ 在点ＢＴ１，ＢＴ２ 处相切，也即ＢＴ１，

图３　 快子系统分岔集

ＢＴ２ （ ０ ０５５５４４，１４ ２８５７１４）为余维二Ｂｏｇｄａｎｏｖ
Ｔａｋｅｎｓ分岔点． ＣＰ为ＬＰ１，ＬＰ２为ｆｏｌｄ分岔集直线
的交点（０，０），即余维二ｃｕｓｐ分岔点［１４］．

从图中可以发现，当０ ＜ ｐ ＜ ６ ５５９时，快子系
统可能产生ｆｏｌｄ分岔，而当ｐ ≥ ６ ５５９时，快子系统
不仅可能产生ｆｏｌｄ分岔，也可能产生Ｈｏｐｆ分岔．

４ 快慢效应
为进一步揭示快慢效应，图４给出了整个系统

随ｐ变化的动力学演化过程及系统最大的Ｌｙａｐｕｎｏｖ
指数，其他三个Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数均为非正实数，在图５
中没有列出．

图４　 ｗ ＝ ０截面的分岔图

图５　 最大Ｌｙａｐｕｎｏｖ指数
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显然，当ｐ ∈ ［８ ７，１１ ５］时，系统处于混沌状
态（图６），ｐ在其他值时，系统呈现出常规的运动
模式．

下面我们讨论两种具有典型快慢效应的簇发
现象及其相应的分岔机制．

４ １ 对称式ｆｏｌｄ ／ ｆｏｌｄ簇发现象
　 　 图７给出了ｐ ＝ ６ ０时整个系统在ｗｘ和ｘｙ平
面上的相图．从图中可以看出，系统轨迹做周期振
荡，而在某些局部区域，轨迹出现微幅振荡．

图６　 ｐ ＝ １０ ０时的相图　 （ａ）ｗｘ平面的相图，（ｂ）ｘｙ平面的相图

图７　 ｐ ＝ ６ ０快慢系统相图　 （ａ）ｗｘ平面，（ｂ）ｘｙ平面

　 　 图８（ａ）给出了快子系统的平衡点随ｗ的变化
情况．当ｗ ＝ ± ０ ０２３３２８时，快子系统产生ｆｏｌｄ分岔
（Ｄ１ 和Ｄ２ 点），Ｄ１ 和Ｄ２ 区间［－ ０ ０２３３２８，

０ ０２３３２８］对应于三个平衡点．其中虚线所画为不
稳定焦点，实线所画为稳定焦点．其Ｄ１和Ｄ２点即
为图３中ｐ ＝ ６ ０的水平线与分岔曲线的交点．

图８　 快子系统的平衡点随ｗ变化的分岔　 （ａ）ｐ ＝ ６ ０快子系统（ｘ，ｙ，ｚ）关于慢变参数ｗ的平衡点分岔分析，（ｂ）
ｐ ＝ ６ ０快子系统（ｘ，ｙ，ｚ）关于慢变参数ｗ的平衡点分岔分析图与快慢系统（ｗ，ｘ）相图的叠加
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　 　 为揭示这种运动模式的产生机制，我们将快子
系统的平衡点随ｗ变化的分岔（图８（ａ））与系统在
ｗｘ平面上的相图相叠加（图８（ｂ））．不妨设系统
（４）轨道从下半支的ｗ ＝ ０（位于两个ｆｏｌｄ分岔点之
间）出发，由图８（ｂ）可知，系统此时处在静息态，随
着时间的变化，在ｗ ＝ ０ ０２３３２８时，快子系统产生
ｆｏｌｄ分岔导致快子系统的平衡点产生跳跃，使得系
统轨迹跳到上半支，进入另一静息态，并围绕快子
系统的平衡点振荡，随着ｗ的减少，振荡幅值逐渐
减少，直到ｗ ＝ － ０ ０２３３２８时再次产生ｆｏｌｄ分岔，导
致轨迹跃到下半支，并围绕快子系统的平衡点振
荡，振荡幅值逐渐减少．从而，两种静息态在快子系
统的两个ｆｏｌｄ分岔点之间产生跳跃现象，构成了周
期性重复的对称式ｆｏｌｄ ／ ｆｏｌｄ簇发现象．

值得指出的是，由于在快子系统中不出现Ｈｏｐｆ
分岔，快子系统的激发态没有出现，这种簇发运动
只是围绕着快子系统的平衡点做微幅振荡．

４ ２ 对称式ｆｏｌｄ ／ Ｈｏｐｆ簇发现象
　 　 随着ｐ的增加，当ｐ ≥ ６ ５５９时，快子系统可能
会产生Ｈｏｐｆ分岔，图９给出了ｐ ＝ ７ ０时系统在
ｗｘ，ｘｙ平面的相图，显然此时向量场仍表现为周期
振荡．图１０给出了快子系统的平衡点随ｗ的变化情
况，实线为稳定焦点，虚线为不稳定焦点．当ｗ ＝
 ０ ０２７２１７时，快子系统产生ｆｏｌｄ分岔（Ａ１和Ａ２
点），在ｗ ＝ ± ０ ００６９０４ （Ｂ１ 和Ｂ２ 点）和ｗ ＝
± ０ ０７２４１１ （Ｃ１和Ｃ２点）时，快子系统产生Ｈｏｐｆ
分岔．其中Ｂ１和Ｂ２相应于超临界Ｈｏｐｆ分岔，Ｃ１和
Ｃ２点对应于亚临界Ｈｏｐｆ分岔．值得注意的是，在
ｗ ＝ ０ ０７２４１１时，由Ｂ１点产生的稳定的极限环与
Ｃ１点处产生的不稳定的极限环在ＬＰＣ点碰撞产生
极限环的折迭分岔（ｌｉｍｉｔ ｐｏｉｎｔ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｃｙｃｌｅｓ）．
同理，在ｗ ＝ － ０ ０７２４１１时，由Ｂ２点产生的稳定的
极限环与Ｃ２点处产生的不稳定的极限环发生碰撞
　 　 　 　

图９　 ｐ ＝ ７ ０快慢系统相图　 （ａ）ｗｘ平面，（ｂ）平面ｘｙ

图１０　 ｐ ＝ ７ ０快子系统（ｘ，ｙ，ｚ）关于慢变参数ｗ的平衡点分岔分析　 （ｂ），（ｃ）是（ａ）图的局部放大



　 ２３３２　 物　 　 理　 　 学　 　 报 ５９卷

产生极限环的折迭分岔．其中Ａ１，Ｂ１，Ｃ１，Ａ２，Ｂ２，Ｃ２
即为图３ 中ｐ ＝ ７ ０ 的水平线与分岔集曲线的
交点．

仍设系统（４）轨迹从下半支的ｗ ＝ ０点出发，由
图１１可知，系统产生围绕快子系统极限环的振荡现
象即重复的激发态（ｒｅｐｅｔｉｔｉｖｅ ｓｐｉｋｉｎｇ），简称激发态．
随着时间的推移，激发态的振幅不断减小，在ｗ ＝
０ ００６９０４处，系统因超临界Ｈｏｐｆ分岔而退出激发
态，进入静息态．随着ｗ的增加，系统围绕稳定的静
息态向右运动，当ｗ增加到ｗ ＝ ０ ０２７２１７时，该静
息态的轨道在ｆｏｌｄ分岔点跳跃，进入上半支的另一
重复激发态．随着时间的变化，上分支的激发态在
ｗ ＝ － ０ ００６９０４处同样由超临界Ｈｏｐｆ分岔回到另
一静息态，并由ｆｏｌｄ分岔（ｗ ＝ － ０ ０２７２１７ ）使得轨

图１１　 ｐ ＝ ７ ０快子系统（ｘ，ｙ，ｚ）关于慢变参数ｗ的平衡点分岔
分析图与快慢系统（ｗ，ｘ）相图的叠加

　 　 　

道跳跃进入下半支的激发态．两种静息态和两种激
发态由ｆｏｌｄ分岔和Ｈｏｐｆ分岔连接，周期性重复形成
了对称式ｆｏｌｄ ／ Ｈｏｐｆ簇发现象．

必须指出的是，由于快慢系统之间的强耦合，
快子系统的振荡会导致慢变量的变化，使得快子系
统的分岔与实际轨迹的变化之间存在着较大的差
别．另外快子系统在Ｃ１和Ｃ２点会产生亚临界Ｈｏｐｆ
分岔，该分岔随ｗ的变化进一步得到闭环的折迭分
岔，使得当系统的静息态由ｆｏｌｄ分岔产生跳跃时不
再表现为快子系统的平衡态，而是直接呈现出激发
态的特征．

５ 结 论
具有快慢效应的非线性电路会产生各种复杂

的簇发现象，通过分析快子系统随慢变量变化的分
岔行为，可以揭示连接快慢过程的各种簇发分岔机
制．由静息态和激发态通过不同分岔连接的簇发现
象会呈现出不同的动力学特性．与由ｆｏｌｄ分岔连接
快慢过程的簇发相比，由Ｈｏｐｆ分岔连接快慢过程的
簇发，其中的静息态和激发态表现得比较明显．同
时，由于快慢系统之间的强耦合，快子系统平衡点
的分岔与轨迹的变化之间存在着一定的差别．另
外，当由ｆｏｌｄ分岔引起的静息态跳跃进入激发态时，
在不同的周期簇发中，系统轨迹可以呈现出不同的
振荡行为．

［１］ Ｃｈｕａ Ｌ Ｏ，Ｌｉｎ Ｇ Ｎ １９９０ ＩＥＥＥ Ｔｒａｎｓ． Ｃｉｒｃ． Ｓｙｓｔ． ３７ ８８５
［２］ Ｆｅｎｇ Ｃ Ｗ，Ｃａｉ Ｌ，Ｋａｎｇ Ｑ ２００８ Ａｃｔａ Ｐｈｙｓ． Ｓｉｎ． ５７ ６１５５ （ｉｎ
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［３］ Ｌｕｏ Ｘ Ｓ，Ｗａｎｇ Ｂ Ｈ，Ｃｈｅｎ Ｇ Ｒ，Ｊｉａｎｇ Ｐ Ｑ，Ｆａｎｇ Ｊ Ｑ，Ｑｕａｎ Ｈ
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［６ ］ Ｈａｒｔｌｅｙ Ｔ Ｔ， Ｍｏｓｓａｙｅｂｉ Ｆ １９８９ Ｐｒｏｃ． Ａｍ． Ｃｏｎｔｒ． Ｃｏｎｆ．
Ｐｉｔｔｓｂｕｒｇｈ ４１９
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Ｂｕｒｓｔｉｎｇ ｐｈｅｎｏｍｅｎｏｎ ａｎｄ ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｉｎ
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ｆｏｌｄ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ Ｈｏｐｆ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｓｔ ｓｕｂｓｙｓｔｅｍ ａｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｌｏｗ ｖａｒｉａｂｌｅ．
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