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　 　 研究驻波型激光脉冲作用下，囚禁于Ｐａｕｌ阱中的单离子在ＬａｍｂＤｉｃｋｅ区域的久期运动．通过试探解方法，得
到系统的量子力学精确解．基于精确解描述的概率波包串，发现：１）波包串中心以及波包串的高度和宽度受激光脉
冲强度的控制，通过调节激光强度可以控制波包串的形变和传播；２）在激光脉冲作用瞬间，离子的能量期待值发生
跳变，而在激光关闭时段，有窄的能带形成；３）存在一个激光脉冲强度的临界值，在临界点附近，系统的稳定性发生
变化．
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１ 引 言
离子阱是现代原子分子物理研究最具代表性

的装置之一，由于能为囚禁的离子提供近乎与外界
隔绝的空间，且使离子体系的量子特征明显地显示
出来，并在较长时间内得以保持，故已被广泛地应
用于科学技术研究的各个领域．尤其是近年来，随
着量子逻辑操作［１—３］、量子计算［４，５］、量子信息［６，７］

和量子态的制备［８—１０］等方面大量地应用离子阱这
一工具进行研究，人们对离子阱中囚禁离子的动力
学特征越来越感兴趣．但是由于外场参数和初始条
件对囚禁离子有很大的影响，两者的微小改变都可
能导致离子运动轨迹发生较大的偏移，甚至会使离
子的运动出现混沌，从而导致难以控制离子的运动
状态．所以，对囚禁离子的动力学特征进行深入的
研究也就显得尤为重要．

目前已有很多文献对离子体系的动力学特征
进行了研究［１１，１２］，而且由于囚禁单离子的系统比较
简单，相关的研究结果也比较多，单离子与激光之
间的相互作用更是受到了人们广泛的关注［１３，１４］．当
激光强度很小时，激光的作用相当于对系统的微

扰，运动方程中的线性项起主导作用，离子做规则
运动．随着激光强度的不断增大，非线性效应增强，
离子运动变得越来越复杂．当激光强度增大到某一
临界值时，离子运动开始进入混沌状态［１５—１９］．近年
来，由于整形激光技术的发展和超短激光脉冲对控
制微观系统的有效性［２０，２１］，利用超短激光脉冲控制
囚禁离子的量子运动态已引起研究者广泛的兴趣．
对于谐振势阱中囚禁离子的久期运动，考虑Ｇａｕｓｓ
型激光脉冲的作用，文献［２２］从经典和量子力学两
方面研究离子运动，通过数值计算结果发现离子在
不同参数范围内分别存在经典混沌和量子混沌的
性质．文献［２３—２５］分别考虑不同形式的驻波型激
光脉冲对囚禁离子的作用，从经典的角度出发，通
过分析和数值计算相结合的方法，研究系统的规则
和混沌运动特性．文献［２２，２６，２７］从量子力学的角
度研究驻波型激光脉冲作用下的囚禁离子系统，发
现系统的量子混沌运动和能级跳变等性质．但因周
期势的存在，人们只能得到该系统的量子微扰解和
数值解．然而，当离子运动的概率密度波包的宽度
远远小于激光的波长时，离子运动范围将较好地定
域在ＬａｍｂＤｉｃｋｅ区域［２８—３０］．在ＬａｍｂＤｉｃｋｅ区域，
驻波型激光形成的周期势能很好地用一个谐振子
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势来近似，从而可望得到系统在该区域的量子力学
精确解．

本文考虑在驻波型激光脉冲作用下囚禁单离
子系统在ＬａｍｂＤｉｃｋｅ区域的量子运动，通过试探解
的方法，我们得到系统的量子力学精确解．从精确
解出发，我们绘出离子运动概率波包的中心位置、
波包的高度和宽度以及平均能量随时间的演化图．
分析发现，首先，波包串中心以及波包串的高度和
宽度受激光脉冲强度的控制，通过调节激光强度可
以控制波包串的形变和传播；其次，能量期待值的
时间演化显示，在激光脉冲作用瞬间，离子的平均
能量发生跳变，而在激光关闭的不同时段，都有类
似的窄能带形成；最后，波包串中心、波包的高度和
宽度以及能量的期待值在激光脉冲强度较小时，都
是随时间周期变化的，但在激光脉冲强度达到一临
界值之后，它们随着时间不断增大，系统失去稳
定性．

２ 系统的经典力学解
　 　 我们考虑囚禁于Ｐａｕｌ阱中的一个单离子系统，
该离子受到沿ｘ方向的激光驻波作用．以Ｔ为时间
间隔周期性的开关激光源，则得到其Ｒａｂｉ频率Ω与
时间的关系［２６，２７，３１］

Ω２（ｔ）＝ Ω２０
∞

ｊ ＝ １
ｅ －（ｔ － ｊＴ）２ ／ σ２ 　 （ｊ ＝ １，２，３，…），（１）

这些Ｇａｕｓｓ脉冲的宽度σ非常小，为了便于数学处
理，选取σ → ０，从而（１）式近似为δ脉冲［２６，２７］

Ω２（ｔ）＝ σ槡πΩ２０
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ）， （２）

从而在一维情况下囚禁于Ｐａｕｌ阱中的单离子系统
的Ｈａｍｉｌｔｏｎ量为［２６，２７］

Ｈ ＝ ｐ
２

２ｍ
＋ １
２
ｍω２０ ｘ

２ ＋ Ｖｃｏｓ（２ｋｘ）
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ），（３）

其中ｍ为离子质量，ω０ 为阱频，它由加在Ｐａｕｌ阱上
的直流电压Ｕ和交流电压Ｖ０ ｃｏｓ（ωｔ）来调制［３０］；ｋ

为激光波数，Ｖ ＝ σ槡πΩ
２
０

８Δ
，其中Δ取为足够大的

失谐量，以避免内态共振跃迁对激光操控运动态的
复杂影响．为了计算方便，我们已取定激光初位相
为零［２６，２７，３１］．

考虑离子处在ＬａｍｂＤｉｃｋｅ区域的情况：采用
ＬａｍｂＤｉｃｋｅ 近似ｋｘ  １，有ｃｏｓ（２ｋｘ） ＝ １ －
２ｓｉｎ２（ｋｘ） １ － ２ｋ２ ｘ２ ． 此时（３）式的Ｈａｍｉｌｔｏｎ量可

变为
Ｈ ＝ ｐ

２

２ｍ
＋ １
２
［ｍω２０ － ４Ｖｋ２

∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ）］ｘ２

＋ Ｖ
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ）． （４）

利用（４）式以及正则方程ｘ·＝ Ｈ
ｐ
＝ ｐ
ｍ
，ｐ·＝ ｍｘ̈ ＝

－ Ｈ
ｘ
，得到离子在阱中受到激光脉冲作用下的经典

运动方程
ｘ̈ ＋ ω２０ ｘ ＝

４Ｖｋ２

ｍ
ｘ
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ）． （５）

　 　 下面我们分几种情形对（５）式的解进行讨论．
情形１ 　 当时间ｔ ≠ ｊＴ时，（５）式因右边为零，

而成为谐振子方程
ｘ̈ ＋ ω２０ ｘ ＝ ０ ． （６）

在时间区间（ｊ － １）Ｔ ＜ ｔ ＜ ｊＴ，该谐振子方程的通
解设为

ｘ ＝ Ａｊｃｏｓ（ω０ ｔ）＋ Ｂｊｓｉｎ（ω０ ｔ）， （７ａ）
ｘ·＝ － ω０Ａｊｓｉｎ（ω０ ｔ）＋ ω０Ｂｊｃｏｓ（ω０ ｔ）， （７ｂ）

Ａｊ，Ｂｊ是由初始条件决定的积分常数， Ａ２ｊ ＋ Ｂ
２槡 ｊ 正

比于离子运动振幅．由（７）式表明，当ｔ≠ ｊＴ时，离子
做频率为ω０的周期运动，但是对应于不同的时间区
间，（７）式有不同的待定积分常数．

情形２ 　 当时间ｔ ＝ ｊＴ时，设ｘ（ｊＴ）＝ ｘｊ，ｘ·（ｊＴ）
＝ ｘ·ｊ，０ ＜ ε  １，
１）当ｔ ＝ ｊＴ － ε时，有
ｘｊ ＝ Ａｊｃｏｓ（ω０ ｊＴ）＋ Ｂｊｓｉｎ（ω０ ｊＴ）， （８ａ）
ｘ·ｊ ＝ － ω０Ａｊｓｉｎ（ω０ ｊＴ）＋ ω０Ｂｊｃｏｓ（ω０ ｊＴ），（８ｂ）

　 　 ２）当ｔ ＝ （ｊ ＋ １）Ｔ － ε时，有
ｘｊ ＋１ ＝ Ａｊ＋１ ｃｏｓ［ω０（ｊ ＋ １）Ｔ］

＋ Ｂｊ＋１ ｓｉｎ［ω０（ｊ ＋ １）Ｔ］， （９ａ）
ｘ·ｊ ＋１ ＝ － ω０Ａｊ＋１ ｓｉｎ［ω０（ｊ ＋ １）Ｔ］

＋ ω０Ｂｊ＋１ ｃｏｓ［ω０（ｊ ＋ １）Ｔ］， （９ｂ）
Ａｊ＋１，Ｂｊ＋１ 也是由初始条件决定的积分常数．（８）式和
（９）式给出了囚禁离子在受到激光脉冲作用瞬间的
位置和速度．因离子的位置ｘ具有连续的性质，即在
ε → ０时，碰撞前后离子的位置相同．根据（７）式我
们还能得到

ｘ ＝［Ａｊｃｏｓ（ω０ ｔ）＋ Ｂｊｓｉｎ（ω０ ｔ）］ｔ ＝ ｊＴ － ε
＝［Ａｊ＋１ ｃｏｓ（ω０ ｔ）＋ Ｂｊ＋１ ｓｉｎ（ω０ ｔ）］ｔ ＝ ｊＴ ＋ ε ． （１０）

　 　 下面我们利用文献［３２，３３］提出的解积分方程
的方法，求在给定Ａ１ 为初始位置坐标，Ｂ１ω０ 为初始
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速度时（５）式的精确解．令（５）式右边等于零，得到
它的两线性无关解

Ψ１ ＝ ｓｉｎ（ω０ ｔ）， （１１ａ）
Ψ２ ＝ Ψ１∫Ψ －２１ ｄｔ ＝ － １ω０ ｃｏｓ（ω０ ｔ）． （１１ｂ）

利用（１１）式把（５）式化成一积分方程，在时间区间
０ ＜ ｔ ＜ ｊＴ内

ｘ ＝ Ａ１ ｃｏｓ（ω０ ｔ）＋ Ｂ１ ｓｉｎ（ω０ ｔ）

＋ ４Ｖｋ
２

ｍ Ψ２∫
ｊＴ － ε

Ｔ － ε
Ψ１ ｘ

ｊ －１

ｎ ＝ １
δ（ｔ － ｎＴ）ｄｔ

－ ４Ｖｋ
２

ｍ Ψ１∫
ｊＴ － ε

Ｔ － ε
Ψ２ ｘ

ｊ －１

ｎ ＝ １
δ（ｔ － ｎＴ）ｄｔ． （１２）

对（１２）式积分，得到单离子系统在时间ｔ ＜ ｊＴ的精
确解
ｘ ＝ Ａ１ －

４Ｖｋ２

ｍω０
ｊ －１

ｎ ＝ １
ｓｉｎ（ω０ｎＴ）ｘ[ ]ｎ ｃｏｓ（ω０ ｔ）

＋ Ｂ１ ＋
４Ｖｋ２

ｍω０
ｊ －１

ｎ ＝ １
ｃｏｓ（ω０ｎＴ）ｘ[ ]ｎ ｓｉｎ（ω０ ｔ）．（１３）

根据（７）式和（１３）式相等，我们可以得到Ａｊ，Ｂｊ 与
Ａ１，Ｂ１ 的关系

Ａｊ ＝ Ａ１ －
４Ｖｋ２

ｍω０
ｊ －１

ｎ ＝ １
ｓｉｎ（ω０ｎＴ）ｘｎ， （１４ａ）

Ｂｊ ＝ Ｂ１ ＋
４Ｖｋ２

ｍω０
ｊ －１

ｎ ＝ １
ｃｏｓ（ω０ｎＴ）ｘｎ， （１４ｂ）

若设（１２）式中的积分上限为（ｊ ＋ １）Ｔ － ε，进而可
得出Ａｊ＋１，Ｂｊ＋１ 与Ａｊ，Ｂｊ的关系

Ａｊ＋１ ＝ Ａｊ －
４Ｖｋ２

ｍω０
ｓｉｎ（ω０ ｊＴ）ｘｊ， （１５ａ）

Ｂｊ＋１ ＝ Ｂｊ ＋
４Ｖｋ２

ｍω０
ｃｏｓ（ω０ ｊＴ）ｘｊ， （１５ｂ）

将（１５）式代入（９）式，并利用（８）式得出ｘｊ ＋１，ｘ·ｊ ＋１ 与
ｘｊ，ｘ·ｊ的关系

ｘｊ ＋１

ｘ·ｊ ＋
( )

１

＝
ｃｏｓ（ω０Ｔ） １

ω０
ｓｉｎ（ω０Ｔ）

－ ω０ ｓｉｎ（ω０Ｔ） ｃｏｓ（ω０Ｔ









）

×
ｘｊ

ｘ·ｊ ＋
４Ｖｋ２

ｍ
ｘ









ｊ
． （１６）

（１６）式是一个两维映射，通过ｊＴ时刻离子的位置和
速度给出了（ｊ ＋ １）Ｔ时刻离子的位置和速度．从给
定的初始条件出发，由（１６）式可以得到任意ｊＴ时刻
离子的状态．

３ 系统的量子力学精确解
　 　 现在我们将单离子系统的Ｈａｍｉｌｔｏｎ量（４）式量
子化ｐ ＝ － ｉ 

( )ｘ ，并代入含时的Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程
得

ｉ ψ
ｔ
＝ － 

２

２ｍ
２ψ
ｘ２ [＋ １

２
ｍω２０

－ ２Ｖｋ２
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ ]） ｘ２ψ

＋ Ｖ
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ）ψ． （１７）

我们以１ ／ ω０ 为单位归一化时间ｔ以及周期Ｔ，分别
以  ／（ｍω０槡 ）和它的倒数 ｍω０ ／槡 归一化空间坐
标ｘ和概率密度ψ ２ ． 这样方程无量纲化后的形
式为

ｉ ψ
ｔ
＝ － １

２
２ψ
ｘ２

＋ １
２ １ －

４Ｖｋ２

ｍω０
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ[ ]） ｘ２ψ

＋ Ｖ


∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ）ψ． （１８）

设方程（１８）的试探解的形式为［３４，３５］

ψ ＝ ψｎ ＝ ａｎ（ｔ）Ｈｎ（ξ）
× ｅｘｐ［ｂ（ｔ）ｘ － ｃ（ｔ）ｘ２ － ｆ ２（ｔ）／ ２］，

ξ ＝ ｅ（ｔ）ｘ － ｆ（ｔ）， （１９）
这里ａｎ（ｔ），ｂ（ｔ）和ｃ（ｔ）是时间的复函数，ｅ（ｔ）和
ｆ（ｔ）是实函数．分别对时间与空间坐标微分得：
ｉ
ψｎ
ｔ
＝ ｉａ [ｎ ａ

·
ｎ

ａｎ
Ｈｎ ＋ （ｅ·ｘ － ｆ·）

Ｈｎ
ξ

＋ （ｂ·ｘ － ｃ·ｘ２ － ｆｆ·）Ｈ ]ｎ ｅ［ｂｘ － ｃｘ２ － ｆ２ ／ ２］，
ψｎ
ｘ
＝ ａｎ ｅ

Ｈｎ
ξ
＋ （ｂ － ２ｃｘ）Ｈ[ ]ｎ ｅ［ｂｘ － ｃｘ２ － ｆ２ ／ ２］，

２ψｎ
ｘ２

＝ ａ [ｎ ｅ２ 
２Ｈｎ
ξ２

＋ （２ｂ － ４ｃｘ）ｅ Ｈｎ
ξ

＋ （ｂ２ － ２ｃ － ４ｂｃｘ ＋ ４ｃ２ ｘ２）Ｈ ]ｎ
× ｅ［ｂｘ － ｃｘ２ － ｆ２ ／ ２］． （２０）

把（２０）式代入方程（１８），得
ｅ２
２Ｈｎ
ξ２

＋ ２（ｂｅ － ｉｆ·＋ ｉｅ·ｘ － ２ｃｅｘ）Ｈｎ
ξ

＋ {２ ｉ ａ
·
ｎ

ａｎ
－ ｉｆｆ·＋ ｂ

２

２
－ ｃ － Ｖ


∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ）
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＋ （ｉｂ·－ ２ｂｃ） [ｘ ＋ ２ｃ２ － ｉｃ·

－ １
２
－ ２Ｖｋ

２

ｍω０
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ( ) ]） ｘ }２ Ｈｎ ＝ ０ ．

（２１）

由于Ｈｅｒｍｉｔ 多项式必须遵守Ｈｅｒｍｉｔ 方程２Ｈｎ
ξ２

－ ２ξ
Ｈｎ
ξ
＋ ２ｎＨｎ ＝ ０，将它与（２１）式比较得

ｉｃ·＝ ２ｃ２ － １
２
－ ２Ｖｋ

２

ｍω０
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ[ ]），

ｉｂ·＝ ２ｂｃ，
ｉｅ·＝ ２ｃｅ － ｅ３，
ｉｆ·＝ ｂｅ － ｅ２ ｆ，

ｉ
ａ·ｎ
ａｎ
＝ ｉｆｆ·－ ｂ

２

２
＋ ｃ ＋ Ｖ


∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ）＋ ｎｅ２ ． （２２）

设ｃ ＝ φ·

２ｉφ
，得到

ｉｃ·＝ φ̈
２φ
－ φ
·２

２φ２
，

２ｃ２ ＝ － φ
·２

２φ２
． （２３）

将（２３）式代入（２２）式中的第一个方程，得
φ̈ ＝ － ｋ′（ｔ）φ ＝ － １ － ４Ｖｋ

２

ｍω０
∞

ｊ ＝ １
δ（ｔ － ｊＴ[ ]）φ，（２４）

将（２４）式对比（５）式，我们发现它们具有相同的形
式，当然它们的解也应该具有相同的形式，只不过
（５）式ｘ的解是实函数，而（２４）式φ的解为复函数．
若设它的实部和虚部分别为φ１ 和φ２，它们也分别
都满足同一方程（２４）得到

φ ＝ φ１ ＋ ｉφ２ ＝ ρ（ｔ）ｅｉθ（ｔ），

ρ（ｔ）＝ φ２１ ＋ φ槡 ２
２，θ（ｔ）＝ ａｒｃｔａｎ φ２φ１ ． （２５）

由（５）式可知，在时间区间（ｊ － １）Ｔ ＜ ｔ ＜ ｊＴ，φ１ 和
φ２ 的解的形式为

φ１ ＝ Ａ′ｊｃｏｓ（ｔ）＋ Ｂ′ｊｓｉｎ（ｔ）， （２６ａ）
φ２ ＝ Ａ″ｊｃｏｓ（ｔ）＋ Ｂ″ｊｓｉｎ（ｔ）， （２６ｂ）

根据同样的分析方法可以得到Ａ′ｊ，Ｂ′ｊ，Ａ″ｊ，Ｂ″ｊ也有和
（１４）式相似的表达形式，它们与初始值以及激光项
有关，

Ａ′ｊ ＝ Ａ′１ －
４Ｖｋ２

ｍω０
ｊ －１

ｎ ＝ １
ｓｉｎ（ｎＴ）φ１ｎ，

Ｂ′ｊ ＝ Ｂ′１ ＋
４Ｖｋ２

ｍω０
ｊ －１

ｎ ＝ １
ｃｏｓ（ｎＴ）φ１ｎ， （２７ａ）

Ａ″ｊ ＝ Ａ″１ －
４Ｖｋ２

ｍω０
ｊ －１

ｎ ＝ １
ｓｉｎ（ｎＴ）φ２ｎ，

Ｂ″ｊ ＝ Ｂ″１ ＋
４Ｖｋ２

ｍω０
ｊ －１

ｎ ＝ １
ｃｏｓ（ｎＴ）φ２ｎ， （２７ｂ）

由φ和ｃ之间的变换得到

ｃ ＝ φ·

２ｉφ
＝ １
２ θ
·－ ｉ ρ

·
２ρ
． （２８）

把（２５）式代入（２４）式，得到

θ̈ ＝ － ２θ
·
ρ·

ρ
，ρ̈ ＝ ρθ·２ － ｋ′（ｔ）ρ． （２９）

对（２９）式中的第一个式子积分得到
ｃ０ ＝ ρ

２ θ
·＝ φ１φ

·
２ － φ２φ

·
１ ． （３０）

ｃ０ 是个积分常数．结合方程（２５）和（２８），运用关系
（３０），从方程（２２）得到

ｂ ＝ １
ρｅｉθ
（ｂ１ ＋ ｉｂ２）＝ ｋ１（ｔ）＋ ｉｋ２（ｔ），

ｋ１ ＝
φ１ ｂ１ ＋ φ２ ｂ２

ρ２
，

ｋ２ ＝
φ１ ｂ２ － φ２ ｂ１

ρ２
，

ｅ ＝ θ槡·＝ ｃ槡０

ρ
，

ｆ ＝
ｋ１
ｅ
＝
ｋ１ ρ
ｃ槡０

，

ａｎ ＝
Ａ０

槡ρ {ｅｘｐｉ ∫ ｋ
２
１

２
－
ｋ２２[ ]２ ｄｔ

－ １
２( )＋ ｎ θ ＋

Ｖ
 }ｊ ． （３１）

这里ｂ１，ｂ２和Ａ０是任意实常数，ｊ表示激光脉冲作用
的次数．把这些代入方程（１９）得到精确解ψｎ（ｘ，ｔ），
在归一化条件

∫ ψｎ ２ ｄｘ ＝ Ａ２０ ｃ －１槡０ ∫Ｈ２ｎ（ξ）ｅｘｐ（－ ξ２）ｄξ
＝ Ａ２０ ｃ －１０槡π ２ ｎ ｎ！＝ １

下得到常量
Ａ０ ＝ ［ ｃ槡０ ／（槡π２ ｎ ｎ！）］１ ／ ２， （３２）

由方程（１９），（３１），（３２）可以得到归一化波函数
ψｎ（ｘ，ｔ）＝ Ｒｎ（ｘ，ｔ）ｅｘｐ［ｉΘ ｎ（ｘ，ｔ）］

　 　 （ｎ ＝ ０，１，２，３…），

Ｒｎ（ｘ，ｔ）＝ ｃ槡０

槡π２ ｎ ｎ！ρ（ｔ[ ]）
１ ／ ２

Ｈｎ（ξ）ｅｘｐ － １２ ξ( )２ ，

Θ ｎ（ｘ，ｔ）＝ ρ
·（ｔ）
２ρ（ｔ）ｘ

２ ＋ ｋ２（ｔ）ｘ
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＋ ∫ ｋ
２
１（ｔ）
２
－
ｋ２２（ｔ）[ ]２

ｄｔ

－ １
２( )＋ ｎ θ（ｔ）＋ Ｖ ｊ，

ξ（ｘ，ｔ）＝ ｃ槡０

ρ（ｔ）ｘ －
ｋ１（ｔ）ρ（ｔ）

ｃ槡０

． （３３）

对于任意量子数ｎ，精确解（３３）的模Ｒｎ（ｘ，ｔ）描述
的波包串包含ｎ ＋ １个波包，波包串的中心轨迹
ｘ ｃ（ｘ，ｔ）由方程（３３）令ξ ＝ ０得到

ｘ ｃ ＝
ｋ１ ρ

２（ｔ）
ｃ０

． （３４）
结合方程（３１）和（２５），（３４），得到波包串中心轨道
的形式为

ｘ ｃ ＝
φ１ ｂ１ ＋ φ２ ｂ２

ｃ０
． （３５）

对比（１２）式，我们发现波包串的中心轨迹与经典的
轨道具有相同的形式．

在精确解（３３）的ξ中包含的函数ρ（ｔ）描述了
波包串和每个波包的宽度，分母中的ρ（ｔ）则控制着
每个波包的高度，所以我们称ρ（ｔ）是波包的高度和
宽度的函数．

现在我们在态ψ（ｘ，ｔ）下计算平均能量．用
Ｄｉｒａｃ符号，左矢和右矢，由方程（３３）和在态ψ中平
均能量的定义，我们得到
Ｅｎ ＝〈ψｎ ｉ ｔψｎ〉
＝〈ψｎ ｉ ｔ｛Ｒｎ（ｘ，ｔ）ｅｘｐ［ｉΘ ｎ（ｘ，ｔ）］｝ψｎ〉．（３６）

将精确解代入（３６）式，直接对时间求导得到
Ｅｎ ＝ ｉ〈ψｎ － ρ·

２ρ
ψｎ〉＋ ｉ〈ψｎ ξ·１Ｈｎ ｄＨｎｄξ ψｎ〉

－ ｉ〈ψｎ ξ·ξψｎ〉

－ 〈ψ [ｎ
ｄ
ｄｔ
ρ·
２( )ρ ｘ２ ＋ ｋ

·
２ ｘ ＋

ｋ２１
２
－
ｋ２２( )２

－ １
２( )＋ ｎ θ ]·ψｎ〉． （３７）

运用归一化条件〈ψｎ ψｎ′〉＝ δｎｎ′以及公式
ξ ＝ ｅ（ｔ）ｘ － ｆ（ｔ），

ξψｎ ＝ ｎ ／槡２ψｎ －１ ｅ
－ ｉθ ＋ （ｎ ＋ １）／槡 ２ψｎ ＋１ ｅ

ｉθ，
２ξ２ψｎ ＝ ｎ（ｎ － １槡 ）ψｎ －２ ｅ －２ｉθ ＋ （２ｎ ＋ １）ψｎ

＋ （ｎ ＋ １）（ｎ ＋ ２槡 ）ψｎ ＋２ ｅ２ｉθ，
１
Ｈｎ
Ｈｎ
ξ
ψｎ ＝ ２ｎ

Ｈｎ－１
Ｈｎ
ψｎ ＝ ２槡ｎψｎ －１ ｅ － ｉθ， （３８）

我们得到平均能量为
Ｅｎ ＝

１
２( )＋ ｎ

ｃ０
ρ２
－ ρ

２

ｃ０
ｄ
ｄｔ
ρ·
２( )[ ]ρ

－ １
２
（ｋ２１ － ｋ２２）－ ｋ·２ ｘ—－ ｄ

ｄｔ
ρ·
２( )[ ]ρ ｘ—２ ． 　（３９）

同时容易得到在态ψ（ｘ，ｔ）下坐标ｘ和动量ｐ的期
待值为

ｘ—＝〈ψｎ ｘ ψｎ〉＝ ρ
２

ｃ０
ｋ１ ．

ｐ—＝〈ψｎ － ｉ ｘ ψｎ〉＝ ｋ２ ＋ ρ·ρ ｘ—． （４０）
明显地，我们将方程（１２），（１３），（２６）和（３４）对比ｘ—
的能量期待值，可知量子力学期待值的轨道也是经
典的轨道，ｘ—＝ ｘ，ｐ—＝ ｐ． 由（４０）式并结合（２９），
（３０）和（５）式，并取自然单位ｍ ＝ ω０ ＝ １，得到

Ｅｎ ＝
１
２( )＋ ｎ

１
２ｃ０

ｃ２０
ρ２
＋ ρ·２ ＋ ｋ′（ｔ）ρ[ ]２

＋ １
２
［ｐ２ ＋ ｋ′（ｔ）ｘ２］

（ｎ ＝ ０，１，２，３，…）． （４１）
我们发现，平均能量包括经典和量子两部分．能量
期待值的时间平均给出了能量振荡的平衡位置，这
个位置随着量子数ｎ的增大而增大．

４ 概率波包串的激光控制
　 　 通过分析波包串的中心ｘ ｃ，波包串的高度和宽
度函数ρ，以及平均能量Ｅｎ 的表达式，我们发现它
们都与φ１ 和φ２ 的取值情况紧密相关．由（２６）和
（２７）式可知，决定着φ１ 和φ２ 的常数Ａ′ｊ，Ｂ′ｊ，Ａ″ｊ和Ｂ″ｊ
不仅与它们的初始取值有关，而且与受其系统本身
以及激光控制的系数４Ｖｋ

２

ｍω０
有关．由于本文是讨论离

子处在ＬａｍｂＤｉｃｋｅ区域的运动情况，激光的波数ｋ
非常小． 以囚禁９ Ｂｅ ＋ 离子为例，其质量为ｍ ≈
１ ５０６３ ｋｇ，假定实验中阱频取值为ω０ ≈ ２ ． ５ × １０５
Ｈｚ，当离子概率密度波包的宽度远远小于激光波长
时，离子运动定域在ＬａｍｂＤｉｃｋｅ区域［３０］，即Ｌａｍｂ
Ｄｉｃｋｅ参数η ＝ ｋｌ０  １，其中ｌ０ ＝  ／（２ｍω０槡 ）≈
１ ６７３５ × １０ －７ ｍ为谐振子长度．因此，波数取值范围
被限制到ｋ ＝ η ／ ｌ０  １ ／ ｌ０ ≈ ５ ． ９７５６ × １０６ ｍ －１，当以
ｌ０为单位时，可取ｋ≤ ０ １ ． 令ａ ＝ ４Ｖｋ

２

ｍω０
，显然它是一

个与激光参数和阱频有关的可控参数，我们可通过
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调节激光脉冲的强度Ｖ和波数ｋ来改变参数ａ的大
小．下面我们将取不同的ａ值，由（３５），（２５）和（４１）
式分别作出一组ｘ ｃ，ρ和Ｅｎ 随时间的演化图形，由
此分析激光脉冲对概率波包串的影响．

图１　 波包串的中心随时间的演化图　 参数取ｂ１ ＝ １，ｂ２ ＝ ２，Ｔ
＝ １，Ａ′１ ＝ ０ ２，Ｂ′１ ＝ ０ １，Ａ″１ ＝ ０ １和Ｂ″１ ＝ ０ １ ；（ａ）ａ ＝ ０ ８，（ｂ）
ａ ＝ １ ０５，（ｃ）ａ ＝ １ １ ． 图（ａ），（ｂ）中波包串中心周期性振荡，
ａ取较大值时振荡周期较长；图（ｃ）中波包串中心随时间不断远
离其初始位置． ｔ和周期Ｔ以１ ／ ω０ 为单位归一化，空间坐标ｘ和
概率密度 ψ ２ 以  ／（ｍω０槡 ）和它的倒数 ｍω０ ／槡 为单位
归一化

取定ｂ１ ＝ １，ｂ２ ＝ ２，Ｔ ＝ １，并且令初始值为
Ａ′１ ＝ ０ ２，Ｂ′１ ＝ ０ １，Ａ″１ ＝ ０ １和Ｂ″１ ＝ ０ １，由（３５）式
结合（２６），（２７）和（３０）式，绘出波包串的中心随时
间的演化图（见图１），图１（ａ），１（ｂ）和１（ｃ）分别对
应ａ ＝ ０ ８，ａ ＝ １ ０５和ａ ＝ １ １的情况．分析图形
我们发现，在每个ｔ ＝ ｊＴ时刻，激光δ势的瞬间作用

都会使得波包串中心的运动速度剧烈变化，从而改
变波包中心本身固有的振荡轨迹，而在紧接着的激
光关闭时段，由于没有外部激光的作用，波包串中
心的运动又会逐渐回到由其系统自身所决定的振
荡轨道上来，直到下一个激光脉冲的又一次作用．
当ａ取０ ８和１ ０５时（见图１（ａ）和图１（ｂ）），波包
串的中心在一定的空间范围内做周期性的振荡．对
比图１（ａ）和图１（ｂ）我们知道，ａ的取值较大时，波
包串中心振荡的范围以及波包串中心振荡的周期
也会较大．而当ａ变大到１ １时（见图１（ｃ）），波包
串中心不再周期性的振荡，而是随着激光脉冲的不
断作用而不断远离原来的振荡中心．可见ａ的取值
变大，也就是说激光脉冲的强度或波数变大，会使
得波包串中心由周期性的振荡而变成不断远离原
来中心位置的运动．在这种情况下，系统最终将失
去稳定性．

由（２５）式结合（２６）和（２７）式我们也知道，波
包高度和宽度的函数ρ受初始值Ａ′１，Ｂ′１，Ａ″１和Ｂ″１的
直接影响，它们的取值越大，ρ的改变也会越大．在
对应相同的参数的情况下，我们绘出ρ随时间的演
化图（见图２），图２（ａ）、２（ｂ）、２（ｃ）同样的分别对
应ａ ＝ ０ ８，ａ ＝ １ ０５和ａ ＝ １ １ ． 分析图形我们发
现，在每个ｔ ＝ ｊＴ时刻，激光δ势的瞬间作用都会使
得ρ有大的变化率，而在紧接着的激光关闭时段，波
包高度和宽度的函数又会逐渐回到其系统自身所
决定的振荡轨迹上来，直到下一个激光脉冲的又一
次作用．当ａ取０ ８ 和１ ０５ 时（见图２（ａ），图２
（ｂ）），波包串的高度和宽度函数总是在很小的范围
内周期性的振荡，这表明离子运动时波包的高度和
宽度的改变是很小的，波包串在空间传播时，波包
串只发生小的变形．对比图２（ａ）和图２（ｂ）我们知
道，ａ的取值较大时，ρ的振荡的周期也会较大．而
当ａ变大到１ １时（见图２（ｃ）），波包高度和宽度的
函数ρ不再周期性的振荡，而是随着激光脉冲的不
断作用而不断增大．分析（３３）式很容易知道，ρ的
越来越大意味着波包的高度越来越小，波包的宽度
越来越大，此时波包串在空间传播时，会由于一次
次激光脉冲的作用而塌缩．进一步增加ａ的取值，也
就是激光脉冲强度再变大，会使得波包高度和宽度
的函数ρ继续增大．

在方程（４１）中，由（２４）式我们知道ｋ′（ｔ）是直
接与激光脉冲有关的系数，当时间取ｔ ＝ ｊＴ时，δ激
发项为无穷大，此时将无法求出平均能量．当时间ｔ
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图２　 波包高度和宽度的函数ρ随时间的演化图　 与图１的相
关参数取相同的值；（ａ）ａ ＝ ０ ８，（ｂ）ａ ＝ １ ０５，（ｃ）ａ ＝ １ １ ．
（ａ），（ｂ）中波包高度和宽度的函数在很小的范围内周期性振
荡，（ｃ）中该函数随时间不断增大． ｔ和周期Ｔ以１ ／ ω０ 为单位归
一化，空间坐标ｘ和概率密度 ψ ２ 以  ／（ｍω０槡 ）和它的倒
数 ｍω０ ／槡 为单位归一化

≠ ｊＴ时，δ激发项为零，再结合（２４）—（２６），（３０）和
（４０）式，仍在与图１和图２相同的参数情况下，给
定ｎ ＝ １，很容易绘出平均能量Ｅｎ随时间的演化图
（见图３和图４）．图３（ａ），３（ｂ）和３（ｃ）是都取定了
ａ ＝ ０ ８，时间分别为０到１，１到２和２到３离子运
动的平均能量．分析图形我们发现，在激光脉冲关
闭的一段时间里，离子运动的平均能量总是在一定
的范围内连续振荡，通过对图的具体分析，我们发
现这个能量振荡的幅度非常小，仅仅为１０ －１２ 数量
级．在图３（ａ），３（ｂ），３（ｃ）的三个时间段，平均能量

图３　 波包串的平均能量Ｅｎ随时间的演化图　 与图１的相关参
数取相同的值，并取定ｎ ＝ １，ａ ＝ ０ ８ ；（ａ）ｔ取０到１，（ｂ）ｔ取１
到２，（ｃ）ｔ取２到３．三个图中能量期待值都在很小的范围内连
续性振荡． ｔ和周期Ｔ以１ ／ ω０ 为单位归一化，空间坐标ｘ和概率
密度 ψ ２ 以  ／（ｍω０槡 ）和它的倒数 ｍω０ ／槡 为单位归
一化

振荡的中心不同，分别以Ｅ ＝ １２５１ ７５，１３００ ０６和
９０３ ６３为中心，能量以不同值为中心的小幅振荡形
成窄的能带．图４（ａ），４（ｂ）和４（ｃ）是ａ分别取定为
０ ８，１ ０５，１ １而绘出的平均能量在较长时间内的
演化图．由该图我们看到，在每个ｔ ＝ ｊＴ时刻，激光δ
势的作用使得平均能量发生跳变．在紧接着的激光
关闭时段，平均能量只会在一个非常小的能带范围
内发生连续性变化，直到激光脉冲发生下一次作
用．这种激光脉冲瞬间的作用导致平均能量发生跳
变的效应通过分析方程（４１）很容易能理解．在方程
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图４　 波包串的平均能量Ｅｎ随时间的演化图　 与图１的相关参
数取相同的值，并取定ｎ ＝ １ ；（ａ）ａ ＝ ０ ８，（ｂ）ａ ＝ １ ０５，（ｃ）
ａ ＝ １ １ ． 从中看到，激光脉冲的作用会使得能量期待值发生跳
变．（ａ），（ｂ）中能量期待值在一定范围内周期性跳变，ａ取较大
值，这个周期也较长；（ｃ）中的能量期待值随时间不断增大而向
上跳变． ｔ和周期Ｔ以１ ／ ω０ 为单位归一化，空间坐标ｘ和概率密
度 ψ ２ 以  ／（ｍω０槡 ）和它的倒数 ｍω０ ／槡 为单位归一化

（４１）中，平均能量包含了经典和量子两部分，经典
部分中的动量ｐ在激光δ脉冲作用前后是不连续
的，这就导致了平均能量的跳变．此外，观察较长时
间范围内的平均能量随时间演化图（图４）我们还发
现，当ａ取０ ８和１ ０５时（见图４（ａ）和图４（ｂ）），
平均能量在一定范围内周期性地上下跳变，ａ的取
值较大，这个跳变的范围也较大，而且跳变周期也
较长．当ａ变大到１ １时（见图４（ｃ）），平均能量不
再做周期性跳变，而是随着一次次激光脉冲的作用

而向上跳变，不断增大．根据图４的能级分布，在某
个特定的时间关闭激光脉冲，可以控制运动态能量
到相应的特定能级上．

图５　 波包串的中心随时间的演化图　 与图１的相关参数取相
同的值，（ａ）ａ ＝ ａ１ ＝ １ ０９２６０，波包串中心周期性的振荡，内插
图是ｔ取１００８到１０２０时间区间内波包串中心的振荡图；（ｂ）ａ
＝ ａ２ ＝ １ ０９２６１，波包串中心随激光脉冲的作用不断远离初始
位置，内插图是ｔ取２６０８到２６２０时间区间内波包串中心的振荡
图． ｔ和周期Ｔ以１ ／ ω０ 为单位归一化，空间坐标ｘ和概率密度
ψ ２以  ／（ｍω０槡 ）和它的倒数 ｍω０ ／槡 为单位进行归一化

通过对图１—４的分析，我们知道，ａ取值的不
断变大，会导致波包中心、波包高度和宽度的函数
以及能量的期待值都由周期性的振荡变成不断的
增大．而且从文献［２３］中我们知道在标准映射下存
在着使得离子运动进入到整体混沌状态的激光强
度的临界值．那么本文所研究的系统也应该存在着
类似的临界点，使得在临界点附近，系统的稳定性
发生变化．通过选取一系列不同的ａ值绘出波包串
中心的时间演化图，我们能粗略地确定这个临界值
的大小（见图５）．图５（ａ）取定ａ ＝ ａ１ ＝ １ ０９２６０，内
插图是ｔ取［１００８，１０２０］时间区间内波包串中心的
振荡图．图５（ｂ）取定ａ ＝ ａ２ ＝ １ ０９２６１，内插图是ｔ
取［２６０８，２６２０］时间区间内波包串中心的振荡图．
我们看到图５（ａ）中当ａ ＝ １ ０９２６０时波包串的中心
仍然是周期性振荡的，只不过此时振荡周期的时间
已经非常长．而在图５（ｂ）中ａ的取值仅仅增加了
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０ ００００１，此时波包串中心已经不再做周期性振荡，
而是随着激光脉冲的不断作用而不断远离初始位
置，从而系统失去稳定性．可见，在ａ１与ａ２之间一定
存在着一个ａ的临界值，ａ∈（１ ０９２６０，１ ０９２６１）．
在该临界值附近，系统由稳定在一定区域周期性振
荡变得不再稳定．也就是说，存在一个激光脉冲强
度的临界值，使得系统的稳定性在临界点附近发生
变化．

５ 结　 　 论
　 　 本文研究的是驻波型激光脉冲作用下囚禁于
Ｐａｕｌ阱中的一个单离子系统，分析离子处在Ｌａｍｂ
Ｄｉｃｋｅ区域的量子运动．对系统Ｈａｍｉｌｔｏｎ中的激光
势项采用了ＬａｍｂＤｉｃｋｅ近似，分析得出了系统的经
典力学解，又通过试探解的方法得到了系统量子力
学精确解．通过分析激光脉冲对概率波包串的具体
影响，我们发现由于采用ＬａｍｂＤｉｃｋｅ近似将非线性
势近似成了线性势，离子运动不会出现混沌状态．

当激光脉冲强度较小时，离子运动的波包串中心以
及波包串的高度和宽度随时间周期性振荡，其振荡
的周期以及振荡范围都会受到激光脉冲强度的影
响；当激光脉冲强度增大到某一临界值之后，离子
运动的波包串中心以及波包串的高度和宽度都会
随着激光脉冲的不断作用而不断增大，波包的高度
会越来越小，宽度会越来越大，空间传播的波包串
会发生塌缩．此外在激光关闭时段，离子运动的能
量期待值在非常窄的能带范围内变化，不受激光脉
冲的影响；而在激光脉冲作用瞬间，离子的能量期
待值发生跳变．当激光脉冲强度较小时，激光脉冲
的多次作用使得能量期待值在一定范围内上下跳
变，其跳变的周期以及跳变范围都受激光脉冲强度
的影响．当激光脉冲强度增大到某一临界值之后，
能量期待值会随着激光脉冲的不断作用而不断向
上跳变．上述结果显示，通过调节激光脉冲的强度
可以操纵波包串的形变和传播，同时控制系统能量
的跳变．
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