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　 　 彩色数字全息及多波长照明的数字全息检测研究中，避免插值误差的可变放大率波面重建是一个重要的研究
内容．由于Ｆｒｅｓｎｅｌ衍射积分可以表示成Ｆｏｕｒｉｅｒ变换及卷积两种形式，对应地存在两种波面重建算法：其一，将重建
距离分为两段的衍射“接力”算法；其二，用球面波为重建波的卷积算法．文中对这两种算法进行理论分析及实验研
究，讨论让重建计算满足取样定理的条件．结果表明，卷积算法较容易满足取样定理，能够获得较好的重建物光场．
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国家自然科学基金（批准号：６０９７７００７）资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｊｃｌｉ＠ ｖｉｐ． １６３． ｃｏｍ

１ 引 言
随着计算机及电荷耦合器件（ＣＣＤ）探测技术

的进步，用ＣＣＤ代替传统全息感光板的数字全息
检测正成为一个研究热点．在该领域中，彩色数字
全息［１］及记录飞秒级超快瞬态过程的脉冲数字全
息技术［２］是近年来获得较多关注的内容．在彩色数
字全息检测研究中，为综合不同色光探测的信息，
如何按照同一放大率高质量地重建物光场是一个
基本的研究内容，并且Ｆｒｅｓｎｅｌ衍射积分是人们常用
的重建计算工具．研究Ｆｒｅｓｎｅｌ衍射积分可知，积分
可以表示成Ｆｏｕｒｉｅｒ变换及卷积两种形式［３］，它们均
能使用快速Ｆｏｕｒｉｅｒ变换（ＦＦＴ）计算［４］．当使用ＦＦＴ
形式的衍射积分波面重建时，计算结果的物理尺度
是光波长、衍射距离及取样数的函数，必须采用不
同的插值方法来统一重建物光场的尺寸［５］．由于插
值方法容易引入额外误差，２００４年Ｚｈａｎｇ等［６］提出
一种不需要插值的可变放大率“ＤＢＦＴ”（ｔｈｅ ｄｏｕｂｌｅ
Ｆｒｅｓｎｅｌ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ）重建算法．该方法将重
建距离分为两段进行衍射的接力计算，从而得到期
望的物光场重建尺寸．最近，我们基于衍射的角谱
理论，用球面波为重建波，提出了一种不需要插值
的可变放大率波面重建方法［７，８］．该方法主要由一
次ＦＦＴ及一次快速Ｆｏｕｒｉｅｒ逆变换（ＩＦＦＴ）完成，以

下简称ＤＦＦＴ法．由于Ｆｒｅｓｎｅｌ衍射积分是角谱衍射
公式的傍轴近似表达式［３］，ＤＦＦＴ法也可以使用
Ｆｒｅｓｎｅｌ衍射积分的卷积算法实现．

由于满足取样定理的计算才是正确的计算，为
便于实际应用，我们对ＤＢＦＴ及ＤＦＦＴ算法满足取
样定理的条件进行了研究．结果表明，ＤＢＦＴ算法只
在极特殊的情况下才能满足取样定理．由于“频谱
混叠”效应［５］，在通常情况下ＤＢＦＴ算法重建物光场
的质量不高．反之，ＤＦＦＴ算法较容易满足取样定
理，能够较好地重建物光场．

本文对上述两种可变放大率重建算法进行简
要介绍，讨论满足取样定理的条件，给出相应的实
验证明．

２ ＤＢＦＴ重建算法及取样条件讨论
　 　 对数字全息检测系统建立直角坐标Ｏｘｙｚ，令ｚ
＝ ０平面对应ＣＣＤ平面，ｚ ＝ ｄ是某观测平面，到达
观测平面的物光复振幅Ｕ ｄ ｘｄ，ｙ( )

ｄ 可由Ｆｒｅｓｎｅｌ衍
射近似表出［３］
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其中，ｉ ＝ －槡１，ｋ ＝ ２π ／ λ，λ为光波长．
令Ｌ为ＣＣＤ面阵宽度，Ｎ为取样数，当用一次

ＦＦＴ对（１）式计算时，计算结果的物理宽度满足［４，５］

Ｌｄ ＝ λｄＮ ／ Ｌ． （２）
　 　 如果期望得到物理宽度Ｌ ｖ的衍射场，令ｄ ＝
ｄ１ ＋ ｄ２，将距离ｄ的衍射分解为经距离ｄ１衍射后再
进行距离ｄ２的衍射“接力”计算．这时，两次计算得
到的物理宽度分别满足

Ｌ１ ＝ λＮｄ１ ／ Ｌ， （３）
Ｌ ｖ ＝ λＮｄ２ ／ Ｌ１， （４）

于是得到
ｄ１ ＝

ｄＬ
Ｌ ｖ ＋ Ｌ

． （５）
由此可见，选择不同的重建距离ｄ１ 和ｄ２，就能让不
同色光的重建物像有相同的尺寸．这就是ＤＢＦＴ算
法的基本原理．

然而，对Ｆｒｅｓｎｅｌ衍射积分的一次ＦＦＴ计算的取
样研究指出［４，５］，如果Ｌ１ ≥ λｄ１槡Ｎ，（１）式积分号
前方的相位因子的取样满足取样定理；如果Ｌ１ ≤
λｄ１槡Ｎ，（１）式的积分计算满足取样定理；如果期

望整个表达式的计算满足取样定理，必须满足Ｌ１ ＝
λｄ１槡Ｎ． 因此，只在极特殊的情况下，第一次衍射计

算才能得到满足取样定理的衍射场．由于第二次衍
射计算的正确性取决于第一次计算结果的正确取
样，不满足取样定理的ＦＦＴ计算将产生“频谱混
叠”．因此，理论上ＤＢＦＴ方法通常只能得到具有“频
谱混叠”的物光场．稍后将通过波面重建实例验证
这个结论．

３ 球面波为重建波的ＤＦＦＴ重建研究

３ １ 重建方法简介
　 　 令到达ＣＣＤ 的物光复振幅为Ｕ ｘ，( )ｙ ，
ｗ ｘ，( )ｙ 是ＣＣＤ的窗口函数；参考光是与光轴有微
小夹角的平面波为

Ｒ ｘ，( )ｙ ＝ Ａ ｒ ｘ，( )ｙ ｅｘｐ ｉｋ( )[ ]ａｘ ＋ ｂｙ ，
ＣＣＤ探测到的数字全息图为

ＩＨ ｘ，( )ｙ ＝［ Ｕ ｘ，( )ｙ ２ ＋ Ｒ ｘ，( )ｙ ２

＋ Ｒ ｘ，( )ｙ Ｕ ｘ，( )ｙ

＋ Ｒ ｘ，( )ｙ Ｕ ｘ，( )ｙ ］ｗ ｘ，( )ｙ ． （６）
　 　 设重建波为半径ｒ 的单位振幅球面波

Ｒｒ ｘ，( )ｙ ＝ ｅｘｐ ｉｋ２ｒ ｘ
２ ＋ ｙ( )[ ]２ ，ｆｘ，ｆｙ为频域坐标，经

重建波照射后的数字全息图频谱可以引入ＦＦＴ符
号Ｆ｛·｝表示为

Ｆ Ｒｒ ｘ，( )ｙ ＩＨ ｘ，( ){ }ｙ
＝ Ｇ０ ｆｘ，ｆ( )

ｙ ＋ Ｇ ＋ ｆｘ，ｆ( )
ｙ ＋ Ｇ － ｆｘ，ｆ( )

ｙ ． （７）
　 　 （７）式右边依次为零级衍射光频谱、共轭物光
频谱及物光频谱，其表达式分别为
Ｇ０ ｆｘ，ｆ( )

ｙ ＝ Ｆ [｛ Ｕ ｘ，( )ｙ ２

＋ Ｒ ｘ，( )ｙ ]２ ｗ ｘ，( )ｙ Ｒｒ ｘ，( )ｙ ｝，（７ａ）
Ｇ＋ ｆｘ，ｆ( )

ｙ ＝ Ｆ｛Ｒ ｘ，( )ｙ Ｕ ｘ，( )ｙ ｗ ｘ，( )ｙ Ｒｒ ｘ，( )ｙ ｝．
（７ｂ）

Ｇ－ ｆｘ，ｆ( )
ｙ ＝ Ｆ｛Ｒ ｘ，( )ｙ Ｕ ｘ，( )ｙ ｗ ｘ，( )ｙ Ｒｒ ｘ，( )ｙ ｝．

（７ｃ）
　 　 适当设计参考光，可以从（７）式所表述的频谱
图中利用选通滤波窗分离出共轭物光频谱［３］，重建
物光场可以用衍射的Ｆｒｅｓｎｅｌ近似表示为［７，８］

Ｕ ｉ ｘ，( )ｙ ＝ Ｆ － {１ Ｐ ｆｘ，ｆ( )
ｙ Ｇ ＋ ｆｘ ＋

ａ
λ
，ｆｙ ＋ ｂ( )λ

× ｅｘｐ ｉｋｄ ｉ １ －
λ２

２ ｆ ２ｘ ＋ ｆ
２( )[ ]{ } }ｙ

，（８）
式中，Ｆ － １｛·｝是ＩＦＦＴ符号，Ｐ ｆｘ，ｆ( )

ｙ 是选通滤波
窗，ｄ ｉ 为重建距离．令ｄ０ 为记录全息图时物平面到
ＣＣＤ的距离，重建场的横向放大率为Ｍ，相关参数
满足以下两式［５，７］

ｒ ＝
Ｍｄ０
Ｍ － １

，　 ｄ ｉ ＝ Ｍｄ０ ． （９）
　 　 应用研究中，根据需要选择放大率Ｍ后，利用
（９）式求出重建波面半径ｒ及重建距离ｄ ｉ，便能利
用（８）式进行波面重建．这就是Ｆｒｅｓｎｅｌ衍射近似下
的ＤＦＦＴ重建算法．由于Ｇ －和Ｇ ＋等价地包含有物
光的信息，也可以选择Ｇ －写出等价的重建表达式．
３ ２ ＤＦＦＴ算法的取样条件研究

　 　 研究（８）式可知，Ｇ ＋ ｆｘ ＋
ａ
λ
，ｆｙ ＋ ｂ( )λ 与传递
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之积并不改变

Ｇ ＋ ｆｘ ＋
ａ
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，ｆｙ ＋ ｂ( )λ 的频谱宽度． 因此，只要对

Ｇ ＋ ｆｘ ＋
ａ
λ
，ｆｙ ＋ ｂ( )λ 的取样满足取样定理，（８）式

的离散逆ＦＦＴ将满足取样定理．考察（７ｂ）式中相关
各量容易发现，重建球面波复振幅的空间变化率通
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图１　 ＳＦＦＴ算法与ＤＢＦＴ算法重建图像的比较（１０２４ × １０２４ ｐｉｘｅｌｓ）　 （ａ）λ ＝ ６３３ ｎｍ，ＳＦＦＴ（１７９． ６９ ｍｍ × １７９． ６９ ｍｍ），
（ｂ）λ ＝ ５３２ ｎｍ，ＳＦＦＴ（１５１ ０７ ｍｍ × １５１ ０７ ｍｍ），（ｃ）中间衍射强度图像（３ ９０ ｍｍ × ３ ９０ ｍｍ），（ｄ）λ ＝ ５３２ ｎｍ，ＤＢＦＴ
（１７９． ６９ ｍｍ × １７９． ６９ ｍｍ）

常大于其余各项的空间变化率，如果球面波相位因
子ｅｘｐ ｉｋ

２ｒ ｘ
２ ＋ ｙ( )[ ]２ 在ＣＣＤ窗口函数ｗ ｘ，( )ｙ 所确

定范围内的取样满足取样定理，
Ｇ ＋ ｆｘ ＋

ａ
λ
，ｆｙ ＋ ｂ( )λ 的离散计算便满足取样定理．

由于ｅｘｐ ｉｋ
２ｒ ｘ

２ ＋ ｙ( )[ ]２ 在ｗ ｘ，( )ｙ 的边界处具
有最大的空间变化率，若满足取样定理，在
ｗ ｘ，( )ｙ 边界区域相位每变化２π 至少应有两个取
样点［４，５］．令ＣＣＤ面阵宽度为Ｌ，则有


ｘ
ｋ
２ｒ ｘ

２ ＋ ｙ( )２
ｘ ＝ Ｌ ／ ２，ｙ ＝ Ｌ ／ ２

Ｌ
Ｎ ≤ π

， （１０）

求解得
Ｎ ≥ Ｌ

２

ｒλ
． （１１）

至此，我们得到了ＤＦＦＴ重建时应满足的取样条件．

４ 实验证明
　 　 基于ＭａｃｈＺｅｈｎｄｅｒ干涉仪的基本结构，我们
在波长为５３２及６３２ ｎｍ两种激光照明下进行了实
验．实验中ＣＣＤ面阵像素数为１０２４ × １３６０，像素宽
度４ ６５ μｍ，物体是一个高度约４５ ｍｍ的彩色瓷人
头部，物体到ＣＣＤ的距离ｄ０ ＝ １３２０ ｍｍ．实际计算
中，我们采用１０２４ × １０２４像素的数字全息图进行波
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面重建．
为能够较好地从数字全息图频谱中分离出物

光或共轭物光的频谱，我们通过实验让Ｇ０，Ｇ ＋和
Ｇ －沿频谱面对角线排列，并尽可能地减小零级衍射
干扰［５］．

按照一次ＦＦＴ重建物光场的方法（简称ＳＦＦＴ
法）［５］，图１（ａ）及图１ （ｂ）给出直接对ＣＣＤ探测
的数字全息图进行距离ｄ０ 的衍射计算得到的两种
色光重建图像．可以看出，对于同一物体，两图像尺
寸不一致．根据１０２４取样点求得ＣＣＤ面阵宽度Ｌ
＝ ４ ７６ ｍｍ．按照（２）式，λ ＝ ６３３ ｎｍ的红光重建
平面的宽度是１７９． ６９ ｍｍ，而λ ＝ ５３２ ｎｍ的绿光重
建平面宽度是１５１ ０７ ｍｍ．因此，在绿光重建平面上
物体有较大的相对尺寸．

为考察ＤＢＦＴ 方法的可行性，令Ｌ ｖ ＝
１７９． ６９ ｍｍ为绿色光重建平面的预期宽度，以便与
　 　 　 　

红色光一次ＦＦＴ重建的宽度一致．由（５）式求得ｄ１
＝ ３４ ０７ ｍｍ，即ｄ２ ＝ ｄ０ － ｄ１ ＝ １２８５． ９３ ｍｍ．图１（ｃ）
是经第一次衍射计算得到的衍射场强度图像，图１
（ｄ）是再经距离ｄ２ 衍射计算获得的重建图像．可以
看出，ＤＢＦＴ法的确能够得到与图１（ａ）尺寸相匹配
的物像，然而，由于 λｄ１槡Ｎ ＝ ４ ３１ ｍｍ≠ Ｌ，存在频
谱混叠效应，重建图像上有强烈的重影干扰．

选择重建放大率Ｍ ＝ ０ ０８，即让重建像的高度
约３ ６ ｍｍ，这样重建物体的像将能较好地容纳于Ｌ
＝ ４ ７６ ｍｍ为宽度的重建平面内．根据（９）式求得
ｒ ＝ － １１４ ８ ｍｍ及ｄｉ ＝ １０５ ６ ｍｍ．容易验证，两种
色光均满足（１１）式规定的取样条件．图２（ａ）及图２
（ｂ）分别给出两种色光照明下利用ＤＦＦＴ算法重建
的结果．不难看出，无论对于红光或绿光，能够得到
尺寸相同的重建像．这为合成真彩色图像或综合多
种色光检测的信息提供了方便．

图２　 放大率Ｍ ＝ ０ ０８的ＤＦＦＴ算法重建的两种色光的物光场强度图像　 １０２４ × １０２４ ｐｉｘｅｌｓ （４ ７６ ｍｍ × ４ ７６ ｍｍ）．（ａ）λ
＝ ５３２ ｎｍ，（ｂ）λ ＝ ６３２． ８ ｎｍ

５ 结　 　 论
　 　 本文基于取样定理，对数字全息研究领域中能
避免插值误差的两种可变放大率波面重建算法进

行了理论研究，指出通过衍射“接力”的ＤＢＦＴ算法
存在的问题，导出了球面波卷积重建计算算法
ＤＦＦＴ满足取样定理的条件，并且，通过实验证明了
所得的结论．研究结果为真彩色数字全息及多波长
照明的数字全息检测研究提供了有益的参考．

［１］ Ｚｈａｏ Ｊ Ｌ，Ｊｉａｎｇ Ｈ Ｈ，Ｄｉ Ｊ Ｌ ２００８ Ｏｐｔ． Ｅｘｐｒｅｓｓ １６ ２５１４
［２］ Ｗａｎｇ Ｘ Ｌ，Ｚｈａｎｇ Ｎ，Ｚｈａｏ Ｙ Ｂ，Ｌｉ Ｚ Ｌ，Ｚｈａｉ Ｈ Ｃ，Ｚｈｕ Ｘ Ｎ　
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