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　 　 研究得到了偏离束腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中传输的解析表达式，并且得
到了其二阶矩束宽的解析解．通过例子研究了偏离束腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质
中传输性质．结果表明：非（０，ｍ）模的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束的光束形状随着传输而发生改变，并以Δｚ ＝ πｚｃ 为
周期做周期性演化．而（０，ｍ）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在演化过程中则形状保持不变，仅改变光束宽度；不论
功率多大，在偏离束腰入射条件下总是表现为呼吸子；只有当其为束腰入射，并且入射功率等于临界功率时才能形
成孤子．
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１ 引 言
光束在非线性介质中传输时，若介质对光场的

非线性响应不仅与该点的光场有关，而且与空间其
他点处的光场有关，则称此介质为空间非局域非线
性介质． 非线性响应的空间范围越大，介质的非局
域性就越强．根据光束束宽与介质非线性响应函数
特征长度的相对大小，可将非线性介质分为局域、
弱非局域、一般性非局域和强非局域四大类［１］．近
年来，光束在强非局域非线性介质中的传输得到了
广泛的关注． １９９７年，Ｓｎｙｄｅｒ和Ｍｉｔｃｈｅｌｌ［２］在强非局
域条件下对非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程进行了线性化，
得到了著名的ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型

２ｉｋ ｚΦ ＋ （ ｘｘ ＋  ｙｙ）Φ － ｋ２γ２Ｐ０ ｒ２Φ ＝ ０，（１）
其中γ为材料常数． ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型的提出，极
大地简化了强非局域非线性介质中的光传输问题，
进而掀起了研究空间光孤子的热潮［３—１９］．最近十余
年里，在理论上已经得到了环型孤子［４］、多极孤

子［３］、旋转孤子［５］等多种孤子解；实验上，在液晶和
铅玻璃等强非局域介质中观察到了多种孤子结构
及其相互作用［６—１０］．

过去十余年对强非局域非线性介质中光束传
输问题的研究，基本都局限于孤子和呼吸子问题，
即传输过程中形状保持不变光束的传输问题．对于
孤子和呼吸子问题，分离变量法［１０—１５］和变分
法［１６—１９］是常用和行之有效的数学处理方法，但不适
用于处理形状变化的光束的传输问题．因此很少涉
及传输过程中形状变化的光束在强非局域非线性
介质中传输的研究．

本文研究了一类形状随传输而改变的光束在
强非局域非线性介质中的传输．我们从光束在自由
空间传输和在强非局域非线性介质中传输的对应
关系出发，得到了柱坐标下强非局域非线性介质中
偏离束腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束解，分
析了偏离束腰入射的高阶模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ
光束的形状以及束宽的演化，得到了强非局域非线
性介质中复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束的传输规律．
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２．强非局域非线性介质中的复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束解

　 　 为了不失一般性，我们考虑从自由空间偏离束
腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非
线性介质中的演化．设入射面在ｚ ＝ ０处，复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束的束腰位于ｚ ＝ ｚ ｓ 处，ｚ ｓ ＞ ０表示
复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束从束腰前入射；ｚ ｓ ＝ ０表
示复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束从束腰位置入射；ｚ ｓ ＜
０表示复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束从束腰后入射．

在自由空间中，复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ 光
束［２０，２１］可表示为
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当然，也可表述为另一种形式
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在（２）式和（３）式中，Ａｎｍ为与功率相关的归一化系
数，由Ｐ０ ＝ ∫

２π
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Ψ ｎｍ（ｒ，，ｚ） ２ ｒｄｒｄ决定，ｚＲ ＝

１
２
ｋｗ２０为Ｒａｙｌｅｉｇｈ距离，ｋ为波数，Ｌｎｍ代表（ｎ，ｍ）阶

的Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式．实际上，任意同阶的（２）和（３）
式的线性组合都可以称之为复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ
光束． 在本文中仅取（２）式所表示的复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束作为研究对象，其他形式的相
关规律可依此类推．

直接求解（１）式得到强非局域非线性介质中复
宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束的解在数学处理上非常复

杂．在这里基于之前的工作，用另一种办法来得到
其解析解．文献［２２］从描述光束在自由空间的衍射
方程和描述光束在强非局域非线性介质中传输的
非线性Ｓｃｈｒｄｉｎｇｅｒ方程出发，得到了光束在自由空
间中传输和在强非局域非线性介质中传输的对应
关系［２２］为

Φ（ｒ，ｚ）＝ Ｆ１Ｆ２ × Ψ（Ｆ１ ｒ，Ｆ３）， （４）
其中
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Ψ和Φ分别代表光束在自由空间和在强非局域非
线性介质中的场分布，ｚｃ 并不是一个常数，是随着入
射功率变化的．将（２）和（５）式代入（４）式，可以得
到偏离束腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强
非局域非线性介质中场的演化：
Φ ｎｍ（ｒ，，ｚ）＝ Ａｎｍ（－ １）ｎ ＋α（ｍ ＋１）ｎ！Ｇ（ｚ）ｎ ＋ｍ ＋１

× １ ＋ ｔａｎ２ ｚ
ｚ( )[ ]
ｃ

ｎ ＋ｍ ＋１

× ｒ
ｗ( )
０

ｍ

Ｌｍｎ Ｃ（ｚ）ｒ
２

ｗ[ ]２
０

× ｅｘｐ － Ｃ（ｚ）ｒ
２

ｗ２０
－ ｉｋＦ（ｚ）ｒ[ ２

＋ ｉｍ ] ， （６）
其中

Ｇ（ｚ）＝ ｚＲ

ｚＲ － ｉ ｚｃ ｔａｎ
ｚ
ｚ( )
ｃ

－ ｚ[ ]ｓ
，

Ｃ（ｚ）＝
ｚＲ １ ＋ ｔａｎ

２ ｚ
ｚ( )[ ]
ｃ

ｚＲ － ｉ ｚｃ ｔａｎ
ｚ
ｚ( )
ｃ

－ ｚ[ ]ｓ
，

Ｆ（ｚ）＝
１ ＋ ｔａｎ２ ｚ

ｚ( )
ｃ

２ｚｃ ｔａｎ
ｚ
ｚ( )
ｃ

＋ １ ／ ｔａｎ ｚ
ｚ( )[ ]
ｃ

．

（７）

　 　 下面基于（６）式，对复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束
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在强非局域非线性介质中的传输性质进行详细的
研究．

３ 强非局域非线性介质中复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束形状的演化

　 　 在自由空间中，（ｎ，ｍ）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ
光束，当ｎ ＝ ０，ｍ ＝ ０，１，２，…时，（０，ｍ）模复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在传输过程中形状保持不变；而
当ｎ≠０，ｍ ＝ ０，１，２，…时，（ｎ，ｍ）模复宗量Ｌａｇｕｅｒｒｅ
Ｇａｕｓｓ光束在传输过程中形状会发生变化．可以预
计，在强非局域非线性介质中也有相应的演化规
律．为讨论方便，将强非局域非线性介质中的复宗
量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束分成两类，通过例子分别进
行讨论．
３ １ ｎ≠０时，（ｎ，ｍ）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光

束在强非局域非线性介质中的演化
　 　 图１表示不同功率入射时，强非局域非线性介
质中（２，０）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束正交于传
输轴线截面ｘ方向上的强度分布，其中光束中心点
位于传输轴线上．从图１可以看出，光束形状的演化
有如下规律．

１）ｎ≠ ０ 时，与其自由传输相类似，复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中传输

时形状也是不断变化的．但与自由传输不同的是，
在强非局域非线性介质中，复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ
光束以Δｚ ＝ πｚｃ 做周期性演化．

２）在入射位置相同的情况下，入射功率越大，
复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束的压缩效应就越明显．
这是因为，入射功率越大，材料非线性效应所产生
的非线性折射率梯度就越大，光束自陷越明显．

３）一个周期内，入射功率不同，对应图样出现的
位置也不同．在ｚ ／ ｚｃ ＝ ０到ｚ ／ ｚｃ ＝ ０ ５π的传输过程
中，对于同一光束图样，入射功率越小，图样出现得越
快，入射功率越大，图样出现得越慢；而在ｚ ／ ｚｃ ＝ ０ ５π
到ｚ ／ ｚｃ ＝ π的传输过程中，同一图样出现的快慢与之
相反．以Ｐ０ ＝ Ｐｃ 时强非局域非线性介质中的复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束图样演化作为参考，可以看到，在
ｚ ／ ｚｃ ＝ ０到ｚ ／ ｚｃ ＝ ０ ５π的传输过程中，Ｐ０ ＝ Ｐｃ 时，图
样出现的位置分别为ｚ ／ ｚｃ ＝ ０ ２５π，０ ３１π，０ ３８π；而
当Ｐ０ ＜ Ｐｃ 时，与Ｐ０ ＝ Ｐｃ 对应的图样出现在ｚ ／ ｚｃ ＝
０ ２０π，０ ２６π，０ ３３π的位置，与Ｐ０ ＝ Ｐｃ 相比，对应图
样出现得较快；而当Ｐ０ ＞ Ｐｃ 时，与Ｐ０ ＝ Ｐｃ 对应的图
样出现在ｚ ／ ｚｃ ＝ ０ ３１π，０ ３６π，０ ４１π的位置，与Ｐ０ ＝
Ｐｃ 相比，对应图样出现得较慢．从０ ５π到π的传输
与从０到０ ５π的传输图样出现的快慢恰好相反．因
为光束在强非局域非线性介质中从０到０ ５π的传输
相当于在自由空间从初始位置到无穷远处的传输；而
从０ ５π到π的传输相当于光束在自由空间从无穷
远处传回初始位置［２３］．

图１　 ｎ ＝ ２，ｍ ＝ ０，ｚｓ ＝ ０，不同功率入射时，强非局域非线性介质中复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束正交于传输轴线上的光强分布　 Ｐ０ ＝ ０ ５Ｐ ｃ
（上排）；Ｐ０ ＝ Ｐ ｃ（中排）；Ｐ０ ＝ ２Ｐ ｃ（下排）；ｚｃ ＝ １ ／ Ｐ槡０ γ，Ｐ ｃ ＝ １ ／ ｋ２ γ２ ｗ４０

　 　 ４）无论入射功率多大，在相同的位置Δｚ ＝
０ ５πｚｃ 处，光束形状是一样的，都呈现双峰结构．原

因是，在强非局域非线性介质中，复宗量Ｌａｇｕｅｒｒｅ
Ｇａｕｓｓ光束从０传输到０ ５π相当于初始场做了一
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次Ｆｏｕｒｉｅｒ变换［２３］．
图２表示入射位置不同时，一个周期内（４，２）

模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介
质中的传输演化．从图中可以看到一个有趣的现

象：对于非束腰入射ｚ ｓ ＝ ± ０ ５ｚＲ 的情况，从ｚ ｓ ＝
－ ０ ５ｚＲ处入射的演化相当于从ｚ ｓ ＝ ０ ５ｚＲ 处入射的
逆演化．实际上，对于其他入射位置对称的情况，也
有这样的规律．

图２　 ｎ ＝ ４，ｍ ＝ ２，Ｐ０ ＝ Ｐ ｃ 时，强非局域非线性介质中偏离束腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束沿传输轴方向的演化　
（ａ）ｚｓ ＝ － ０ ５ ｚＲ，（ｂ）ｚｓ ＝ ０ ５ ｚＲ

３ ２ ｎ ＝ ０时，（ｎ，ｍ）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光
束在强非局域非线性介质中的演化

　 　 当ｎ ＝ ０时，由方程（６）表征的强非局域非线性
介质中传输的偏离束腰入射的复宗量Ｌａｇｕｅｒｒｅ
Ｇａｕｓｓ光束退化为强非局域非线性介质中传输的
（０，ｍ）模标准ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ呼吸子：

Φ０ｍ（ｒ，，ｚ）＝ Ａ０ｍ
ｗ０
ｗ（ｚ）

（－ １）α（ｍ ＋１）ｒ
ｗ（ｚ[ ]）

ｍ

× ｅｘｐ － ｒ２

ｗ２（ｚ( )）
× ｅｘｐ ｉｋｒ

２

２Ｒ
－ ｉψ（ｚ）＋ ｉｍ[ ] ，（８）



其中

ｗ（ｚ）＝
ｗ０ １ ＋

ｚｃ
ｚＲ
ｔａｎ ｚ

ｚ( )
ｃ

－
ｚ ｓ
ｚ[ ]
Ｒ

{ }
２ １ ／ ２

１ ＋ ｔａｎ２ ｚ
ｚ( )[ ]
ｃ

１ ／ ２ ， （９）

Ｒ（ｚ）＝ １

１ ＋ ｔａｎ２ ｚ
ｚ( )
ｃ

１
１

ｚｃ ｔａｎ
ｚ
ｚ( )
ｃ

－ ｚ[ ]ｓ １ ＋ １ ｚｃ
ｚＲ
ｔａｎ ｚ

ｚ( )
ｃ

－
ｚ ｓ
ｚ[ ]
Ｒ

{ }
２ －

１

ｚｃ ｔａｎ
ｚ
ｚ( )
ｃ

１ ＋ １ ｔａｎ ｚ
ｚ( )
ｃ

[ ]２
，（１０）

ψ（ｚ）＝（ｍ ＋ １） απ ＋ ａｒｃｔａｎ ｚｃ
ｚＲ
ｔａｎ ｚ

ｚ( )
ｃ

－
ｚ ｓ
ｚ[ ]{ }
Ｒ

． （１１



）

由（８）式知，对于非束腰入射，无论是束腰前入射还
是束腰后入射，也不管功率是多大，（０，ｍ）模复宗
量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中都
表现为呼吸子，并且周期为Δｚ ＝ πｚｃ，如图３所示．
而当（０，ｍ）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束从束腰位
置入射至强非局域非线性介质中，并且Ｐ０ ＝ Ｐ ｃ 时，
方程（８）进一步简化为（０，ｍ）模标准ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ
光束孤子解［４］：

Φ０ｍ（ｒ，，ｚ）＝ Ａ０ｍ（－ １）α（ｍ ＋１） ｒ
ｗ( )
０

ｍ

ｅｘｐ － ｒ
２

ｗ{ ２
０

＋ ｉ ｍ ＋ （ｍ ＋ １） ｚｚ[ ] }
ｃ

． （１２）
由图（４）可以看出，当ｎ ＝ ０，Ｐ０ ＝ Ｐ ｃ时，束腰入射的
各阶复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在传输过程中均保
持不变，形成孤子．不同的是，随着阶次ｍ的增大，
光束中心暗区也随之增大．
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图３　 ｎ ＝ ０，Ｐ０ ＝ Ｐ ｃ，不同位置入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中的演化　 （ａ）ｍ ＝ １，ｚｓ ＝ ｚＲ；（ｂ）ｍ ＝ ３，
ｚｓ ＝ ｚＲ；（ｃ）ｍ ＝ １，ｚｓ ＝ － ｚＲ；（ｄ）ｍ ＝ ３，ｚｓ ＝ － ｚＲ

图４　 ｎ ＝ ０，Ｐ０ ＝ Ｐ ｃ，ｚｓ ＝ ０束腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中沿传输轴方向的演化　 （ａ）
ｍ ＝ １，（ｂ）ｍ ＝ ３

４ 偏离束腰入射的复宗量Ｌａｇｕｅｒｒｅ
Ｇａｕｓｓ光束束宽的演化

　 　 研究光束在介质中的传输，束宽是一个重要的
参数．对于传输过程中形状不变的（０，ｍ）模复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束，无论是束腰入射还是非束腰入
射，都可以根据方程（９）得到二阶矩束宽：

Ｗ ２
０ｍ（ｚ）＝

（ｍ ＋ １）ｗ２０ １ ＋ ｚｃ
ｚＲ
ｔａｎ ｚ

ｚ( )
ｃ

－
ｚｓ
ｚ[ ]
Ｒ

( )
２

１ ＋ ｔａｎ２ ｚ
ｚ( )
ｃ

． （１３）

　 　 而对于非（０，ｍ）模的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光
束，因为传输过程中光束形状会发生改变，很难直
接通过方程（６）得到束宽演化的解析表达式．因为
在强非局域条件下，传输方程可简化为线性化
ＳｎｙｄｅｒＭｉｔｃｈｅｌｌ模型［２］，因此我们可以将传输过程
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看做是一个线性的光学系统，再借鉴ＡＢＣＤ光学系
统的光束宽度演化规律来研究非（０，ｍ）模的复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中的束
宽演化．

光束在ＡＢＣＤ光学系统中的传输可以用Ｃｏｌｌｉｎｓ
公式［２４］来描述．当Ｃｏｌｌｉｎｓ公式中的变换矩阵为Ａ１
＝ １，Ｂ１ ＝ Ｌ，Ｃ１ ＝ ０，Ｄ１ ＝ １时，Ｃｏｌｌｉｎｓ公式简化为
Ｆｒｅｓｎｅｌ衍射积分公式，用于处理近轴标量光束在自
由空间中的传输问题．当变换矩阵变为［２４，２５］

Ａ２ ＝ ｃｏｓτｚ，
Ｂ２ ＝

１
τ
ｓｉｎτｚ，

Ｃ２ ＝ － τｓｉｎτｚ，
Ｄ２ ＝ ｃｏｓτｚ，
τ ＝ Ｐ槡０γ．

（１４）

Ｃｏｌｌｉｎｓ公式则演化为分数Ｆｏｕｒｉｅｒ变换．因为光束在
强非局域非线性介质中的传输可以看作是自诱导
的分数Ｆｏｕｒｉｅｒ变换［２３］，因此强非局域非线性介质
也可以看作是一个ＡＢＣＤ光学系统，其矩阵元分别
对应（１４）式中的Ａ２，Ｂ２，Ｃ２，Ｄ２ ．

偏离束腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在
强非局域非线性介质中的传输可以看做是光束从
束腰位置开始，先后经过两个ＡＢＣＤ光学系统，如图
５所示．

图５　 偏离束腰入射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非
线性介质中传输的等价传输系统　 ＦＳ代表自由空间；ＳＮＮ代表
强非局域非线性介质；Ｗ１ 为束腰面１处的二阶矩束宽；Ｗ２ 为强
非局域非线性介质入射面２处的二阶矩束宽；Ｗ３ 为偏离束腰入
射的复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中传输
时的二阶矩束宽

ＡＢＣＤ光学系统中束宽的演化可表示为［２６］

Ｗ２２ ＝ Ａ
２Ｗ２１ ＋ ２ＡＢＶ１ ＋ Ｂ

２Ｕ１， （１５）
　 　 其中

Ｕ１ ＝
１
Ｐ０
λ( )π

２

∫
＋∞

－∞

ｕ（ｘ）
ｘ

２

ｄｘ，

Ｖ１ ＝
４
Ｐ０∫

＋∞

－∞
ｘ φ（ｘ）

ｘ

２

ψ２（ｘ）ｄｘ． （１６）
ｕ（ｘ），ψ（ｘ），φ（ｘ）分别代表光束的初始场分布、振

幅和相位，Ｗ１ 表示初始二阶矩束宽，对于束腰入射
有Ｖ１ ＝ ０．

先求束腰处的二阶矩束宽．复宗量Ｌａｇｕｅｒｒｅ
Ｇａｕｓｓ光束在束腰面１处的场分布为

Ψ ｎｍ（ｒ，，０）＝ Ａｎｍ（－ １）ｎ ｎ！ ｒ
ｗ( )
０

ｍ

Ｌｍｎ
ｒ２

ｗ( )２
０

× ｅｘｐ － ｒ
２

ｗ２０
＋ ｉｍ( ) ． （１７）

利用Ｌａｇｕｅｒｒｅ多项式的变换公式：
Ｌｍｎ（ρ）＝ 

ｎ

ｐ ＝ ０
（－ １）ｐ ｎ ＋ ｍ( )ｎ － ｐ

ρｐ

ｐ！，

将方程（１７）化为
Ψ ｎｍ（ｒ，，０）＝ Ａｎｍ（－ １）ｎ ｎ！ ｒ

ｗ( )
０

ｍ

× ｅｘｐ － ｒ
２

ｗ２０
＋ ｉｍ( )

×
ｎ

ｐ ＝ ０

（－ １）ｐ
ｗ２ｐ０ ｐ！

ｎ ＋ ｍ( )ｎ － ｐ
ｒ２ｐ，（１８）

光强为
Ｉ ＝ ｜ Ψ ｎｍ（ｒ，，０）｜ ２

＝ Ａ２ｎｍ（ｎ！）２ ｒ
ｗ( )
０

２ｍ

ｅｘｐ － ２ｒ
２

ｗ( )２
０

× 
ｎ

ｐ ＝ ０

（－ １）ｐ
ｗ２ｐ０ ｐ！

ｎ ＋ ｍ( )ｎ － ｐ
ｒ２{ }ｐ

２

． （１９）

令ａｐ ＝（－ １）ｐ
ｎ ＋ ｍ
ｎ －( )ｐ ／ ｗ２ｐ０ ｐ！，并利用公式


∞

ｋ ＝ ０
ａｋ ｘ( )ｋ ｎ ＝

∞

ｋ ＝ ０
ｃｋ ｘ

ｋ，ｃ０ ＝ ａｎ０，

ｃｍ ＝
１
ｍａ０

ｍ

ｋ ＝ １
（ｋｎ － ｍ ＋ ｋ）ａｋ ｃｍ －ｋ

（ｍ ≥ １，ｎ ∈ Ｎ），
得到功率：

Ｐ０ ＝ Ａ
２
ｎｍ（ｎ！）２ｗ０

ｎ

ｐ ＝ ０
ｃｐ２

－（ｍ ＋ｐ ＋ ３２ ）

× ｗ２ｐ０ Γ ｍ ＋ ｐ ＋( )３２ ，
其中Γ（ｘ）为Ｇａｍｍａ函数．则束腰面１处的二阶矩
束宽Ｗ２１ 为

Ｗ２１ ＝
２ｗ２０

ｎ

ｐ ＝ ０
ｃｐ２

－ ｐｗ２ｐ０ Γ ｍ ＋ ｐ ＋( )３２

ｎ

ｐ ＝ ０
ｃｐ２

－ ｐｗ２ｐ０ Γ ｍ ＋ ｐ ＋( )１２
， （２０）

其中利用了积分公式
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∫
＋∞

－∞
ｘｍｅｘｐ（－ βｘｎ）ｄｘ ＝ Γ（γ）

ｎβγ
γ ＝ ｍ ＋ １( )ｎ

．

将（１８）式代入方程（１６），并利用公式


∞

ｋ ＝ ０
ａｋ ｘ

ｋ
∞

ｋ ＝ ０
ｂｋ ｘ

ｋ ＝ 
∞

ｋ ＝ ０
ｃｋ ｘ

ｋ

ｃｎ ＝ 
ｎ

ｋ ＝ ０
ａｋ ｂｎ － ｋ，

可以得到复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在束腰面１处的
Ｕ１



：

Ｕ１ ＝
２ｗ２０

ｎ

ｐ ＝ ０
ｗ２ｐ０ ２

－ ｐ ｃｐΓ ｍ ＋ ｐ ＋( )３２ － ２ｄｐΓ ｍ ＋ ｐ ＋( )１２ ＋ ｅｐΓ ｍ ＋ ｐ －( )[ ]１
２

ｚ２Ｒ
ｎ

ｐ ＝ ０
ｗ２ｐ０ ２

－ ｐ ｃｐΓ ｍ ＋ ｐ ＋( )１２
， （２１



）

将计算得到的束腰面１处对应的二阶矩束宽Ｗ２１，
Ｕ１，Ｖ１ ＝ ０以及自由空间传输对应的ＡＢＣＤ矩阵Ａ１
＝ １，Ｂ１ ＝ － ｚ ｓ，Ｃ１ ＝ ０，Ｄ１ ＝ １代入方程（１５），可以得
到强非局域非线性介质的入射面２处的二阶矩束宽
Ｗ２２ 为

Ｗ２２ ＝ Ｗ
２
１ ＋ ｚ

２
ｓＵ１， （２２）

Ｖ２，Ｕ２ 分别为［２６］

Ｖ２ ＝ Ａ１Ｃ１Ｗ
２
１ ＋ （Ａ１Ｄ１ ＋ Ｂ１Ｃ１）Ｖ１ ＋ Ｂ１Ｄ１Ｕ１

＝ － ｚ ｓＵ１， （２３）
Ｕ２ ＝ Ｃ

２
１Ｗ

２
１ ＋ ２Ｄ１Ｃ１Ｖ１ ＋ Ｄ

２
１Ｕ１ ＝ Ｕ１ ． （２４）

将方程（２０）—（２４）以及方程（１４）再次代入方程
（１５），可以得到偏离束腰入射的非（０，ｍ）模复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中传输
时的二阶矩束宽Ｗ２３


为

Ｗ２３ ＝ Ａ
２
２Ｗ

２
２ ＋ ２Ａ２Ｂ２Ｖ２ ＋ Ｂ

２
２Ｕ２

＝ ｃｏｓ２ τｚ

ｎ

ｐ ＝ ０
ｃｐ２

１ － ｐｗ２（ｐ ＋ １）０ Γ ｍ ＋ ｐ ＋( )３２

ｎ

ｐ ＝ ０
ｃｐ２

－ ｐｗ２ｐ０ Γ ｍ ＋ ｐ ＋( )１２
＋ － ｚ ｓ ｃｏｓτｚ ＋

ｓｉｎτｚ( )τ

２

×

ｎ

ｐ ＝ ０
２１ － ｐｗ２（ｐ ＋ １）０ ｃｐΓ ｍ ＋ ｐ ＋( )３２ － ２ｄｐΓ ｍ ＋ ｐ ＋( )１２ ＋ ｅｐΓ ｍ ＋ ｐ －( )[ ]１

２

ｚ２Ｒ
ｎ

ｐ ＝ ０
ｃｐ２

－ ｐｗ２ｐ０ Γ ｍ ＋ ｐ ＋( )１２
． （２５



）

我们看到，正如（０，ｍ）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束
一样，非（０，ｍ）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非

局域非线性介质中传输时的二阶矩束宽也与阶数
（ｎ，ｍ）有关．

图６　 不同位置入射时，（１，１）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中传输时二阶矩束宽与传输距离的关
系　 （ａ）ｚｓ ＝ － ｚＲ，（ｂ）ｚｓ ＝ ０，（ｃ）ｚｓ ＝ ｚＲ ．曲线ａ Ｐ０ ＝ ０ ２５Ｐ ｃ，曲线ｂ Ｐ０ ＝ Ｐ ｃ，曲线ｃ Ｐ０ ＝ ４Ｐ ｃ

　 　 图６演示了（１，１）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光 束在强非局域非线性介质中的二阶矩束宽演化．从
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图６可以看出，与光束形状的演化相同，二阶矩束宽
也是以Δｚ ＝ πｚｃ 为周期做周期性变化．当入射位置
相同时，（１，１）模复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束随着入
射功率的增大，二阶矩束宽越来越小．当ｚ ｓ ＜ ０（表示
光束是从束腰后面入射）时，无论功率多大，复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束总是先展宽再压缩（图６（ａ））；
而当ｚ ｓ ＞ ０（表示光束是从束腰前面入射）时，则总
是先压缩到最小然后再展宽（图６（ｃ））．

５ 结 论
本文得到了柱坐标下偏离束腰入射的复宗量

ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中的场
分布解析解． 并得到了偏离束腰入射的复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质中二阶
矩束宽演化的解析表达式． 结合例子，讨论了高阶
复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在强非局域非线性介质
中的传输性质．研究表明：非（０，ｍ）模的复宗量
ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束的光束形状随着传输而发生改
变，并以Δｚ ＝ πｚｃ 为周期做周期性演化．而（０，ｍ）模
复宗量ＬａｇｕｅｒｒｅＧａｕｓｓ光束在演化过程中则形状保
持不变，仅改变光束宽度；不论功率多大，在偏离束
腰入射条件下总是表现为呼吸子；只有当其为束腰
入射，并且入射功率等于临界功率时才能形成孤子．
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