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　 　 从电子束一维稳态传输的电势非线性Ｐｏｉｓｓｏｎ方程出发，推导了圆柱波导内实心束和环形束空间极限电流与
电子入射电势的依赖关系，给出了数值求解方法和解的特征，分析比较了数值计算与现有解析公式及粒子模拟的
结果．考虑电子的横向运动，对数值方法进行了二维修正，计算结果与粒子模拟结果具有很好的一致性．说明利用
数值方法计算电子电势非线性微分方程能够得到更精确的电子束在圆柱波导内的空间极限电流；另外，对其他形
状的波导，尤其是难以得到解析式的情况，根据实际几何结构设置边界条件，数值方法可以方便地给出束流传输特
性，对设计新型结构的高功率微波器件提供理论指导．
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国家高技术研究发展计划资助的课题．
 Ｅｍａｉｌ：ｌｊｏｆｎｕｄｔ＠ １６３ ｃｏｍ

１ 引 言
高功率微波器件的电子束空间极限电流是设

计器件时需要考虑的重要参数，国内外研究人员针
对电子束在不同结构的波导内的空间极限电流开

展了广泛的理论研究［１—１３］．早期的高功率微波器件
主要利用圆柱波导传输电子束，Ｂｏｇｄａｎｋｅｖｉｃｈ等在
电子束一维运动、电子束流密度为常数、电子束内
电子数密度均匀的假设条件下，推导出如下实心电
子束和环形电子束在圆柱波导内传输时空间极限
电流的解析式［３，１４］


：
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式中Ｉ ｓｓｃｌ，Ｉｈｓｃｌ分别表示圆柱波导内实心束和环形束的
空间极限电流，ｍ，ｅ分别是电子质量和单位电荷，γ０
是电子在漂移管入口处的相对论因子，Ｒ是圆柱波
导管的内半径，ｒ ｉｎ，ｒｏｕｔ分别是电子束的内外径．
（１）和（２）式是设计虚阴极振荡器时引用最为广泛
的强流电子束空间极限电流表达式．

但是，电子层流平衡的运动方程指出［１］，电子
束内靠近束外层的电子较内层电子具有更快的运
动速度，即电子速度在径向是非均匀分布的．由电
子束流密度为常数，即ｊ ＝ ｅｎ（ｒ）ν（ｒ）＝ ｃｏｎｓｔ，易知电
子的数密度在径向也为非均匀分布． 这说明

Ｂｏｇｄａｎｋｅｖｉｃｈ等［３］的模型中电子束内电子数密度均
匀的假设不合理．此外，由于电子束空间电荷效应，
电子在传输过程中会发生箍缩，理论和实验均发现
电子束内靠近轴线附近的电子密度ｎ ｅ 大，而外层的
ｎ ｅ 低，即电子数密度径向分布不均匀［１５，１６］．

Ｇｅｎｏｎｉ等［１７］针对电子数密度非均匀分布的情
况，提出了用迭代法求解圆柱波导内实心束的空间
极限电流，但是仅仅得到了束半径远远小于波导半
径时的结果，对束半径与波导半径可以比拟的情
况，由于第二级迭代出现复杂的超几何函数，即便
使用数值方法也很难求解．
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本文在Ｂｏｇｄａｎｋｅｖｉｃｈ模型的基础上，考虑电子
数密度非均匀分布，因此电子电势满足的Ｐｏｉｓｓｏｎ方
程为非线性偏微分方程．利用数值方法进行求解，
得到更接近于实际的电子束空间极限电流，并与电
子数密度均匀条件下得到的解析计算结果进行比
较．其次，考虑粒子模拟和实验研究中，电子束在轴
向有限磁场导引下，电子具有横向运动的情况，对
数值计算进行二维修正，并用粒子模拟对计算结果
进行验证．求解方法和编程计算结果从理论上为设
计高功率微波器件提供更精确的电子束空间极限
电流．

２ 理论模型
　 　 圆柱波导内环形电子束和实心电子束传输的
理论分析模型分别如图１和图２所示．在一维模型
的条件下，波导为无限长，外加轴向无限大导引磁
场．由于导引磁场约束电子沿轴向运动，克服了空
间电荷场导致的径向扩散，因此认为电子近似为一
维运动，即忽略其径向和角向运动，只考虑轴向速
度分量ν ｚ ．

图１　 圆柱波导内环形电子束传输示意图

图２　 圆柱波导内实心电子束传输示意图

描述电子束运动的基本方程为
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将（４）、（５）和（６）式代入（３）式可得环形电子束内
部电势分布的微分方程
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　 　 对（７）式，若假设电子均匀分布，即得到
Ｂｏｇｄａｎｋｅｖｉｃｈ的解析表达式，如（２）式所示．同理，将
（４），（５）和（６ｂ）式代入（３）式可得实心电子束内部
电势分布的微分方程
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（１０）式在电子均匀分布的假设下［３］，或者利用文献
［１７］的方法，将微分方程化为积分方程，然后用迭
代法求解，第一级迭代后，即得到Ｂｏｇｄａｎｋｅｖｉｃｈ的解
析表达式，即（１）式．

但是，由（５）式易知，电势的径向不均匀分布导
致电子轴向速度径向不均匀，而在束流恒定的情况
下，由（６）式可知，电子密度ｎ ｅ 在径向也非均匀分
布．另外，求解（９）式用迭代法进行第二步迭代时，
将出现复杂的超几何函数，计算困难，因此此法仅
在一级迭代下有意义．而一级迭代满足精度要求的
条件是束半径远远小于波导内径，对不满足上述条
件的束分布，（１）式的误差也较大．下一节将给出利
用边界条件（８）和（１０）式直接求解电势二阶非线性
微分方程（７）和（９）式的数值方法，从而得到空间极
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限电流更精确的解．

３ 数值求解
　 　 以环形束的情况为例，说明数值求解的思路，
实心电子束的情况类似，不再累述．

在圆柱坐标系下，（７）式可以进一步展开为
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当电子束结构参数ｒ ｉｎ，ｒｏｕｔ和输入能量γ０ 确定，并设
定电子束流Ｉｂ，（１１）式即为电势关于径向坐标分
量ｒ的二阶非线性微分方程．利用打靶法确定出
（ｒ≤ｒ ｉｎ）的常数，然后将此作为微分方程的边界条
件，求解在不同束流下的电势分布（Ｉｂ）．当电势极
小值等于电子输入电势时，

ｍｉｎ（Ｉｂ）＝  ｃ ＝
（γ０ － １）ｍｃ２

ｅ
． （１２）

根据能量守恒，电势极小值附近的电子速度为零，
则此时的束流即为该输入电势 ｃ 所对应的空间电
荷极限电流，从而可以求得电子束空间极限电流随
电子输入电势Ｕ的变化关系．

４ 计算结果及分析
　 　 利用上节介绍的数值计算方法，求得内径５ ５
ｃｍ圆柱波导内，环形电子束内外径分别为２ ５和
３ ５ ｃｍ和实心电子束半径为３ ５ ｃｍ时，电子束空
间极限流随Ｕ的变化，如图３和图４所示．

从图３和图４可以发现，在电子一维运动的假
设条件下，对非线性微分方程进行数值计算得到的
空间极限电流与电子束输入电势的依赖关系与解
析表达式所反映的规律一致，但是数值计算的值略
大于解析式求解的结果，而且随着Ｕ的增加，二者
的差也逐渐增加． Ｕ越大，意味着入射电子的运动速
度大，因此由轴向速度和角向自磁场产生的径向箍
缩力增大，从而增加了电子分布的不均匀性．数值
计算正是考虑了电子的实际分布，而解析表达式是
在电子均匀分布的假设条件下推导得到的，所以二
者在数值上存在差别而且随着Ｕ增加，差别增大．

另外，图３和图４还给出了２ ５Ｄ粒子模拟得
到的空间极限电流与Ｕ的依赖关系［１８］．可以发现，

图３　 圆柱波导内环形电子束空间极限电流

图４　 圆柱波导内实心电子束空间极限电流

在Ｕ较低的情况下，粒子模拟与数值计算的结果很
接近，而随着Ｕ的增加，两者之间差距明显．这主要
是因为粒子模拟考虑了电子的横向运动，而对空间
极限电流有影响的主要是电子的轴向运动，因而与
仅考虑电子轴向运动的数值计算结果存在差别．当
Ｕ较小时，电子束流也较小，因而束内电子空间电荷
效应相对较弱，电子速度的径向分量较小，故数值
计算和模拟结果非常接近；而随着Ｕ增加，电子径
向运动增强，仅考虑电子轴向运动的数值方法与模
拟结果差别增大．

图５和图６所示为Ｕ ＝ － ５１２ ｋＶ，束流以接近
或小于空间极限电流的大小传输时，由数值计算得
到的电子密度ｎ ｅ 分布．容易看出：电子束内的电子
分布不均匀，实心束内电子主要集中于轴线附近，
环形束内电子则主要集中在电子束内径处，且随着
束流增大接近空间极限电流时，电子分布的不均匀
性显著增大．因此Ｂｏｇｄａｎｋｅｖｉｃｈ等的理论模型中假
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设电子均匀分布，仅仅在束流远小于空间极限电流
时近似成立，而当束流接近空间极限电流时，必须
考虑电子分布的非均匀性，即需要用数值方法求解
非线性微分方程才能给出空间极限电流的正确
结果．

图５　 圆柱波导内环形电子束电子密度ｎ ｅ 分布　 （ａ）束流为２
ｋＡ，（ｂ）束流为８ ｋＡ，（ｃ）束流为１３ ２ ｋＡ

图７和图８所示为Ｕ ＝ － ５１２ ｋＶ，束流以接近
空间极限电流的大小传输时，由数值计算得到的电
子束内部电势和速度的径向分布，其中β ｚ 为电子的

图６　 圆柱波导内实心电子束电子密度分布　 （ａ）束流为２ ｋＡ，
（ｂ）束流为５ ｋＡ，（ｃ）束流为８ ２ ｋＡ

速度在ｚ方向分布密度．
从图７和图８中容易看出：在圆柱波导内传输

的电子束内部，电势随着半径的减小而递减，即实
心束内，电子越靠近中心轴附近，势能越大，而速度
越低；环形束内，电子越靠近内径，势能越大，而速
度越低．所以在电子束传输时，外层电子的运动速
度比内层电子快．电子速度的非均匀分布是造成虚
阴极振荡器束波功率转换效率低的原因之一．在阳
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图７　 电子束内部的电势分布的数值计算结果

图８　 束电子的速度分布的数值计算结果

极下游引入调制环的虚阴极振荡器就是利用了调
制环改变电子束外径附近场分布，以减小电子速度
的非均匀性，从而加强束波互作用强度，提高
效率［１９，２０］．

图９所示为在相同结构参数和电参数下，２ ５Ｄ
粒子模拟得到的电子束内部电势的分布．从图中容
易发现：实心电子束轴线附近电势－ ２９０ ｋＶ，环形束
内径处电势－ ３５０ ｋＶ，均大于Ｕ ＝ － ５１２ ｋＶ，即由于
空间电荷效应电子发生反射时，轴向速度为零，一
部分输入电势确实的转化为电子横向运动的动能．
而图５表明电子发生反射时，动能为零，电势能即等
于电子输入电势能．这也说明了粒子模拟和数值计
算空间极限电流的差别主要是来自于电子一维运
动的假设．

进一步考虑电子具有径向速度分量时，即轴向
导引磁场为有限值，这更接近于实际情况．则（３）式

图９　 电子束内部的电势分布的粒子模拟结果

改写为
ν２ｚ ＋ ν

２
⊥ ＝ ｃ

２ １ － γ －( )２

＝ ｃ２ １ － γ０ ＋
ｅ
ｍｃ( )２

－

[ ]
２

， （１３）
同时引入径向动量守恒

ν⊥ １ －
ν２ｚ ＋ ν

２
⊥

ｃ( )２

－１ ／ ２

＝ ν⊥０γ０ ． （１４）

由（１３），（１４）和（３）式用上节所介绍的数值方法，
同理可以得到实心束和环形束在圆柱波导内修正
后的空间电荷极限电流．图１０和图１１所示为电子
横向运动分别满足β ／ ／ ＝ ν ／ ／ｃ ＝ ０，０ ２，０ ４时圆柱波
导内环形电子束和实心电子束空间极限电流与Ｕ
的关系，其中β ／ ／ ＝ ０即对应修正前的情况．

图１０　 圆柱波导内环形电子束空间极限电流

从图１０和图１１中容易发现，当考虑电子横向
运动后，修正后的数值计算更接近于粒子模拟结
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图１１　 圆柱波导内实心电子束空间极限电流

果，而且随着横向分量的增加，即β ／ ／增大，接近程度
更高．说明将数值求解方法推广到电子三维运动的
情况是合理的．另外，需要注意的是：数值计算的方
法相对于解析式的计算精度有明显提高，但是计算
时，横向运动分量被假设为已知常数，而实际情况
中横向运动受电子束所处的电磁场结构和自身电
参数的影响，且在运动中是不断变化的，所以数值
计算的方法也存在着一定误差．只是在设计高功率
微波器件时，根据电磁场结构和束流参数，设置合
理的横向运动参数，将能够提高理论研究的精度，
从而更好地指导器件设计．

５ 结 论
尽管圆柱波导内电子束空间极限电流的解析

表达式较数值计算方法更为直观，但是电势非线性
Ｐｏｉｓｓｏｎ方程自洽地考虑了电子数密度的实际分布，
即实心束在圆柱波导内传输时，电子主要集中在轴
线附近，而环形束的电子则主要集中在束内径处；
靠近外径的电子运动速度快，而内部电子运动速度
慢．而Ｂｏｇｄａｎｋｅｖｉｃｈ等关于电子束空间极限电流的
解析计算模型是建立在束内电子均匀分布的假设
之上，因此数值方法比解析式计算更加精确．

其次，现有解析公式是在电子一维运动的假设下
推导得到的，而实际的高功率微波器件中轴向导引磁
场强度有限，电子存在横向运动分量．数值方法可以
针对电子的横向运动进行修正．计算发现，利用修正
后的数值方法得到的结果与粒子模拟趋于一致．

本文仅以电子束在圆柱波导内传输为例，介绍
了利用数值方法求解非线性微分方程从而得到电
子束的空间极限电流．对新型结构的高功率微波器
件，如同轴波导内环形电子束激励，根据几何结构
适当改变电子电势的边界条件，数值方法可以较精
确地求得同轴波导内环形束的空间极限电流，而对
其他更为复杂的波导结构，尤其是无法进行解析推
导的情况，数值方法能够为器件设计提供理论指导．
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