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　 　 基于密度泛函微扰理论（ＤＦＰＴ）结合模守恒赝势方法进行晶格动力学模拟．得到了钇铝石榴石（ＹＡＧ）的声子
态密度、分波声子态密度和声子的色散谱．利用第一Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区的特殊点取样方法，计算了ＹＡＧ的比热容和布局数
平均的声子群速度．在非谐相互作用下，利用Ｆｅｒｍｉ黄金公式结合第一Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区的特殊点取样方法，得出了ＹＡＧ
非谐声子平均自由程．综合考虑了两种声子散射机制，得到了ＹＡＧ陶瓷的热导率．结果表明，对于ＹＡＧ陶瓷，在低
温时，晶界散射将对热阻起主要作用；在高于一定温度时，三声子相互作用对热阻的贡献将占主导地位．同时也从
理论上证明了Ｓａｔｏ等提出的在室温以上，ＹＡＧ陶瓷与单晶的热导率的差异可以忽略的观点．所得到的热导率、比
热容随温度的变化与实验结果很好地符合．
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１ 引 言
钇铝石榴石（ＹＡＧ）由于其优异的光学、力学、

热学性质，在大功率固体激光器中有着重要的应
用［１］． ＹＡＧ透明陶瓷在作为固体激光工作物质时，
一方面吸收光抽运辐射发热，另一方面由于冷却不
均匀造成工作物质内部温度分布不均匀，导致热应
力和应变．温度的变化通过介质的热光系数改变介
质折射率；介质中的应力和应变则通过光弹系数改
变介质的折射率［２，３］．折射率随温度变化而引起的
热透镜效应造成波前相位畸变，对光束质量产生负
面影响；而由应力或应变引起的双折射导致激光束
退偏振，从而降低激光器的输出功率［４—８］．在大功率
激光器中，上述效应尤为显著．因此，在设计大功率
激光器时，ＹＡＧ的良好的导热性质和优异的热力学
性质非常重要．

作为稀土石榴石家族的典型，ＹＡＧ是理论和实
验研究的重点．它的光学、力学、热学性质在实验上
都有广泛的研究［９，１０］．然而，由于ＹＡＧ复杂的晶体
结构，用第一性原理对其热输运性质的研究鲜有报
道． ＹＡＧ作为绝缘材料，其热力学及热输运性质是
由声子决定的．在决定这些性质时，声子的平均自

由程是一个重要的物理量．我们计算了由三声子非
谐作用决定的声子平均自由程；同时研究由三声子
相互作用及晶界散射决定的热导率．本文对ＹＡＧ的
晶格动力学和热输运性质进行第一性原理研究．

２ 理论模型与计算方法

２ １ 理论基础
　 　 对于多晶的ＹＡＧ陶瓷，本文考虑两种声子散射
机制：三声子的非谐相互作用以及晶界散射．当处
理非谐声子相互作用时，通常使用单模弛豫时间的
方法．考虑相互作用势能的最低的非谐三次项，利
用Ｆｅｒｍｉ黄金公式，得到单模声子的弛豫率为［１１］

τ －１ｑｓ ＝
πγ２

ρＮ０Ω珋ｖ
２ 
ｑ′ｓ′，ｑ″ｓ″，Ｇ

ｗ ｑｓｗ ｑ′ｓ′ｗ ｑ″ｓ″

[× 珔ｎｑ′ｓ′（珔ｎｑ″ｓ″ ＋ １）
（珔ｎｑｓ ＋ １） δ（ｗ ｑｓ ＋ ｗ ｑ′ｓ′ － ｗ ｑ″ｓ″）
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１
２
珔ｎｑ′ｓ′珔ｎｑ″ｓ″
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× δ（ｗ ｑｓ － ｗ ｑ′ｓ′ － ｗ ｑ″ｓ″）δｑ ＋Ｇ， ]ｑ′ ＋ｑ″ ， （１）
其中为约化Ｐｌａｎｃｋ常数，γ是模平均的Ｇｒüｎｅｉｓｅｎ
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常数，ρ为密度，Ｎ０ 是原胞的数目，Ω为原胞体积，珋ｖ
是声子的平均速度，ｗ ｑｓ为第ｓ支格波位于波矢ｑ处
的频率，珔ｎ是ＢｏｓｅＥｉｎｓｔｅｉｎ分布函数，Ｇ为倒格矢；
方程的第一项代表ｑｓ与ｑ′ｓ′两声子合并产生第三
个声子ｑ″ｓ″，第二项代表ｑｓ声子分裂成两个较低频
率的声子ｑ′ｓ′和ｑ″ｓ″，这两个过程通过Ｄｉｒａｃ δ函数
和Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ δ函数满足能量守恒和准动量选择定
则，在Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ δ函数中，Ｇ ＝ ０和Ｇ≠０分别代表
正常过程（Ｎ）和倒逆过程（Ｕ）．

利用单模弛豫时间的方法可以得到声子的平
均自由程

λ ＝

ｑｓ
Ｃ ｑｓ ｖ

２
ｑｓτｑｓ

珋ｖ
ｑｓ
Ｃ ｑｓ

， （２）

（２）式中的ｖｑｓ表示ｑｓ模式声子的速度，Ｃ ｑｓ是ｑｓ模
式声子的比热容，它与总的比热容的关系为

Ｃ ＝ 
ｑｓ
Ｃ ｑｓ ＝

２

ｋＢＴ
２
ｑｓ
ｗ２ｑｓ珔ｎｑｓ（珔ｎｑｓ ＋ １）， （３）

其中ｋＢ 是Ｂｏｌｔｚｍａｎｎ常数，Ｔ是绝对温度．
对于晶界散射，其弛豫率为

τ －１ｂｓ （ｑｓ）＝
ｖｑｓ
Ｌ
， （４）

（４）式中Ｌ表述晶粒尺寸．

图１　 ＹＡＧ的晶体结构

２ ２ 模型构建
　 　 理想的ＹＡＧ是立方结构，空间群Ｉａ３ｄ，晶格常
数１ ２００２ ｎｍ，其惯用原胞中包含１６０个原子，有９６
个Ｏ原子，２４个Ｙ原子占据Ｏ十二面体中心，有两
种不等价的Ａｌ原子，其中有１６个Ａｌ原子占据八面
体中心（Ａｌｏｃｔａ），２４ 个Ａｌ 原子占据四面体中心
（Ａｌｔｅｔｒ）．其结构见图１．

２ ３ 计算方法
　 　 本文采用了密度泛函微扰理论（ＤＦＰＴ）进行晶
格动力学模拟［１２］．交换关联势采用广义梯度近似
（ＧＧＡ）［１３］的ＰＷ９１［１４］．对于不同ＭｏｎｋｈｏｒｓｔＰａｃｋ型
的Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区中ｑ点网格［１５］进行了收敛性测试，结
果表明共有２０个不可约的Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区的特殊ｑ点
即７ × ７ × ７的ＭＰ网格可以得到很好的收敛结果．
此外，在计算过程中，Ｏ的２ｓ，２ｐ，Ａｌ的３ｓ，３ｐ，Ｙ的
４ｄ，５ｓ电子视为价电子处理，价电子与原子芯之间
的相互作用以模守恒（ｎｏｒｍｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ）赝势描述．

数值计算时，对Ｇ求和选用最短的１２个体心
立方的倒格矢，对ｑ″求和借助于Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ δ函数，
最后剩下对ｑ′求和是通过Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区的特殊点取样
方法，即


ｑ′
ｆ（ｑ′）＝ Ｎ０

Ｎ ｓｐ

ｉ ＝ １
Ｗｉ ｆ（ｑ′ｉ）， （５）

其中Ｎ ｓｐ是第一Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区特殊点的数目，Ｗｉ 是特
殊点ｑ′ｉ 的权重因子，Ｎ０ 是原胞数目．对Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区
中的波矢求和，本文均采用Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区的特殊点取
样方法．准动量守恒条件ｑ ＋ ｑ′ ± ｑ″ ＝ Ｇ的满足是通
过下列不等式来实现的［１６］

｜ ｑ ｘ ＋ ｑ′ｘ ± ｑ″ｘ － Ｇ ｘ ｜ ≤ Δ１，
｜ ｑ ｙ ＋ ｑ′ｙ ± ｑ″ｙ － Ｇ ｙ ｜ ≤ Δ２，
｜ ｑ ｚ ＋ ｑ′ｚ ± ｑ″ｚ － Ｇ ｚ ｜ ≤ Δ３， （６）

选取式中的Δ ｉ 为Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区特殊点集合中的最短
波矢｜ ｑ ｉ ｜ ．计算时，Ｄｉｒａｃ δ函数用Ｇａｕｓｓ函数替代

δ（ｘ）＝ ｌｉｍ
ε→０

１
ε槡π

ｅｘｐ － ｘ
２

ε( )２ ， （７）

对于模平均及温度平均的Ｇｒüｎｅｉｓｅｎ常数γ，选取γ
＝ ０ ６５［１７］．

３ 结果与讨论

３ １ ＹＡＧ结构优化和声子结构
　 　 首先，对立方结构的ＹＡＧ进行了结构优化，计
算所得到的晶格常数为ａ ＝ １ ２２３７ ｎｍ，与实验值
１ ２００８ ｎｍ［１８］很接近，偏差仅在１． ９％ ．这说明本文
所采用的计算方法和计算所选取的参数是可靠的．

根据优化后的晶体结构，我们计算了ＹＡＧ的声
子态密度和声子的色散谱．如图２和图３所示．

计算时，采用ＹＡＧ的初基元胞，一共包含了８０
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图２　 声子态密度

图３　 ＹＡＧ的声子色散谱

个原子，４８个Ｏ原子，１２个Ｙ原子，８个Ａｌｏｃｔａ，１２个
Ａｌｔｅｔｒ ．图２所示为ＹＡＧ总声子态密度（ＴＤＯＳ）及分
波声子态密度（ＰＤＯＳ）．从图２中可以看出，在负的
频率区，ＤＯＳ是为零的，即计算的结果无负频，这说
明体系处于一个能量最低的状态．在２１—２６ ＴＨｚ
处，会出现声子禁带．由分波态密度可见，声子禁带
以上的模式主要是由部分Ａｌｏｃｔａ与部分Ｏ原子贡献
的．同样质量的Ａｌｏｃｔａ与Ａｌｔｅｔｒ，其ＰＤＯＳ却不相同，究
其原因，Ａｌｏｃｔａ与Ａｌｔｅｔｒ处于不同的晶体场中，力常数
是不同的，所以振动模式就有差别，从而造成ＰＤＯＳ
的不同． ＹＡＧ的声子色散谱如图３所示，共有２４０
支格波，其中３支是声学支，在Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区中心附

近，２支声学横波是简并的，紧挨着的是１支声学纵
波．上面还有２３７支光学支格波．与只含有２个质量
不等原子的单胞不同，在ＹＡＧ的色散谱中，并没有
出现声学支与光学支之间的带隙．
３ ２ ＹＡＧ的比热容
　 　 由（３）式，可以得出比热容与温度的关系，如图
４所示．

图４　 ＹＡＧ的比热容与温度的关系

从图４可以看出，比热容随温度的变化在低温
时是呈三次方关系即Ｄｅｂｙｅ的Ｔ３ 律，高温时趋于常
数３Ｒ × ８０ ＝ １９９５ ３６ Ｊ ／ Ｋ． ｍｏｌ即ＤｕｌｏｎｇＰｅｔｉｔ定律．
在室温（２５ ℃）到２００ ℃范围内的比热容大小与
Ｓａｔｏ等的实验值相一致［１９］．

３ ３ ＹＡＧ的声子群速度和非谐声子平均自由程
　 　 群速度代表了能量传递的速度．这对于讨论热
输运性质很重要．群速度ｖｑｓ ＝ Δ

ｑｗ（ｑｓ）．下面的讨
论都是基于声子群速度的，并且研究了ＹＡＧ的声子
群速度的布局数平均随温度的变化关系．

珋ｖｇ ＝

ｑｓ
ｖｑｓ珔ｎｑｓ


ｑｓ
珔ｎｑｓ
， （８）

声子的布局数平均的群速度随温度的变化关系如
图５所示．

从图５可以看出，在低温时声子的群速度较大，
随温度升高，群速度递减，大约在３００ Ｋ以后，速度
趋于稳定．在１０００ Ｋ时，大约为２８６７ ｍ ／ ｓ．这是因
为，低温时，大部分被激发的声子局限于小ｑ或者说
是长波长的声学支，这些声子有较大的群速度；随
温度的升高，更高的格波支处的声子被激发，而这
些声子的群速度都很小，所以平均的群速度会递
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图５　 ＹＡＧ的布局数平均的声子群速度

减；高于一定温度时，所有的格波支都被激发，此时
的群速度将不随温度而有显著的变化．

对于三声子相互作用，采用单模弛豫时间方
法，根据（１）和（２）式，数值求解得到声子的平均自
由程随温度的变化如图６．

图６　 ＹＡＧ声子的平均自由程

从图６可知，在极低温时，ＹＡＧ声子的平均自
由程很大，可以达到１ ｍ，随着温度的升高，平均自
由程快速下降，在６０ Ｋ左右，平均自由程的大小为
１０ μｍ，温度高于２００ Ｋ时，ＹＡＧ声子的平均自由程
趋于稳定，室温２９８ Ｋ时的平均自由程为５ ３ ｎｍ，
５００ Ｋ时平均自由程为２ ４ ｎｍ，１０００ Ｋ时，其值为
１ ０３ ｎｍ．通常ＹＡＧ透明陶瓷晶粒在１０ μｍ左右．为
了便于讨论，可以认为ＹＡＧ 陶瓷的晶粒尺寸为
１０ μｍ．所以当温度低于６０ Ｋ时，晶界散射的作用
将不可忽视．
３ ４ ＹＡＧ的热导率
　 　 对于ＹＡＧ这种绝缘材料，在热传导过程中起作
用的是声子导热．根据气体动力学理论，得到声子

气的热导率为
Ｋ（Ｔ）＝ １

３
Ｃ
—
ｖ（Ｔ）珋ｖｇ（Ｔ）λ（Ｔ）， （９）

式中Ｃ—ｖ（Ｔ）是单位体积比热容，珋ｖｇ（Ｔ）是声子平均群
速度，λ（Ｔ）为声子平均自由程．导热过程中热阻是
由声子散射造成的．本文考虑了两种声子散射机
制．一种是三声子相互作用，另一种是晶界散射．计
算热导率的三要素Ｃ—ｖ（Ｔ），珋ｖｇ（Ｔ），λ（Ｔ）已经得到．
首先，我们计算了完全由三声子相互作用产生的热
导率，其次依据（４）式、（２）式，并取ＹＡＧ陶瓷晶粒
尺寸为１０ μｍ，计算了由晶界散射决定的热导率，最
后，根据Ｍａｔｔｈｉｅｓｓｅｎ规则［２０］，我们得到了考虑两种
散射机制后的热导率．如图７．

图７　 ＹＡＧ的热导率　 虚线为仅考虑三声子相互作用时的热导
率，点虚线是仅考虑晶界散射时的热导率，实线为综合两种散射
机制时的热导率

从图７可见，对于晶粒尺寸为１０ μｍ的ＹＡＧ陶
瓷，低于６０ Ｋ时，晶界散射对热导率的贡献将占主
导地位，可以预期此时的热导率也将按照Ｔ３ 律变
化，当声子的平均自由程与样品尺寸可比拟时，就
会出现尺寸效应；高于６０ Ｋ时，三声子相互作用将
起主要作用．在６０ Ｋ左右热导率将达到最大值．高
于３００ Ｋ时，热导率趋于稳定．室温时，热导率为１４
Ｗ ／ ｍ·Ｋ，２００ ℃时为８ Ｗ ／ ｍ·Ｋ，１０００ Ｋ时为４ Ｗ ／ ｍ·
Ｋ．考虑到热导率测量的实验误差，在室温（２５ ℃）
到２００ ℃范围内的热导率大小与Ｓａｔｏ等的实验值
相一致［１９］．图７中，虚线没有考虑晶界效应，相当于
无限大的ＹＡＧ单晶，实线考虑了晶界效应，相当于
ＹＡＧ陶瓷，在１００ Ｋ以上的温度时，两者就几乎完
全重合了．这说明在１００ Ｋ以上ＹＡＧ单晶与ＹＡＧ
陶瓷的热导率应该没有差别．这与Ｓａｔｏ等［１９］实验验
证的在室温（２５ ℃）到２００ ℃范围内，ＹＡＧ单晶与
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ＹＡＧ陶瓷的热导率相一致．只有在低温时，低于６０
Ｋ，此时的声子平均自由程与晶粒尺寸相当，晶界散
射将起作用，ＹＡＧ单晶与ＹＡＧ陶瓷的热导率才有
明显的差异．

４ 结 论
基于ＤＦＰＴ的模守恒赝势方法结合ＧＧＡ，对

ＹＡＧ的声子结构、热输运性质进行了研究．在非谐
相互作用下，利用Ｆｅｒｍｉ黄金公式和Ｂｒｉｌｌｏｕｉｎ区特
殊点取样方法计算了声子的非谐平均自由程． ＹＡＧ

平均自由程的变化区间从１０００ Ｋ时的１ ｎｍ，到低
温６０ Ｋ下的１０ μｍ．综合考虑了两种声子散射机
制，即三声子相互作用及晶界散射，计算了ＹＡＧ陶
瓷的热导率．结果表明，对于晶粒尺寸在１０ μｍ的
ＹＡＧ陶瓷，在低于６０ Ｋ时，晶界散射将对热阻起主
要作用；在高于１００ Ｋ时，三声子相互作用对热阻的
贡献将占主导地位．同时也从理论上证明了Ｓａｔｏ等
提出的在室温以上，ＹＡＧ陶瓷与单晶的热导率的差
异可以忽略．并且本文所得到的ＹＡＧ陶瓷的热导率
及比热容随温度的变化与实验结果都符合得较好．
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