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摇 摇 对 郧匀在 态与 宰 态叠加的三粒子广义 郧匀在 态袁用 杂增藻贼造蚤糟澡灶赠 不等式袁给出了其非定域性的解析表达式援 用数值

计算方法讨论了纠缠与非定域性之间的关系援

关键词院 广义 郧匀在 态袁 剩余纠缠袁 杂增藻贼造蚤糟澡灶赠 不等式袁 非定域性

孕粤悦杂院 园猿援 远缘援 哉凿

鄢山东省自然科学基金渊批准号院在砸圆园园怨粤蕴园员愿冤尧山东省科学技术发展计划渊批准号院圆园员园郧郧载员园员员愿冤和国家自然科学基金渊批准号院
员员员苑源圆圆源冤资助的课题援

覮 耘鄄皂葬蚤造院 憎葬灶早曾择猿圆远苑岳 泽燥澡怎援 糟燥皂

员郾 引 言

量子纠缠是量子信息处理的重要资源袁量子非定

域性是量子理论中最基本的问题援 自从 员怨猿缘 年以

来咱员暂 袁量子纠缠尧非定域性及它们之间的关系就成了

人们量子理论研究的极大兴趣之所在袁特别是 月藻造造 不
等式咱圆袁猿暂 或其推广要要要悦造葬怎泽藻则鄄匀燥则灶藻鄄 杂澡蚤皂燥灶赠鄄匀燥造贼
渊悦匀杂匀冤 不等式咱源暂的提出袁使得原来只能停留在哲学

层面上的 耘蚤灶泽贼藻蚤灶鄄月燥澡则 之争袁 变成了一个可以从实

验上加以定量检验的问题袁 从而激发了一大批构思

巧妙的理论和实验方案袁 涌现了大量的研究工

作咱缘要怨暂 援 酝藻则皂蚤灶 不等式咱员园暂 的提出袁不仅为研究三光

子尧四光子等多光子纠缠态的非定域性提供了理论工

具袁更为多光子纠缠态的实验实现起了巨大的推动作

用援 近年来袁人们基于参量下转换原理咱员员暂 袁采用符合

计数和后选择方法袁相继提出了许多有价值的多光子

纠缠实验研究方案袁如三光子咱员圆暂 尧四光子咱员猿暂 尧五光

子咱员源暂和六光子咱员缘暂 纠缠态的实验实现袁并用 酝藻则皂蚤灶
不等式验证了这些纠缠态的非定域性援

显然袁酝藻则皂蚤灶 不等式已经被广泛用于研究多光

子纠缠的非定域性咱员远要员怨暂 袁 很好地验证了量子力学

和定域实在论之间的矛盾咱圆园暂 援 但用 酝藻则皂蚤灶 不等

式袁很难刻画纠缠态的纠缠度与量子非定域性之间

的关系援 例如袁对广义 郧匀在 纠缠态袁酝藻则皂蚤灶 不等式

就难以区分是两量子比特还是三量子比特之间的

关联咱圆员暂 援 所以袁最近文献咱圆圆暂提出了刻画任意三体

纠缠态的 杂增藻贼造蚤糟澡灶赠 不等式袁并用此不等式分别验证

了 郧匀在 态和 宰 态的量子非定域性袁给出了渊 贼澡则藻藻藻鄄
贼葬灶早早造藻袁即 则藻泽蚤凿怎葬造 贼葬灶早造藻冤剩余纠缠和非定域性的解

析表达式援 文献咱圆猿暂提出了描述三体纠缠度量的剩

余纠缠袁基于此袁文献咱圆源暂又研究了 郧匀在 态与 宰 态

叠加的纯态及混态的剩余纠缠袁并用数值算法给出

了混态的最佳分解援 然而袁对于一个纠缠态袁更有意

义的是给出其纠缠与非定域性之间的关系袁这也是

长期以来人们一直探讨的问题援 本文将对 郧匀在 态

与 宰 态叠加的广义 郧匀在 态袁给出其纠缠及非定域

性的解析表达式袁并通过数值计算讨论纠缠与非定

域性之间的关系援 由于广义 郧匀在 态在量子信息处理

中的重要地位袁因而探究其纠缠与非定域性之间的

关系袁无论是对多光子纠缠的理论还是实验研究袁
都将起着重要的积极作用援

圆郾 广义 郧匀在 态的纠缠与非定域性

对于如下的纠缠纯态

鬃业 越 孕 鬃郧匀在业 原 员 原 孕 鬃宰业袁 渊员冤
其中

鬃郧匀在业 越 员
圆渊 园园园业 垣 员员员业冤袁

鬃宰业 越 员
猿渊 员园园业 垣 园员园业 垣 园园员业冤 援

孕 为实参数援 本文将给出其非定域性的研究袁并讨论

纠缠与非定域性间的关系援
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圆郾 员郾 剩余纠缠

为便于研究纠缠与非定域性袁先给出 渊员冤 式剩

余纠缠的具体表示援
对于三体纠缠态袁剩余纠缠的定义式为咱圆源暂

子 越 悦圆
员渊圆猿冤 原 悦圆

员圆 原 悦圆
员猿袁 渊圆冤

其中 悦圆
员渊圆猿冤 表 示 员 与 圆 和 猿 的 共 生 纠 缠 度

渊糟燥灶糟怎则则藻灶糟藻冤 咱圆源暂 袁 悦圆
员圆 表示 员 与 圆 的共生纠缠度袁

悦圆
员猿 表示 员 与 猿 的共生纠缠度援 而对形如

鬃业 越鬃园园园 园园园业 垣 鬃员园园 员园园业 垣 鬃园员园 园员园业
垣 鬃园园员 园园员业 垣 鬃员员园 员员园业 垣 鬃员园员 员园员业
垣 鬃园员员 园员员业 垣垣 鬃员员员 员员员业 渊猿冤

的广义三体纠缠纯态援 其中袁 鬃园园园袁鬃园员园袁噎袁鬃员员员 等为

纠缠纯态中的展开系数援 文献咱圆缘暂给出了剩余纠缠

更易于计算的表达式

子渊鬃冤 越 源 凿员 原 圆凿圆 垣 源凿猿 援 渊源冤
其中

凿员 越鬃圆
园园园鬃圆

员员员 垣 鬃圆
园园员鬃圆

员员园 垣 鬃圆
园员园鬃圆

员园员 垣 鬃圆
员园园鬃圆

园员员袁渊缘葬冤
凿圆 越 鬃园园园鬃员员员鬃园员员鬃员园园 垣 鬃园园园鬃员员员鬃员园员鬃园员园

垣 鬃园园园鬃员员员鬃员员园鬃园园员 垣 鬃园员员鬃员园园鬃员园员鬃园员园
垣 鬃园员员鬃员园园鬃员员园鬃园园员 垣 鬃员园员鬃园员园鬃员员园鬃园园员袁 渊缘遭冤

凿猿 越 鬃园园园鬃员员园鬃员园员鬃园员员 垣 鬃员员员鬃园园员鬃园员园鬃员园园 援 渊缘糟冤
摇 摇 对本文研究的 渊员冤 式袁其展开系数为

鬃园园园 越 鬃员员员 越 孕
圆 袁

鬃员园园 越 鬃园员园 越 鬃园园员 越 原 员 原 孕
猿 袁

鬃员员园 越 鬃员园员 越 鬃园员员 越 园袁 渊远冤
将渊远冤式代入渊源冤式袁可得

子渊鬃冤 越 孕圆 原 愿 远
怨 孕渊员 原 孕冤猿 援 渊苑冤

圆郾 圆郾 杂增藻贼造蚤糟澡灶赠 不等式

员怨愿苑 年袁杂增藻贼造蚤糟澡灶赠 基于定域实在论提出了一

个 月藻造造 型不等式咱圆远暂 援 为此袁定义了如下形式的算符

杂 越 粤渊月运 垣 月忆运忆冤 垣 粤忆渊月运忆 原 月忆运冤袁 渊愿冤
式中 运 越 悦 垣 悦忆袁运忆 越 悦 原 悦忆援 其中 粤 越 葬窑滓员 和 粤忆
越 葬忆窑滓员 是对粒子 员 的测量算符袁 月 越 遭窑滓圆 和 月忆
越 遭忆窑滓圆 是对粒子 圆 的算符袁 悦 越 糟窑滓猿 和 悦忆 越
糟忆窑滓猿 是对粒子 猿 的算符援 葬袁 葬忆袁 遭袁 遭忆 和 糟袁 糟忆 都
是单位矢量袁 滓蚤渊 蚤 越 员袁圆袁猿冤 是 孕葬怎造蚤 算符援

杂增藻贼造蚤糟澡灶赠 指出袁对任意的三粒子态袁定域实在

论预言

掖鬃 杂 鬃业 以 杂渊鬃冤 臆 源 援 渊怨冤
而量子力学的预言袁 渊怨冤 式的不等式将被破坏援
渊怨冤 式称为 杂增藻贼造蚤糟澡灶赠 不等式袁简称 杂 不等式援

为了对给定的量子态 鬃业袁 计算 杂渊鬃冤 的具体

表达式袁记
葬 越 渊泽蚤灶兹葬糟燥泽渍葬袁泽蚤灶兹葬泽蚤灶渍葬袁糟燥泽兹葬冤袁 渊员园冤

其他单位矢量 葬忆袁遭袁遭忆袁糟袁糟忆 也可记作与渊员园冤式类

似的相应形式援
设单位矢量 凿 和 凿忆 满足如下关系

遭 垣 遭忆 越 圆凿糟燥泽兹袁 渊员员葬冤
遭 原 遭忆 越 圆凿忆泽蚤灶兹袁 渊员员遭冤

显然

凿窑凿忆 越 糟燥泽兹凿糟燥泽兹凿忆

垣 泽蚤灶兹凿泽蚤灶兹凿忆糟燥泽渊渍凿 原 渍凿忆冤 越 园 援 渊员圆冤
令 阅 越 凿窑滓圆袁阅忆 越 凿忆窑滓圆 援 则 杂 算符在 鬃业 态中

的平均值可以写为

杂渊鬃冤 越 圆 糟燥泽兹掖粤阅悦业 垣 泽蚤灶兹掖粤阅忆悦忆业
垣 泽蚤灶兹掖粤忆阅忆悦业 原 糟燥泽兹掖粤忆阅悦忆业

臆圆 喳掖粤阅悦业圆 垣 掖粤阅忆悦忆业圆札员 辕 圆

垣 喳掖粤忆阅忆悦业圆 垣 掖粤忆阅悦忆业圆札员 辕 圆 援 渊员猿冤
这里应用了关系式

曾糟燥泽兹 垣 赠泽蚤灶兹 臆 渊曾圆 垣 赠圆冤员 辕 圆袁 渊员源冤
当 贼早兹 越 赠

曾 时袁渊员源冤式中等号成立援 渊员猿冤 式中

掖粤阅悦业 越 掖鬃 粤阅悦 鬃业
越 孕掖鬃郧匀在 粤阅悦 鬃郧匀在业
垣 渊员 原 孕冤掖鬃宰 粤阅悦 鬃宰业
原 孕渊员 原 孕冤渊掖鬃郧匀在 粤阅悦 鬃宰业
垣 掖鬃宰 粤阅悦 鬃郧匀在业冤袁 渊员缘冤

掖鬃郧匀在 粤阅悦 鬃郧匀在业 越 泽蚤灶兹葬泽蚤灶兹凿

伊 泽蚤灶兹糟糟燥泽渊渍葬 垣 渍凿 垣 渍糟冤袁 渊员远冤
掖鬃宰 粤阅悦 鬃宰业

越 员
猿 咱 原 猿糟燥泽兹葬糟燥泽兹凿糟燥泽兹糟

垣 圆泽蚤灶兹葬泽蚤灶兹凿糟燥泽兹糟糟燥泽渊渍葬 原 渍凿冤
垣 圆泽蚤灶兹葬糟燥泽兹凿泽蚤灶兹糟糟燥泽渊渍葬 原 渍糟冤
垣 圆糟燥泽兹葬泽蚤灶兹凿泽蚤灶兹糟糟燥泽渊渍凿 原 渍糟冤暂袁 渊员苑冤
掖鬃郧匀在 粤阅悦 鬃宰业 垣 掖鬃宰 粤阅悦 鬃郧匀在业

越 圆
猿 咱 原 泽蚤灶兹葬泽蚤灶兹凿糟燥泽兹糟糟燥泽渊渍葬 垣 渍凿冤

原 泽蚤灶兹葬糟燥泽兹凿泽蚤灶兹糟糟燥泽渊渍葬 垣 渍糟冤
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原 糟燥泽兹葬泽蚤灶兹凿泽蚤灶兹糟糟燥泽渊渍凿 垣 渍糟冤
垣 泽蚤灶兹葬糟燥泽兹凿糟燥泽兹糟糟燥泽渍葬

垣 糟燥泽兹葬泽蚤灶兹凿糟燥泽兹糟糟燥泽渍凿

垣 糟燥泽兹葬糟燥泽兹凿泽蚤灶兹糟糟燥泽渍糟冤暂 援 渊员愿冤
取

渍葬 越 渍凿 越 渍糟 越 园袁兹凿 越 仔
圆 袁 渊员怨冤

并应用 渊员源冤 式可得

掖粤阅悦业 臆孕泽蚤灶兹葬泽蚤灶兹糟 垣
圆
猿 渊员 原 孕冤

伊 渊泽蚤灶兹葬糟燥泽兹糟 垣 糟燥泽兹葬泽蚤灶兹糟冤
原 圆孕渊员 原 孕冤

猿 渊糟燥泽兹葬糟燥泽兹糟

原 泽蚤灶兹葬糟燥泽兹糟 原 糟燥泽兹葬泽蚤灶兹糟冤
臆 { [ 孕泽蚤灶兹葬 垣 圆

猿 渊员 原 孕冤糟燥泽兹葬

垣 圆孕渊员 原 孕冤
猿 糟燥泽兹葬 ] 圆

垣 [ 圆
猿 渊员 原 孕冤泽蚤灶兹葬

原 圆孕渊员 原 孕冤
猿 渊糟燥泽兹葬

原 泽蚤灶兹葬冤 ] 圆 } 员 辕 圆
援 渊圆园冤

考虑 渊员圆冤和渊员怨冤 式袁取 渍糟忆 越 原 渍凿忆 越 仔
圆 援 同理可

求得

掖粤阅忆悦忆业 臆 { [ 孕泽蚤灶兹葬 原 圆
猿 渊员 原 孕冤糟燥泽兹葬

垣 圆孕渊员 原 孕冤
猿 糟燥泽兹葬 ] 圆 泽蚤灶圆兹凿忆

垣 [ 圆孕渊员 原 孕冤
猿 泽蚤灶兹葬

垣 渊员 原 孕冤糟燥泽兹葬 ] 圆糟燥泽圆兹凿忆 } 员 辕 圆袁摇 渊圆员冤
掖粤忆阅悦忆业 臆 { [ 孕泽蚤灶兹葬忆 垣

圆
猿 渊员 原 孕冤糟燥泽兹葬忆

垣 圆孕渊员 原 孕冤
猿 糟燥泽兹葬忆 ] 圆
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圆
猿 渊员 原 孕冤糟燥泽兹葬忆
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再取 泽蚤灶兹凿忆 越 孕袁兹葬 越 兹葬忆 越 兹凿忆袁 则 渊员猿冤 式为

杂渊鬃冤 臆源 { [ 孕 孕 垣 圆
猿 渊员 原 孕冤 员 原 孕

垣 圆孕渊员 原 孕冤
猿 员 原 孕 ] 圆

垣 [ 圆渊员 原 孕冤 孕
猿 原 圆孕渊员 原 孕冤

猿
伊 渊 员 原 孕 原 孕冤 ] 圆

垣 孕 [ 孕 孕

原 圆
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渊圆源冤 式可化简为

杂渊鬃冤 臆杂皂葬曾渊鬃冤 越 源 { [ 孕源 垣 渊员 原 孕冤源

垣 愿
怨 原 圆

猿 远( )孕圆渊员 原 孕冤圆

垣 圆
猿 远孕猿渊员 原 孕冤 垣 孕猿

垣 圆
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猿 孕圆 ]

伊 渊员 原 孕冤 孕渊员 原 孕冤 } 员 辕 圆
援 渊圆缘冤

猿援 纠缠与非定域性的关系

由 渊苑冤 式和渊圆缘冤式可以给出纠缠 子渊鬃冤 及非

定域性 杂皂葬曾渊鬃冤 随参数 孕 的变化关系袁如图 员 和图 圆
所示援

由图 员 和图 圆 可以看出袁对于给定的一个 子渊鬃冤
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图 员摇 三体纠缠度 子渊鬃冤 和参数 孕 的关系

图 圆摇 杂皂葬曾渊鬃冤 与参数 孕 的关系

渊或 杂皂葬曾渊鬃冤 冤袁最多有 猿 个 孕 值援 因此袁给出非定域

性 杂皂葬曾渊鬃冤 与纠缠 子渊鬃冤 关系的解析表达式是困难

的袁但可以用数值计算方法给出非定域性 杂皂葬曾渊鬃冤
与纠缠 子渊鬃冤 的关系袁如图 猿 所示援

从图 猿 可以看出袁对于渊员冤式所定义的纠缠纯态

的非定域性和纠缠的关系较为复杂袁 但由图 猿 给出

的纠缠与非定域性的直观图像可以得到一些有意义

的结论援 容易看出袁当 子渊鬃冤 臆 园郾 远缘苑 时袁 杂皂葬曾渊鬃冤 与

子渊鬃冤 的关系为多值函数袁当 子渊鬃冤 逸 园郾 远缘苑 时袁
杂皂葬曾渊鬃冤 是 子渊鬃冤 的单值函数援 例如袁 子渊鬃冤 越 园 时袁有
杂皂葬曾渊鬃冤 越 源郾 猿缘愿 和 杂皂葬曾渊鬃冤 越 源

猿 员猿袁 这一结果分

别对应于 孕 越 园郾 远圆苑 和 孕 越 园援 而 孕 越 园郾 远圆苑 时袁渊员冤
式正是文献咱圆猿暂所讨论的一类剩余纠缠为 园 的态曰
孕 越 园 时袁渊员冤式变为 宰 态 鬃宰业 援 这一结果与图 员
和图 圆 的结果完全一致援 当 子 越 园郾 猿猿缘 时袁对应的

杂皂葬曾渊鬃冤 有 猿 个值袁分别为 杂皂葬曾 越 源郾 圆圆圆袁 杂皂葬曾 越
源郾 怨苑园 和 杂皂葬曾 越 源郾 远愿园袁 相应的 孕 值分别是 孕 越
园郾 源愿园袁 孕 越 园郾 园圆远 和 孕 越 园郾 苑缘猿援 当 子渊鬃冤 逸 园郾 远缘苑
时袁 杂皂葬曾渊鬃冤 与 子渊鬃冤 有一一对应的关系袁此时 孕 逸
园郾 愿远愿援

图 猿摇 杂皂葬曾渊鬃冤 与 子渊鬃冤 的关系

源郾 结 摇 论

由上面的讨论可以看出袁不管参数 孕 取何值袁
渊员冤式所给出的广义 郧匀在 态都存在量子非定域性援
这再一次说明研究量子态的非定域性时 月藻造造 算符

选取的重要性袁尤其是在体系量子纠缠难以刻画的

情况下袁恰当选取 月藻造造 算符及其参量袁将会使量子

非定域性的研究更细致深入援 本文讨论的广义 郧匀在
态纠缠与非定域性之间的关系袁给出了三粒子纠缠

态纠缠及非定域性清晰的物理图像袁从而为量子信

息处理的理论和实验研究提供有价值的参考援
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鄢孕则燥躁藻糟贼 泽怎责责燥则贼藻凿 遭赠 贼澡藻 晕葬贼怎则葬造 杂糟蚤藻灶糟藻 云燥怎灶凿葬贼蚤燥灶 燥枣 杂澡葬灶凿燥灶早 孕则燥增蚤灶糟藻袁 悦澡蚤灶葬 渊 郧则葬灶贼 晕燥援 在砸圆园园怨粤蕴园员愿冤袁 贼澡藻 杂糟蚤藻灶糟藻 葬灶凿 栽藻糟澡灶燥造燥早赠
阅藻增藻造燥责皂藻灶贼 孕则燥早则葬皂 燥枣 杂澡葬灶凿燥灶早 孕则燥增蚤灶糟藻袁 悦澡蚤灶葬 渊郧则葬灶贼 晕燥援 圆园员园郧郧载员园员员愿冤袁 葬灶凿 贼澡藻 晕葬贼蚤燥灶葬造 晕葬贼怎则葬造 杂糟蚤藻灶糟藻 云燥怎灶凿葬贼蚤燥灶 燥枣 悦澡蚤灶葬 渊郧则葬灶贼
晕燥援 员员员苑源圆圆源冤援

覮 耘鄄皂葬蚤造院 憎葬灶早曾择猿圆远苑岳 泽燥澡怎援 糟燥皂


