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摇 摇 计算了在输入方波信号情况下过阻尼谐振子的输出功率谱和信噪比袁详细讨论了相应的随机共振现象袁并与

输入余弦信号情况进行对比援 研究发现院它们均出现随机共振现象袁且均存在共振和抑制并存的现象援 但这一并存

现象袁在两模型中分别出现于不同的共振曲线援
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员郾 引 言

在随机共振现象的研究中袁一个十分引人注目的

共同研究对象是噪声驱动的线性谐振子援 它是自然界

各种现象的最简单的基础模型袁从而也成为各类基本

概念的理论典范援 从历史上看袁布朗谐振子的噪声驱动

力学早在远缘 年前就由 悦澡葬灶凿则葬泽藻噪澡葬则 运用朗之万方程和

福克鄄普朗克方程进行了研究咱员暂袁这之后 悦澡葬灶凿则葬泽藻噪澡葬则
模型和它的各式各样变形在当今的文献中常常见

到咱圆袁 猿暂 援例如袁具有涨落频率的谐振子已成为包括物理

学尧生物学和化学等诸多学科领域的研究对象咱源暂 援
近 员园 年来袁线性谐振子随机共振的研究进展分

为 猿 个方面院员冤线性谐振子的频率涨落引起的随机

共振咱缘暂 曰圆冤线性谐振子的阻尼系数涨落引起的随机

共振咱远暂 曰猿冤过阻尼线性谐振子的随机共振咱苑暂 援 本文

侧重研究输入信号为方波时过阻尼谐振子的随机

共振现象援 因为现代通讯渊例如激光通信冤中采用脉

冲信号袁而方波信号是一种脉冲信号援 因此本文讨

论过阻尼谐振子输入方波信号后的随机共振现象袁
并与通常情况下输入余弦信号的过阻尼谐振子的

随机共振现象进行比较援

圆郾 模 型

阻尼谐振子的运动方程为

曾咬 越 原 酌曾窑 原 棕圆曾 援 渊员冤
其中 酌 是系统的阻尼系数袁在过阻尼情况袁可忽略惯

性项 曾咬 袁 方程渊员冤降为一阶常微分方程援 下面考虑两

方面涨落的影响袁并引入相应的噪声院一方面引入

加法噪声 孜渊 贼冤 反映振子受环境涨落的影响曰另一方

面引入乘法噪声 浊渊 贼冤 咱愿暂 反映振子频率受环境涨落

的影响援 两噪声 孜渊 贼冤 和 浊渊 贼冤 来自同一噪声源袁故相

互关联咱怨袁员园暂 援 对过阻尼谐振子输入方波信号 枣渊 贼冤 袁
得到过阻尼谐振子的无量纲随机动力学模型为

曾窑 越 原 渊棕圆 垣 浊渊 贼冤冤曾 垣 孜渊 贼冤 垣 枣渊 贼冤袁 渊圆冤
其中

掖浊渊 贼冤业 越 掖孜渊 贼冤业 越 园袁 渊猿冤
掖浊渊 贼冤浊渊 贼忆冤业 越 圆匝啄渊 贼 原 贼忆冤袁
掖孜渊 贼冤孜渊 贼忆冤业 越 圆阅啄渊 贼 原 贼忆冤袁
掖浊渊贼冤孜渊贼忆冤业 越 掖孜渊贼冤浊渊贼忆冤业 越 圆姿 阅匝啄渊贼 原 贼忆冤 援

渊源冤
式中袁 阅袁 匝 分别为加法和乘法噪声强度袁 姿 为两噪

声的关联系数袁其取值范围为 原 员 臆 姿 臆员援 设方波

信号 枣渊 贼冤 的周期为 栽袁 具有下列形式院

枣渊 贼冤 越
原 粤摇 园 约 贼 臆 栽

圆 袁
粤摇 栽

圆 约 贼 臆 栽 援

⎧

⎩

⎨

⎪
⎪

⎪
⎪

渊缘冤

下面研究模型渊圆冤的随机共振袁为此计算输出信噪

比援 必须指出袁本文只研究渊缘冤式表示的占空比为

缘园豫的方波袁主要是和对称性相似的余弦信号输入
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作比较援 方波占空比的改变会影响系统的随机共振

特性袁例如某些随机共振现象会因占空比的减小而

消失袁这些将不在本文中讨论援

猿郾 信 噪 比

摇 摇 解渊圆冤式可得咱员员暂

曾渊 贼冤 越 曾园藻 原乙贼园咱棕圆垣浊渊 泽冤暂凿泽 垣 藻 原乙贼园咱棕圆垣浊渊 泽冤暂凿泽窑乙贼园孜渊 泽耀 冤

伊 藻乙 泽耀
园 咱棕圆垣浊渊 泽忆冤暂凿泽忆凿 泽耀 垣 藻 原乙贼园咱棕圆垣浊渊泽冤暂凿泽

伊 乙贼园 枣渊 泽耀 冤藻乙 泽耀
园 咱棕圆垣浊渊 泽忆冤暂凿泽忆凿 泽耀 援 渊远冤

要求信噪比袁须先求出系统的输出功率谱袁而功率

谱则是 曾渊 贼冤 的稳态关联函数的傅里叶变换援 因此袁
第一步由渊远冤式求出 曾渊 贼冤 的关联函数 掖曾渊 贼冤曾渊 贼 垣
子冤业袁 不失普遍性袁可令 曾园 越 园袁 则

掖曾渊 贼冤曾渊 贼 垣 子冤业 越 掖咱藻 原乙贼园咱棕圆垣浊渊 泽冤暂凿泽乙贼园孜渊 泽耀 冤

伊 藻乙 泽耀
园 咱棕圆垣浊渊 泽耀 忆冤暂凿 泽耀 忆凿 泽耀

垣 藻 原乙贼园咱棕圆垣浊渊 泽冤暂凿泽

伊 乙贼园 枣渊 泽耀 冤藻乙 泽耀
园 咱棕圆垣浊渊泽忆冤暂凿泽忆凿 泽耀 暂

伊 咱藻 原乙贼垣子园 咱棕圆垣浊渊 泽忆冤暂凿泽忆乙贼 垣子园
孜渊 泽耀 忆冤

伊 藻乙 泽耀 义
园 咱棕圆垣浊渊 泽耀 义冤暂凿 泽耀 义凿 泽耀 忆

垣 藻 原乙贼垣子园 咱棕圆垣浊渊 泽忆冤暂凿泽忆窑乙贼 垣子园
枣渊 泽耀 忆冤

伊 藻乙 泽耀 忆
园 咱棕圆垣浊渊 泽义冤暂凿泽义凿 泽耀 忆暂业 援 渊苑冤

第二步袁为了求得信噪比袁须对渊苑冤式进行周期平

均袁并令 贼 寅 肄袁 以获得平稳的关联函数

悦渊子冤 越 造蚤皂
贼寅肄

员
栽 乙栽垣贼贼

掖曾渊 贼忆冤曾渊 贼忆 垣 子冤业凿贼忆
越 阅

圆渊棕圆 原 匝冤藻
原渊棕圆原 员圆 匝冤子

摇 垣 姿圆阅匝
棕圆 原 员

圆 匝( ) 棕圆 原 猿
圆 匝( )

藻 原匝子

摇 垣 圆粤姿 阅匝 藻 原渊棕圆原匝冤栽

圆渊棕圆 原 匝冤( ) 圆藻 原 棕圆原 员圆 匝( ) 子

摇 垣 圆粤圆

棕圆 原 员
圆 匝( ) 棕圆 原 猿

圆 匝( )
渊藻 原 棕圆原 员圆 匝( )栽圆 原 员冤

摇 伊 渊藻 原 棕圆原 猿圆 匝( )栽圆 原 员冤渊藻 原匝子 垣 员冤 援 渊愿冤

第三步是求输出功率谱援 过阻尼谐振子的输出功率

谱 杂渊棕耀 冤 可由 悦渊子冤 通过付里叶变换求出

杂渊棕耀 冤 越 乙肄原肄 悦渊子冤藻原蚤 棕耀 子凿子援 渊怨冤
最后一步是求信噪比援 为此袁对 杂渊棕耀 冤 作如下分解袁
并只取正频院

杂渊棕耀 冤 越 杂员渊棕耀 冤 垣 杂圆渊棕耀 冤袁 渊员园冤
其中袁输出信号功率谱

杂员渊棕耀冤 越圆姿粤 阅匝 藻渊棕圆原匝冤栽

圆渊棕圆 原 匝冤( ) 圆
圆 棕圆 原 员

圆 匝( )
棕耀 圆 垣 棕圆 原 员

圆 匝( ) 圆

垣 圆粤圆

棕圆 原 员
圆 匝( ) 棕圆 原 猿

圆 匝( )
渊藻 棕圆原 员圆 匝( )栽圆 原 员冤

伊 渊藻 棕圆原 猿圆 匝( )栽 原 员冤 圆匝
棕耀 圆 垣 匝圆 援 渊员员冤

输出噪声功率谱

杂圆渊棕耀 冤 越 阅
圆渊棕圆 原 匝冤

圆 棕圆 原 员
圆 匝( )

棕圆 原 员
圆 匝( ) 圆 垣 棕耀 圆

垣 姿圆阅匝
棕圆 原 员

圆 匝( ) 棕圆 原 猿
圆 匝( )

圆匝
棕耀 圆 垣 匝圆 援

渊员圆冤
输出信号总功率

孕泽 越 乙肄园 杂员渊棕耀 冤凿棕耀

越 仔姿粤 阅匝 藻渊棕圆原匝冤栽

圆渊棕圆 原 匝冤( ) 圆

摇 垣 仔粤圆

棕圆 原 员
圆 匝( ) 棕圆 原 猿

圆 匝( )
摇 伊 渊藻 棕圆原 员圆 匝( )栽圆 原 员冤渊藻 棕圆原 猿圆 匝( )栽圆 原 员冤 援

渊员猿冤
输出噪声总功率

晕泽 越 乙肄园 杂圆渊棕耀 冤凿棕耀

越 仔阅
源渊棕圆 原 匝冤 垣 仔姿圆阅匝

圆 棕圆 原 员
圆 匝( ) 棕圆 原 猿

圆 匝( )
援

渊员源冤
信噪比 砸泽 定义为输出信号总功率 孕泽 与输出噪声总

均功率 晕泽 之比咱员圆暂 袁即
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砸泽 越 孕泽
晕泽

越

姿粤
源 阅匝 藻渊棕圆原匝冤栽

渊棕圆 原 匝冤( ) 圆 垣 粤圆

棕圆 原 员
圆 匝( ) 棕圆 原 猿

圆 匝( )
渊藻 棕圆原 员圆 匝( )栽圆 原 员冤渊藻 棕圆原 猿圆 匝( )栽圆 原 员冤

阅
源渊棕圆 原 匝冤 垣 姿圆阅匝

圆 棕圆 原 员
圆 匝( ) 棕圆 原 猿

圆 匝( )
援 渊员缘冤

詟詟詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠

源郾 输入方波信号的过阻尼谐振子的随

机共振

摇 摇 信噪比 砸泽 随加法噪声强度 阅袁 噪声关联系数 姿

及信号参数 粤 和 栽 的变化不出现共振峰或抑制谷袁
故未予画图讨论援 下面从乘法噪声强度 匝尧 谐振子

频率 棕 两方面进行讨论援
员冤信噪比 砸泽 随乘法噪声强度 匝 的变化院 砸泽鄄匝

曲线援 为了更好地比较 粤袁栽袁阅袁棕 及 姿 各参数的改

变对随机共振特性的影响袁采用基准参数和基准参

数曲线的概念援 图 员 为信噪比随乘法噪声强度变化

的曲线援 基准参数为 姿 越 员袁 阅 越 员袁 栽 越 园援 园园员袁 粤 越
圆袁 棕 越 员郾 苑援 分别改变参数 粤袁栽袁阅袁棕 及 姿 的值画出

图 员 的 缘 个分图援 每个分图中都有一条基准参数曲

线袁它就是对应于基准参数的 砸泽鄄匝 曲线援 每个分图

都只改变基准参数中的一个参数袁从而便于看出这

时曲线与基准参数曲线的差别袁便于了解随机共振

特性的变化援 改变方波振幅 粤 画出信噪比 砸泽 随乘法

噪声强度 匝 的变化曲线如图 员渊葬冤所示援 可以看出曲

线出现一共振峰袁且随着信号振幅 粤 的增大袁共振峰

升高并变尖锐袁但极值位置不变援 改变方波周期 栽 画

出 砸泽鄄匝 曲线袁也出现随机共振袁如图 员渊遭冤所示袁随
栽 值变大袁峰变高而峰的位置左移援 改变振动频率 棕
画出 砸泽鄄匝 曲线如图 员渊糟冤所示袁曲线也存在共振峰袁
且每两个不同振动频率的共振曲线会相交袁在交点

的两侧袁 砸泽 随参数的改变而变化的趋势相反援 在交

点左侧袁 砸泽 随 棕的增大而减小袁在交点右侧袁 砸泽 随 棕
的增大而增大援 改变 姿 画出的 砸泽鄄匝 曲线袁也有类似

的交点袁在交点的左侧袁 砸泽 随 姿 的减小而减小袁而在

交点的右侧袁 砸泽 随 姿 的减小而增大袁如 员渊凿冤所示援

改变 阅 画出的 砸泽鄄匝 曲线如图 员渊藻冤所示援 它表明曲

线存在一共振峰袁峰高随 阅 的减小而升高袁但峰的

位置不变援
圆冤信噪比 砸 泽 随振子频率 棕 的变化院 砸泽鄄棕 曲

线援 以 粤 为参数的 砸泽鄄棕 曲线袁如图 圆 所示援 曲线显

示袁信噪比 砸泽 随振子频率 棕 的变化袁不但会出现共

振峰袁而且还会出现抑制现象援 随着 粤 的增大袁峰
变高袁而谷变深援 以 姿袁匝袁阅袁栽 为参数的 砸泽鄄棕 曲线

也表现出类似现象袁先共振后抑制袁为节省篇幅袁
图略援

缘郾 输入余弦信号的过阻尼谐振子的随

机共振

摇 摇 过去研究随机共振输入的都是余弦信号援 现在

根据实际情况输入方波信号援 这两种不同信号输入

的随机共振会有什么异同呢钥 下面对过阻尼谐振

子输入余弦信号袁计算其信噪比 砸糟袁 并与输入方波

信号时的信噪比 砸泽 进行比较袁分析这两种信号输入

情况下袁相应的随机共振模型为

曾窑 越 原 咱棕圆 垣 浊渊 贼冤暂曾 垣 灼渊 贼冤 垣 粤糟燥泽棕贼袁 渊员远冤
相应的信噪比

砸糟 越 孕糟
晕糟

援 渊员苑冤
其中

孕糟 越
仔粤圆咱渊棕圆 原 匝 辕 圆冤渊棕圆 原 猿匝 辕 圆冤 垣 赘圆 原 赘匝暂
圆咱渊棕圆 原 匝 辕 圆冤圆 垣 赘圆暂咱渊棕圆 原 猿匝 辕 圆冤圆 垣 赘圆暂袁

渊员愿冤
晕糟 越

仔阅
源渊棕圆 原 匝冤 垣 仔姿圆阅匝

圆渊棕圆 原 匝 辕 圆冤渊棕圆 原 猿匝 辕 圆冤 援

渊员怨冤
下面只以 姿 为影响参数讨论信噪比 砸糟 随乘法噪声
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图 员摇 信噪比 砸泽 随乘法噪声强度 匝 变化的曲线援 基准参数值为院 姿 越 员袁阅 越 员袁粤 越 圆袁栽 越 园郾 园园员袁棕 越 员郾 苑援 渊葬冤 粤 越 圆袁源袁
远曰 渊遭冤 栽 越 园郾 园园员袁园郾 缘袁园郾 员曰 渊糟冤 棕 越 员郾 苑袁员郾 愿袁员郾 怨曰 渊凿冤 姿 越 员袁园郾 苑袁园郾 源曰 渊藻冤 阅 越 员袁园郾 苑袁园郾 源

图 圆摇 信噪比 砸泽 随振子频率 棕变化的曲线援 参数值院 匝 越 园郾 员袁栽
越 园郾 园猿袁阅 越 员 和 姿 越 员 图 猿摇 信噪比 砸糟 随乘法噪声强度 匝 变化的曲线援 参数值院 粤 越

圆袁阅 越 员袁赘 越 园郾 员袁棕 越 园郾 猿猿
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图 源摇 信噪比 砸糟 随振子频率 棕变化的曲线援 参数值院 粤 越 圆袁阅 越
员袁赘 越 员 和 匝 越 员

图 缘摇 信噪比 砸糟 随信号频率 赘变化的曲线援 参数值院 粤 越 圆袁阅 越
员袁匝 越 园郾 员援 渊葬冤 棕 越 园郾 缘曰 渊遭冤 棕 越 园郾 猿缘

强度 匝袁 振子频率 棕 和输入信号频率 赘 三个方面的

变化援 其他相关参数 匝袁阅袁栽袁粤 对信噪比 砸糟 随 匝袁棕袁
赘 变化的影响定性相同袁为节省篇幅袁未予画图讨

论袁这样做不影响本文中两类模型相比较的结论援
员冤图 猿 是 砸糟鄄匝 曲线袁从图可以看出存在两个极

值袁一个共振峰和一个抑制谷援 姿 值减小袁共振峰变

高袁抑制谷变浅援
圆冤图 源 是 砸糟鄄棕 曲线袁存在共振峰袁随着 姿 减小袁

峰变高袁极值位置左移援
猿冤 砸糟鄄赘 曲线如图 缘 所示袁改变参数 棕袁砸糟鄄赘 曲

线有两种不同的形式援 棕在 园郾 缘 附近和大 姿值时袁曲
线有峰有谷袁且随着 姿 值减小袁峰变高袁谷也上抬援 棕
在 园郾 猿缘 附近和较小 姿 值时袁曲线只有一极大值袁随
着 姿 值减小袁峰值降低援

远郾 两模型随机共振的比较

摇 摇 员冤不论输入方波信号还是输入余弦信号袁均会

出现随机共振现象援
圆冤两种信号输入都会出现具有两个极值的随

机共振曲线援 说明均会产生共振与抑制并存的现

象援 所不同的在于袁方波信号输入时袁是在信噪比

随振 子 频 率 变 化 过 程 中 出 现 这 一 并 存 现 象援
而余弦信号输入时袁则是在信噪比随乘法噪声强

度的变化过程中出现共振和抑制现象援 此外袁余弦

信号输入时袁信噪比随信号频率变化也会出现此

现象援
猿冤方波信号输入时独特的现象是袁在信噪比

随乘法噪声强度变化的过程中袁对 棕 不同取值的

砸泽鄄匝 曲线会相交援 物理就是在交点的两侧袁 砸泽 的

大小随曲线对应的参数变化的趋势正好相反援 对
应于参数 姿 不同取值的 砸泽鄄匝 曲线袁也有类似的相

交现象援
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