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摇 摇 研究机电系统 酝藻蚤 对称性导致的另一种守恒量援 在群的无限小变换下袁给出机电系统的 酝藻蚤 对称性的定义和

判据袁得到机电系统 酝藻蚤 对称性导致的另一种守恒量援 举例说明结果的应用援

关键词院 机电系统袁 酝藻蚤 对称性袁 守恒量

孕粤悦杂院 员员援 猿园援原 躁袁 源缘援 圆园援 允躁
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覮 通讯联系人援 耘鄄皂葬蚤造院 造蚤赠怎葬灶糟澡岳 怎责糟援 藻凿怎援 糟灶

员郾 引 言

员怨员愿 年袁晕燥藻贼澡藻则 揭示了对称性与守恒量间的

潜在关系咱员暂 援 但是袁直到 圆园 世纪 苑园 年代袁分析力学

界才开始认识到 晕燥藻贼澡藻则 理论的科学价值袁对称性

与守恒量的研究从此蓬勃发展咱圆要远暂 援 圆园园园 年袁酝藻蚤 提
出了力学系统的动力学函数经历无限小变换后仍

满足原方程的一种对称性咱苑暂 袁人们普遍称之为 酝藻蚤
对称性援 圆园园园要圆园园苑 年间袁酝藻蚤 对称性的研究成果集

中反映在梅凤翔的专著咱愿暂 和国内众多学者的研究

成果咱怨暂 中援 圆园园愿 年以来袁还有很多学者继续对 酝藻蚤
对称性进行研究咱员园要员缘暂 援

员愿苑猿 年袁麦克斯韦通过 蕴葬早则葬灶早藻 方法研究了机

电系统袁并且得到了 蕴葬早则葬灶早藻鄄酝葬曾憎藻造造 方程援 傅景礼等

首次将 蕴蚤藻 对称方法应用于机电系统咱员远暂 援 李元成尧夏
丽莉等研究了机电系统的统一对称性咱员苑要员怨暂 援 本文研

究机电系统 酝藻蚤 对称性直接导致的另一种守恒量援

圆援 机电系统的 蕴葬早则葬灶早藻鄄酝葬曾憎藻造造 方程

假设机电系统由 皂 个回路组成袁每个回路由线

导体和电路组成援 各个电路之间是电无关的袁但回

路中的电磁过程不是独立的援 用 蚤噪渊噪 越 员袁噎袁皂冤 表

示第 噪 个回路中的电流袁 怎噪 为加在第 噪 个回路中的

电动势援 设 藻噪 为电容器中的电荷袁它与电流的关系

为 觶藻噪 越 蚤噪袁 砸噪 和 悦噪 分别为第 噪个回路中的电阻和电

容袁系统受理想双面完整约束援 将 藻噪渊噪 越 员袁噎袁皂冤袁
择泽渊 泽 越 员袁噎袁灶冤 取为广义坐标袁系统的 蕴葬早则葬灶早藻鄄
酝葬曾憎藻造造 函数为

蕴 越 栽渊择泽袁 觶择泽冤 原 灾渊择泽冤 垣 宰皂渊择泽袁 觶藻噪冤
原 宰藻渊择泽袁藻噪冤袁 渊员冤

引入电的和机械的耗散函数之和

鬃 越 鬃藻渊 蚤噪冤 垣 鬃皂渊择泽袁 觶择泽冤袁
则机电系统的 蕴葬早则葬灶早藻鄄酝葬曾憎藻造造 方程为

凿
凿贼

鄣蕴
鄣 觶藻噪 原 鄣蕴

鄣藻噪 垣 鄣鬃
鄣 觶藻噪 越 怎噪 摇 摇 渊噪 越 员袁噎袁皂冤袁

凿
凿贼

鄣蕴
鄣 觶择泽

原 鄣蕴
鄣择泽

垣 鄣鬃
鄣 觶择泽

越 匝泽 摇 摇 渊 泽 越 员袁噎袁灶冤 援 渊圆冤
其中 宰皂袁宰藻袁鬃藻 分别为磁场能量袁电场能量和电耗

散函数袁即
宰皂 越 员

圆 鄱
皂

噪 越 员 鄱
皂

则 越 员
蕴噪则 蚤噪 蚤则袁

宰藻 越 员
圆 鄱

皂

噪 越 员
藻圆噪
悦噪

袁

鬃藻 越 员
圆 鄱

皂

噪 越 员
砸噪蚤圆噪 援 渊猿冤

栽袁 灾 分别为系统的动能和势能

栽 越 员
圆 鄱

灶

泽 越 员 鄱
灶

造 越 员
葬泽造

觶择泽
觶择造袁灾 越 灾 择泽

( )袁 渊源冤
其中系数 葬泽造 越 葬泽造渊择泽冤 仅依赖于广义坐标援 方程渊圆冤组
成对广义坐标 择泽袁 藻噪 的 灶 垣 皂 个二阶常微分方程组援

将空间坐标和广义电量用统一的广义坐标 择泽渊 泽
越 员袁噎袁灶袁灶 垣 员袁噎袁灶 垣 皂冤 来表示袁其中 择泽渊 泽 越 员袁
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噎袁灶冤 表示空间坐标分量袁 择泽渊 泽 越 灶 垣 员袁噎袁灶 垣 皂冤
表示电学分量援 机电系统的 蕴葬早则葬灶早藻鄄酝葬曾憎藻造造 方程

渊圆冤可表示为

凿
凿贼

鄣蕴
鄣 觶择泽

原 鄣蕴
鄣择泽

垣 鄣鬃
鄣 觶择泽

越 匝泽袁
渊 泽 越 员袁噎袁灶袁灶 垣 员袁噎袁灶 垣 皂冤袁 渊缘冤

其中 匝泽渊 泽 越 员袁噎袁灶冤 为非势广义力袁 匝泽渊 泽 越 灶 垣 员袁
噎袁灶 垣 皂冤 为广义电动势援

引入 耘怎造藻则 算子

耘泽 越 凿
凿贼

鄣
鄣 觶择泽

原 鄣
鄣择泽

袁 渊远冤
则方程渊缘冤可表示为

耘泽渊蕴冤 越 匝泽 原
鄣鬃
鄣 觶择泽

袁
渊 泽 越 员袁噎袁灶袁灶 垣 员袁噎袁灶 垣 皂冤 援 渊苑冤

假设系统非奇异袁即
凿藻贼 鄣圆蕴

鄣 觶择泽鄣 觶择噪
( )屹园 郾 渊愿冤

可求得所有广义加速度袁记作
咬择泽 越 琢泽渊 贼袁择袁 觶择冤 援 渊怨冤

引入无限小变换

贼鄢 越 贼 垣 着孜园渊 贼袁择袁 觶择冤袁
择鄢
泽 渊 贼鄢冤 越 择泽渊 贼冤 垣 着孜泽渊 贼袁择袁 觶择冤 援 渊员园冤

其中 着 为无限小参数袁 孜园袁孜泽 为无限小生成元援
假设 在 经 历 无 限 小 变 换 渊 员园 冤 后袁 系 统 的

蕴葬早则葬灶早藻 函数 蕴袁 匝泽 和 鬃变为 蕴鄢袁 匝鄢
泽 和 鬃鄢袁将 蕴鄢袁

匝鄢
泽 和 鬃鄢 在 渊 贼袁择袁 觶择冤 处作 栽葬赠造燥则 级数展开后可得

蕴鄢 越 蕴 贼鄢袁择鄢袁凿择鄢

凿贼鄢( )
越 蕴渊 贼袁择袁 觶择冤 垣 着载渊员冤 渊蕴冤 垣 韵渊着圆冤袁

匝鄢
泽 越 匝泽 贼鄢袁择鄢袁凿择鄢

凿贼鄢( )
越 匝泽渊 贼袁择袁 觶择冤 垣 着载渊员冤 渊匝泽冤 垣 韵渊着圆冤袁

鬃鄢 越 鬃 贼鄢袁择鄢袁凿择鄢

凿贼鄢( )
越 鬃渊 贼袁择袁 觶择冤 垣 着载渊员冤 渊鬃冤 垣 韵渊着圆冤 援 渊员员冤

摇 摇 定义摇 如果用经过无限小变换渊员园冤变换后的

函数 蕴鄢袁 匝鄢
泽 和 鬃鄢 代替变换前的函数 蕴袁 匝泽 和 鬃袁

方程渊苑冤的形式保持不变袁即
耘泽渊蕴鄢冤 越 匝鄢

泽 原 鄣鬃鄢
鄣 觶择泽

援 渊员圆冤
则这种对称性称为机电系统的 酝藻蚤 对称性援

将渊员员冤式代入渊员圆冤式袁忽略 着圆 以上的高阶小

项袁并利用方程渊苑冤袁可得

耘泽咱载渊员冤 渊蕴冤暂 越 载渊员冤 匝泽 原
鄣鬃
鄣 觶择泽

( ) 援 渊员猿冤
于是有院

判据摇 对机电系统袁如果变换渊员园冤的无限小生

成元 孜园袁孜泽 满足方程渊员猿冤袁则相应的不变性为系统

的 酝藻蚤 对称性援
称方程渊员猿冤为机电系统的 酝藻蚤 对称性的判据

方程援 其中

载渊员冤 越 孜园
鄣
鄣贼 垣 孜泽

鄣
鄣择泽

垣 渊孜窑泽 原 觶择泽孜
窑

园冤 鄣
鄣 觶择泽

援

猿援 机电系统的 酝藻蚤 对称性直接导致的

另一种守恒量

摇 摇 命题 摇 如果方程渊缘冤的 酝藻蚤 对称性的生成元

孜园袁孜泽 以及规范函数 郧 越 郧渊 贼袁择袁 觶择冤 满足如下结构

方程院
择泽

凿
凿贼

鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣择泽

垣 觶择泽
凿
凿贼

鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣 觶择泽

垣 凿
凿贼 载渊员冤 匝泽 原

鄣鬃
鄣 觶择泽

( )[ ]择泽 垣 郧
窑

越 园袁 渊员源冤
则系统的 酝藻蚤 对称性导致的守恒量为

陨 越 鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣择泽

择泽 垣 载渊员冤 匝泽 原
鄣鬃
鄣 觶择泽

( )择泽 垣 郧

越 糟燥灶泽贼 援 渊员缘冤
摇 摇 证明摇 将 陨 对 贼 求导数

凿陨
凿贼 越 择泽

凿
凿贼

鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣择泽

垣 觶择泽
鄣载渊员冤 渊蕴冤

鄣择泽

垣 凿
凿贼 载渊员冤 匝泽 原

鄣鬃
鄣 觶择泽

( )[ ]择泽

垣 载渊员冤 匝泽 原
鄣鬃
鄣 觶择泽

( ) 觶择泽 垣 郧
窑

越 择泽
凿
凿贼

鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣择泽

垣 觶择泽
凿
凿贼

鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣 觶择泽

原 觶择泽
凿
凿贼

鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣 觶择泽

垣 觶择泽
鄣载渊员冤 渊蕴冤

鄣择泽

垣 凿
凿贼 载渊员冤 匝泽 原

鄣鬃
鄣 觶择泽

( )[ ]择泽

垣 载渊员冤 匝泽 原
鄣鬃
鄣 觶择泽

( ) 觶择泽 垣 郧
窑

越 择泽
凿
凿贼

鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣择泽

垣 觶择泽
凿
凿贼

鄣载渊员冤 渊蕴冤
鄣 觶择泽

原 耘泽咱载渊员冤 渊蕴冤暂 原 载渊员冤 匝泽 原
鄣鬃
鄣 觶择泽

( ){ } 觶择泽
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垣 凿
凿贼 载渊员冤 匝泽 原

鄣鬃
鄣 觶择泽

( )[ ]择泽 垣 郧
窑
援 渊员远冤

将 酝藻蚤 对称性的判据方程渊员猿冤和渊员源冤式代入渊员远冤
式袁得

凿陨
凿贼 越 园 郾 渊员苑冤

证毕援
显然袁方程渊员源冤和渊员缘冤是机电系统 酝藻蚤 对称性

的另一种新的结构方程和守恒量援

源援 算 摇 例

机电系统 蕴葬早则葬灶早藻 函数可表示为 蕴 越 员
圆 觶择圆 垣

员
圆 藻圆 原 择藻袁耗散函数为 鬃 越 择圆 觶择 垣 藻圆 觶藻袁非势广义力 匝员

越 择圆袁 匝圆 越 藻圆 援 将空间坐标和广义电量用统一的广

义坐标 择泽 来表示袁则 蕴葬早则葬灶早藻 函数可表示为 蕴 越
员
圆 觶择圆

员 垣 员
圆 觶择圆

圆 原 择员择圆袁 耗散函数为 鬃 越 择圆
员 觶择员 垣 择圆

圆 觶择圆袁非
势广义力 匝员 越 择圆

员袁 匝圆 越 择圆
圆 援

系统的运动方程为
咬择员 越 原 择圆袁咬择圆 越 原 择员郾 渊员愿冤

选择无限小生成元

孜园 越 园袁孜员 越 择圆袁孜圆 越 择员郾 渊员怨冤
通过计算有

载渊员冤 渊蕴冤 越 圆 觶择员 觶择圆 原 择圆
员 原 择圆

圆袁
载渊员冤 咱载渊员冤 渊蕴冤暂 越 圆 觶择圆

员 垣 圆 觶择圆
圆 原 源择员择圆袁

耘泽咱载渊员冤 渊蕴冤暂 越 园郾 渊圆园冤
摇 摇 下面袁研究机电系统 酝藻蚤 对称性直接导致的守

恒量援 将渊圆园冤式代入渊员源冤式袁可得

郧 越 择圆
员 垣 择圆

圆 原 圆 觶择员 觶择圆郾 渊圆员冤
由渊员缘冤式得系统 酝藻蚤 对称性导致的守恒量

陨 越 原 择圆
员 原 择圆

圆 原 圆 觶择员 觶择圆郾 渊圆圆冤

缘援 结 摇 论

本文给出了机电系统 酝藻蚤 对称性导致另一种守

恒量援 值得注意的是袁它的形式和已找到的机电系

统的结构方程和守恒量文献咱员怨暂不同袁并可以找到

与第一种形式不同的守恒量援 因此袁本文的结果发

展和完善了约束力学系统 酝藻蚤 对称性与 酝藻蚤 守恒量

理论袁可以推广到存在非势力的一般完整系统和非

完整力学系统等领域援
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