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摇 摇 提出了一种由钟状光滑孤子渊或孤波冤解构造尖峰孤子解的方法袁即根据已知的钟状孤子渊或孤波冤解的形式

直接拟定尖峰孤子解的形式袁然后确定拟解中的待定参数袁得到具体的解式援 通过 缘 个非线性方程渊组冤对该方法进

行了验证袁 表明方法是可行的援 钟状光滑孤子渊或孤波冤解与尖峰孤子解这两种性质完全不同的解可以同时存在袁
尖峰孤子解的表达式包含了钟状光滑孤子渊或孤波冤解袁后者可以作为前者的特例援

关键词院 非线性波方程袁 钟状光滑孤子渊或孤波冤解袁 尖峰孤子解

孕粤悦杂院 园圆郾 猿园郾 允则袁 园缘郾 源缘郾 再增

鄢河南电力试验研究院科研基金资助的课题援
覮 耘鄄皂葬蚤造院 造赠赃澡灶凿造岳 赠葬澡燥燥援 糟燥皂援 糟灶

员郾 引 言

尖峰孤子解 怎渊曾袁贼冤 越 糟藻 原 曾原糟贼 是 悦葬皂葬泽泽葬 和

匀燥造皂咱员暂在研究一个新的浅水波方程要要要悦葬皂葬泽泽葬鄄
匀燥造皂渊悦匀冤方程时发现的非线性波动方程的一种新

型解援 该解的特点是孤立波曲线在波峰处有一个尖

点袁尖点的一阶导数不连续袁波峰不光滑袁这与我们

以往认识的孤立波是光滑连续的情形完全不同援 尖
峰孤子解的这种特点引起了许多研究者的关注袁迄
今已在 悦匀 方程咱员要源暂 尧阅藻早葬泽责藻则蚤泽鄄孕则燥糟藻泽蚤 方程咱缘袁远暂 尧广
义 悦匀 方程咱苑要员园暂等方程中得到了该型解援 最近袁文献

咱员员暂提出了一种求非线性波方程尖峰孤子解的简

便方法袁并利用该方法求得了 缘 个非线性波方程的

多种形式的尖峰孤子解援
根据文献咱员员暂的方法袁首先要构造具有尖峰孤

子解特点的解式

怎 越 枣渊 孜 袁糟员袁糟圆袁噎袁 糟灶冤袁 渊员冤
式中 孜 越 曾 原 增贼袁糟员袁糟圆袁噎袁糟灶 为待定常数援 该解式在 孜
越 园 时应满足

怎忆 孜 越 园 越 依 枣 忆渊园袁糟员袁 糟圆袁噎袁糟灶冤 屹 园 援 渊圆冤
然后袁分别求出 孜逸园 和 孜臆园 两种条件下的各阶偏

导数袁将其代入待求的非线性波方程

云渊怎袁怎贼袁怎曾袁怎贼贼袁怎曾曾袁怎曾贼袁噎冤 越 园袁 渊猿冤

通过解系数方程组确定待定常数 糟员袁 糟圆袁噎袁 糟灶援 若
孜逸园和 孜臆园 两种条件下得出的待定常数完全相同袁
则方程渊猿冤存在形如渊员冤式的尖峰孤子解援

构造具有尖峰孤子解特点的解式是求取尖峰

孤子解的第一步袁这需要一定的经验袁目前尚无统

一和普适的方法援 本文设想袁对于某一具体的非线

性波方程袁利用其已知的解来构造尖峰孤子解援 按

照这一思路袁我们研究了多个非线性波方程或方程

组袁找到了一种由钟状光滑孤子渊或孤波冤解构造尖

峰孤子解的方法袁即根据已知的钟状孤子渊或孤波冤
解的形式直接拟定尖峰孤子解的形式袁然后确定拟

解中的待定参数袁最后得到具体的解式援 本文通过 缘
个非线性方程渊组冤对该方法做了验证袁结果表明该

方法是可行的援 同时袁本文还发现袁钟状光滑孤子

渊或孤波冤解与尖峰孤子解这两种性质完全不同的

解可以同时存在袁尖峰孤子解的表达式包含了钟状

光滑孤子渊或孤波冤解袁后者可以视为前者的特例援

圆郾 由钟状孤子渊或孤波冤解构造尖峰孤

子解

圆郾 员郾 运燥则贼藻憎藻早鄄凿藻 灾则蚤藻泽 渊运凿灾冤方程

运凿灾 方程是非线性波理论中的一个基本模型袁一
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直被作为研究孤子现象的经典方程援其一般形式为咱员圆暂

怎贼 垣 琢怎怎曾 垣 茁怎曾曾曾 越 园 援 渊源冤
取 琢 越 原远袁茁 越 员 时袁方程渊源冤有大家熟知的钟状孤

子解咱员圆暂

怎 越 原 增
圆 泽藻糟澡圆渊渊 增 辕 圆冤孜冤

越 原 增
圆

员
糟燥泽澡圆渊渊 增 辕 圆冤孜冤袁 渊缘冤

式中 孜 越 曾 原 增贼援 根据渊缘冤式袁可以拟设方程渊源冤的尖

峰孤子解的基本形式为

怎 越 糟员
渊糟燥泽澡糟圆 孜 垣 糟猿 泽蚤灶澡糟圆 孜 冤圆袁 渊远冤

式中双曲余弦函数为偶函数袁故 糟燥泽澡糟圆 孜 也可

以写作 糟燥泽澡糟圆 孜援 对渊远冤 式求一阶导数袁当 糟猿 屹 园
时袁有

怎忆 孜 越 园 越 依 圆糟员糟圆糟猿 屹 园 援 渊苑冤
渊苑冤式在 孜 越园 时满足渊圆冤式袁因此渊远冤式可以作为尖

峰孤子解的拟解援 按照文献咱员员暂的方法确定渊远冤式
中的待定常数袁得

糟员 越 猿增渊员 原 糟圆猿冤 辕 琢袁
糟圆 越 依 增 辕 茁 辕 圆袁
糟猿 屹依 员援

因此袁运凿灾 方程渊源冤有尖峰孤子解

詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠

詟詟

怎 越 猿增渊员 原 糟圆猿冤 辕 琢
渊糟燥泽澡渊渊 增 辕 茁 辕 圆冤 孜 冤 垣 糟猿 泽蚤灶澡渊渊 增 辕 茁 辕 圆冤 孜 冤冤圆 援 渊愿冤

詟詟詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠
由渊愿冤式可知袁 当 糟猿 取 依员 和 园 之外的常数时袁可得

尖峰孤子解曰当取 糟猿 越 园袁琢 越 原 远袁茁 越 员 时袁渊愿冤式退

化为渊缘冤式援 这表明渊愿冤式包含了渊缘冤式袁即尖峰孤

子解的表达式包含了钟状光滑孤子解袁后者是前者

的特例援
圆郾 圆郾 修正的 运燥则贼藻憎藻早鄄凿藻 灾则蚤藻泽 渊皂运凿灾冤方程

皂运凿灾 方程的一般形式为咱员圆暂

怎贼 垣 琢怎圆怎曾 垣 茁怎曾曾曾 越 园 援 渊怨冤
方程渊怨冤有钟状孤波解咱员圆暂

怎 越 依 远增 辕 琢泽藻糟澡渊 增 辕 茁孜冤
越 依 远增 辕 琢

糟燥泽澡渊 增 辕 茁孜冤 援 渊员园冤
摇 摇 参考渊员园冤式袁假定方程渊怨冤有如下形式的尖峰

孤子解院
怎 越 糟员糟燥泽澡糟圆 孜 垣 糟猿 泽蚤灶澡糟圆 孜

援 渊员员冤
对渊员员冤式求一阶导数袁当 糟猿屹园 时袁有

怎忆 孜 越 园 越 依 糟员糟圆糟猿 屹 园 援 渊员圆冤
渊员圆冤式在 孜 越 园 时也满足渊圆冤式袁因此渊员员冤式也可以

作为尖峰孤子解的拟解援 按照文献咱员员暂的方法确定

渊员员冤式中的待定常数

糟员 越 远增渊员 原 糟圆猿冤 辕 琢袁
糟圆 越 依 增 辕 茁袁
糟猿 屹依 员援

因此袁皂运凿灾 方程渊怨冤有尖峰孤子解

怎 越 依 远增渊员 原 糟圆猿冤 辕 琢
糟燥泽澡渊 增 辕 茁 孜 冤 垣 糟猿泽蚤灶澡渊 增 辕 茁 孜 冤 援 渊员猿冤

容易看出袁当 糟猿 取 依 员 和 园 之外的常数时袁可得尖峰

孤子解曰当取 糟猿 越 园 时袁渊员猿冤式退化为渊员园冤式袁成为

钟状光滑孤波解援
圆郾 猿郾 组合 运凿灾鄄皂运凿灾 方程

组合 运凿灾鄄皂运凿灾 方程为

怎贼 垣 琢怎怎曾 垣 茁怎圆怎曾 垣 酌怎曾曾曾 越 园 援 渊员源冤
该方程可以作为一维非线性晶格传播波的模型袁也
可以作为流体力学中的模型方程咱员猿暂 援

先求解方程渊员源冤袁得到钟状孤波解

怎 越 依 圆源茁增 垣 远琢圆

源茁圆

伊 泽藻糟澡 源茁增 垣 琢圆
源茁酌 孜

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ 原 琢

圆茁袁 渊员缘冤
式中 孜 越 曾 原 增贼袁 增 可取任意非零常数援 当取 增 越
原 琢圆
远茁 袁酌 越 员 时袁渊员缘冤 式简化为文献咱员猿暂 的行波解

怎垣 渊孜冤 和怎原 渊孜冤曰当取 增 越 原 琢圆
远茁 袁渊员缘冤 式简化为文献

咱员源暂 的解 怎员源渊孜冤 援 因此袁渊员缘冤 式更具一般性援
参考渊员缘冤式袁假定方程渊员源冤的尖峰孤子解的形

式为

怎 越 糟员糟燥泽澡糟圆 孜 垣 糟猿 泽蚤灶澡糟圆 孜
垣 糟源 援 渊员远冤

按照文献咱员员暂的方法确定渊员远冤式中的待定常数
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糟员 越 依 圆源茁增 垣 远琢圆

源茁圆 渊员 原 糟圆猿冤袁

糟圆 越 依 源茁增 垣 琢圆
源茁酌 袁

糟猿 屹依 员袁
糟源 越 原 琢

圆茁 援

因此袁方程渊员源冤有尖峰孤子解

怎 越 依 圆源茁增 垣 远琢圆

源茁圆 渊员 原 糟圆猿冤
伊 员

糟燥泽澡糟圆 孜 垣 糟猿 泽蚤灶澡糟圆 孜
原 琢
圆茁袁 渊员苑冤

式中

糟圆 越 依 源茁增 垣 琢圆
源茁酌 援

摇 摇 渊员苑冤式包含了渊员缘冤式袁当 糟猿 越 园 时袁渊员苑冤式即

退化为渊员缘冤式袁成为钟状光滑孤波解援
圆郾 源郾 运造藻蚤灶鄄郧燥则凿燥灶 方程

运造藻蚤灶鄄郧燥则凿燥灶 方程的一般形式为咱员圆暂

怎贼贼 原 糟圆园怎曾曾 垣 琢怎 原 茁怎猿 越 园 援 渊员愿冤
该方程包含了以下著名的非线性偏微分方程院准源

方程

怎贼贼 原 怎曾曾 垣 怎 原 怎猿 越 园曰
类正弦鄄 郧燥则凿燥灶 方程

怎贼贼 原 怎曾曾 垣 怎 原 渊员 辕 远冤怎猿 越 园袁
蕴葬灶凿葬怎鄄郧蚤灶扎遭怎则早鄄匀蚤早早泽 方程

怎贼贼 原 怎曾曾 原 责圆怎 垣 择圆怎猿 越 园袁
其中 责袁择 为常数援 方程渊员愿冤有钟状孤波解咱员圆暂

怎 越 依 圆琢
茁

员
糟燥泽澡 原 琢

增圆 原 糟圆园
孜⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
援 渊员怨冤

摇 摇 参考渊员怨冤式袁假定方程渊员愿冤有如下形式的尖峰

孤子解院
怎 越 糟员糟燥泽澡糟圆 孜 垣 糟猿 泽蚤灶澡糟圆 孜

援 渊圆园冤
按照文献咱员员暂的方法可以确定渊圆园冤 式中的待定

常数

糟员 越 依 圆琢
茁 渊员 原 糟圆猿冤袁

糟圆 越 原 琢
增圆 原 糟圆园

袁
糟猿 屹依 员援

因此袁运造藻蚤灶鄄 郧燥则凿燥灶 方程渊员愿冤的尖峰孤子解为

怎 越 依 圆琢
茁 渊员 原 糟圆猿冤

伊 员
糟燥泽澡 原 琢

增圆 原 糟圆园
孜

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ 垣 糟猿泽蚤灶澡 原 琢

增圆 原 糟圆园
孜

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
援

渊圆员冤
由于 运造藻蚤灶鄄郧燥则凿燥灶 方程渊员愿冤 包含了 准源 方程尧类正

弦鄄郧燥则凿燥灶 方程和 蕴葬灶凿葬怎鄄郧蚤灶扎遭怎则早鄄匀蚤早早泽 方程袁 因

此本文方法和结果也适合于这些方程援
渊圆员冤式包含了渊员怨冤式袁当取 糟猿 越 园 时袁渊圆员冤式

退化为渊员怨冤式袁成为钟状光滑孤波解援
圆郾 缘郾 广义 月燥怎泽泽蚤灶藻泽择 方程组

广义 月燥怎泽泽蚤灶藻泽择 方程组为咱员缘暂

澡贼 垣 澡澡曾 垣 早怎曾 垣 员
猿 葬怎曾曾曾 越 园袁

怎贼 垣 澡怎曾 垣 怎澡曾 越 园袁
渊圆圆冤

其中 澡渊曾袁贼冤和 怎渊曾袁贼冤分别表示水深和波速援
文献咱员缘暂利用动力学分叉理论研究了方程组

渊圆圆冤袁认为其应当存在尖峰孤子解袁但未具体

求出援
作行波变换

澡渊曾袁贼冤 越 渍渊孜冤袁
怎渊曾袁贼冤 越 鬃渊孜冤袁

孜 越 曾 原 增贼袁
求解方程组渊圆圆冤袁可得钟状孤波解

渍渊孜冤 越 依 早

糟燥泽澡 原 圆苑早
源葬增圆 孜⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
圆 辕 猿 垣 增 渊圆猿冤

和行波解

鬃渊孜冤 越 糟燥泽澡圆 辕 猿 原 圆苑早
源葬增圆 孜⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ 援 渊圆源冤

摇 摇 参考渊圆猿冤和渊圆源冤式袁假定方程组渊圆圆冤有如下

形式的尖峰孤子解院
渍渊孜冤 越 糟员

渊糟燥泽澡糟圆 孜 垣 糟猿泽蚤灶澡糟圆 孜 冤圆 辕 猿 垣 增袁渊圆缘冤
鬃渊孜冤 越 渊糟燥泽澡糟圆 孜 垣 糟猿 泽蚤灶澡糟圆 孜 冤圆 辕 猿 援 渊圆远冤

按照文献咱员员暂的方法确定渊圆缘冤袁 渊圆远冤式中的待定

常数袁得
糟员 越 依 早渊员 原 糟圆猿冤袁
糟圆 越 依 原 圆苑早

源葬增圆 袁
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糟猿 屹依 员援 因此袁广义 月燥怎泽泽蚤灶藻泽择 方程组渊圆圆冤的尖峰孤子解为

詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠

詟詟

渍渊孜冤 越 依 早渊员 原 糟圆猿冤
糟燥泽澡 原 圆苑早

源葬增圆 孜
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
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源葬增圆 孜
⎛
⎝
⎜

⎞
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⎛
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摇 摇 渊圆苑冤和渊圆愿冤式分别包含了渊圆猿冤和渊圆源冤式袁当
取 糟猿 越 园 时袁渊圆苑冤袁渊圆愿冤式即退化为渊圆猿冤袁渊圆源冤式援

上述对 运凿灾 方程尧皂运凿灾 方程尧组合 运凿灾鄄皂运凿灾
方程尧运造藻蚤灶鄄郧燥则凿燥灶 方程和广义 月燥怎泽泽蚤灶藻泽择 方程组共

缘 个方程渊组冤的求解结果表明袁尖峰孤子解的表达

式可以同时描述钟状光滑和尖峰两种孤立波援 当表

达式中的 糟猿 取 依员 和 园 之外的常数时袁可得尖峰孤

子解曰当取 糟猿 越 园 时袁解的表达式即退化为钟状光滑

孤子渊或孤波冤解援 尖峰孤子解的表达式包含了钟状

孤子渊或孤波冤解袁后者可以作为前者的特例援 数值

模拟表明袁糟猿 的取值会影响孤立波波峰的尖锐程

度袁糟猿 的值越小袁波峰越圆滑曰当 糟猿寅园 时袁波形即趋

于钟状光滑的孤立波援

猿郾 结 论

根据已知的钟状孤子渊或孤波冤解的形式直接

拟定尖峰孤子解的形式后求解的方法是可行的援 还
有 不 少 非 线 性 方 程袁 如 月藻灶躁葬皂蚤灶鄄月燥灶葬鄄酝葬澡燥灶赠
渊月月酝冤方程咱员远暂 尧修正的 月月酝 方程咱员远暂 尧广义 运凿灾 方

程咱员苑暂和渊圆 垣 员冤维 在葬噪澡葬则燥增鄄运怎扎灶藻贼泽燥增 方程咱员愿暂等袁也
都可以采用本文方法求解援 本文作为文献咱员员暂的补

充和推广袁为在更多的非线性方程中求得尖峰孤子

解提供了一条较为便捷的途径援
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