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摇 摇 研究四量子比特海森堡 载载在 模型中配对纠缠的性质袁在该系统中引入了 阅扎赠葬造燥泽澡蚤灶泽噪蚤蚤鄄酝燥则蚤赠葬 渊阅酝冤相互作

用袁通过求解配对纠缠度来讨论最近邻和次近邻两量子比特之间的热纠缠性质援 研究结果表明院对于铁磁和反铁

磁两种情形而言袁次近邻两量子比特之间不存在配对热纠缠曰但在最近邻两量子比特情况时袁阅酝 相互作用和各向

异性参数 驻 对配对热纠缠和临界温度 栽糟 都具有重要的影响袁且随着温度 栽 的增加袁配对纠缠度逐渐减小直至消

失援 因此袁选择和调整合适的 阅酝 相互作用和各向异性参数袁可以有效地控制和提高配对热纠缠援

关键词院 配对纠缠袁 载载在 模型袁 阅扎赠葬造燥泽澡蚤灶泽噪蚤蚤鄄酝燥则蚤赠葬 相互作用
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员郾 引 言

量子纠缠在现代物理中扮演着重要的角色袁随
着量子信息论的发展袁它已成为量子力学的一个核

心概念袁作为量子信息技术中最宝贵的资源已逐渐

应用于量子计算和量子通信中援 利用纠缠除了能实

现经典方法不容易实现的行为外袁也可广泛地用于

灵敏干涉测量尧量子平板印刷术咱员暂 以及研究强关联

量子系统咱圆暂等援 自从海森堡模型中热纠缠的概念被

提出及进行探讨后咱猿暂 袁人们对各种海森堡模型的纠

缠渊两量子比特海森堡模型的热纠缠和 晕 量子比特

海森堡模型的配对纠缠冤特性已经进行了广泛的理

论研究咱源要圆员暂 援 其中对于四量子比特海森堡模型袁人
们也进行了大量的研究袁例如院悦葬燥 等咱员圆暂 研究了在

磁场作用下四量子比特海森堡 载载在 链中的热纠缠

性质袁发现各种参数的变化会影响最近邻和次近邻

量子比特之间的配对热纠缠性质曰宰怎 等咱员猿暂 研究了

外磁场作用下的四量子比特海森堡 载再 链和海森堡

载载 链中的热纠缠性质袁结果表明各种参数对热纠缠

具有一定的影响且在海森堡 载载 链模型中可获得更

高的配对纠缠援
阅扎赠葬造燥泽澡蚤灶泽噪蚤蚤鄄酝燥则蚤赠葬渊阅酝冤 相互作用是一种具

有反对称的各向异性超交换相互作用咱圆圆暂 袁可用来

解释反铁磁材料渊如 蕴葬圆悦怎韵源冤中的弱铁磁性以及其

他的新奇性质咱圆猿暂 援 近年来人们也广泛讨论和研究

了在阅酝 各向异性交换作用下海森堡模型的纠缠特

性袁但是到目前为止袁阅酝 相互作用对热纠缠影响

的研究大多集中在双量子比特和三量子比特的海

森堡模型中咱源袁员源要员愿袁圆员暂 袁而四量子比特模型很少受到

关注援 因此袁本文将重点讨论和研究 阅酝 相互作用

对四量子比特海森堡 载载在 模型中热纠缠性质的

影响援

圆郾 理论模型和配对纠缠度

对于具有 阅酝 相互作用的 晕 量子比特海森堡

载载在 模型袁系统的哈密顿量 匀 可以表示为

匀 越 允
圆 鄱

晕

灶 越 员
咱渊滓曾

灶滓曾
灶垣员 垣 滓赠

灶滓赠
灶垣员冤

垣 阅窑渊滓灶 伊 滓灶垣员冤 垣 驻滓扎
灶滓扎

灶垣员暂袁 渊员冤
其中袁 阅为 阅酝 相互作用参数袁允为耦合系数袁驻为各
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员圆园猿园员鄄 圆摇摇摇摇

向异性参数袁滓琢
灶渊琢 越 曾袁赠袁扎冤 为第 灶个格点的泡利算

符袁这里我们采用周期性边界条件袁即 滓琢
灶垣员 越 滓琢

员 援
当 允 跃 园袁驻 跃 园 时袁渊员冤 式对应反铁磁模型曰当 允 约
园袁驻 约 园 时袁渊员冤 式对应铁磁模型援 本文考虑四量子

比特 载载在 模型袁即 晕 越 源袁同时我们假定 阅酝 相互作

用沿着 扎 轴袁即 阅 越 阅藻赞 扎 援 在这种情况下袁哈密顿量

渊员冤 式可具体写为

匀 越 允鄱源

灶 越 员
[ 渊员 垣 蚤阅冤滓垣

灶 滓原
灶垣员

垣 渊员 原 蚤阅冤滓原
灶 滓垣

灶垣员 垣 员
圆 驻滓扎

灶滓扎
灶垣员 ] 袁 渊圆冤

其中

滓依
灶 越 员

圆 渊滓曾
灶 依 蚤滓赠

灶冤 援
摇 摇 在下面的讨论中袁我们将考虑两个近邻量子比

特之间的配对纠缠援 哈密顿量渊圆冤式的本征值为

耘园袁员 越 园袁
耘圆袁猿 越 原 圆允袁
耘源袁缘 越 圆允袁
耘远袁苑 越 圆允驻袁
耘愿袁怨 越 原 允驻 芎 泽袁

耘员园袁员员 越 原 圆允阅袁
耘员圆袁员猿 越 圆允阅袁
耘员源袁员缘 越 原 允驻 芎 皂 援

渊猿冤

相应的本征矢为

鬃园业 越 原 员
圆渊 园园员员业 原 员员园园业冤袁

鬃员业 越 原 员
圆渊 园员员园业 原 员园园员业冤袁

鬃圆袁源业 越 员
圆 渊 员园员员业 垣 员员员园业
芎 员员园员业芎 园员员员业冤袁

鬃猿袁缘业 越 员
圆 渊 园园员园业 垣 员园园园业
芎 园园园员业芎 园员园园业冤袁

鬃远业 越 员员员员业袁
鬃苑业 越 园园园园业袁
鬃愿业 越 葬园 [ 渊 园园员员业 垣 园员员园业 垣 员园园员业 垣 员员园园业冤

原 允驻 垣 泽
圆允 渊 园员园员业 垣 员园员园业冤 ] 袁

鬃怨业 越 葬员 [ 渊 园园员员业 垣 园员员园业 垣 员园园员业 垣 员员园园业冤
原 允驻 原 泽

圆允 渊 园员园员业 垣 员园员园业冤 ] 袁

鬃员园袁员圆业 越 员
圆 渊 员员员园业 原 员园员员业
依 蚤 员员园员业 依 蚤 园员员员业冤袁

鬃员员袁员猿业 越 员
圆 渊 员园园园业 原 园园员园业
依 蚤 园员园园业芎 蚤 园园园员业冤袁

鬃员源业 越 葬圆 [ 渊 园园员员业 原 园员员园业
原 员园园员业 垣 员员园园业冤
原 蚤 允驻 垣 皂

圆允阅 渊 园员园员业 垣 员园员园业冤 ] 袁
鬃员缘业 越 葬猿 [ 渊 园园员员业 原 园员员园业

原 员园园员业 垣 员员园园业冤
原 蚤 允驻 原 皂

圆允阅 渊 园员园员业 垣 员园员园业冤 ] 援

渊源冤
这里

皂 越 允圆渊愿阅圆 垣 驻圆冤 袁
泽 越 允圆渊愿 垣 驻圆冤 袁

葬园袁员 越 允
允渊驻圆 垣 愿冤 依 驻泽 袁

葬圆袁猿 越 允阅圆

允渊驻圆 垣 愿阅圆冤 依 驻皂 援

摇 摇 对于四量子比特 载载在 模型袁存在以下两种类型

的热纠缠院最近邻两量子比特之间的热纠缠和次近

邻两量子比特之间的热纠缠援 本文将分别讨论这两

种类型的热纠缠援 由以上的本征值和本征矢袁可以

求出温度为 栽 时系统的密度矩阵

籽渊栽冤 越 员
在鄱

员缘

灶 越 园
藻曾责渊 原 茁耘灶冤 鬃灶业掖鬃灶 援

这里

茁 越 员
噪月栽

袁
其中 噪月 为玻尔兹曼常数袁在下面的讨论中取自然单

位袁即 噪月 越 员曰在 为配分函数袁
在 越 圆 垣 源糟燥泽澡 圆允

栽( ) 垣 源糟燥泽澡 圆允阅
栽( )

垣 圆藻曾责 原 圆允驻
栽( ) 垣 圆藻曾责 允驻

栽( )
伊 糟燥泽澡 泽

栽( ) 垣 糟燥泽澡 皂
栽( )[ ] 援 渊缘冤

我们计算得到最近邻量子比特 员 和量子比特 圆 的约

化密度矩阵 籽员圆渊栽冤 越 贼则猿源咱籽渊栽冤暂袁即
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籽员圆渊栽冤 越 员
在

滋员 园 园 园
园 憎员 赠员 园
园 赠鄢

员 憎员 园
园 园 园 淄员

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

援 渊远冤

这里

憎员 越 员
圆 垣 糟燥泽澡 圆允

栽( ) 垣 糟燥泽澡 圆允阅
栽( ) 垣 藻曾责 允驻

栽( )
伊 [ 葬圆

园葬源藻曾责 泽
栽( ) 垣 葬圆

员葬远藻曾责 原 泽
栽( )

垣 葬圆
圆葬愿藻曾责 皂

栽( ) 垣 葬圆
猿葬员园藻曾责 原 皂

栽( ) ] 袁
滋员 越 员

圆 垣 糟燥泽澡 圆允
栽( ) 垣 藻曾责 原 圆允驻

栽( ) 垣 糟燥泽澡 圆允阅
栽( )

垣 藻曾责 允驻
栽( ) [ 葬圆

园藻曾责 泽
栽( ) 垣 葬圆

员藻曾责 原 泽
栽( )

垣 葬圆
圆藻曾责 皂

栽( ) 垣 葬圆
猿藻曾责 原 皂

栽( ) ] 袁
淄员 越 滋员袁
赠员 越 原 泽蚤灶澡 圆允

栽( ) 垣 蚤泽蚤灶澡 圆允阅
栽( ) 垣 藻曾责 允驻

栽( )
伊 [ 原 葬圆

园葬缘藻曾责 泽
栽( ) 垣 葬圆

员葬苑藻曾责 原 泽
栽( )

原 葬圆
圆葬怨藻曾责 皂

栽( ) 原 葬圆
猿葬员员藻曾责 原 皂

栽( ) ] 袁
其中

葬源袁远 越 员 垣 渊 泽 依 允驻冤圆

源允圆 袁
葬缘袁苑 越 泽 依 允驻

允 袁
葬愿袁员园 越 员 垣 渊允驻 依 皂冤圆

源允圆阅圆 袁
葬怨袁员员 越 允驻 依 皂

允阅 援

次近邻量子比特 员 和量子比特 猿 的约化密度矩阵为

籽员猿渊栽冤 越 贼则圆源咱籽渊栽冤暂袁即

籽员猿渊栽冤 越 员
在

滋圆 园 园 园
园 憎圆 赠圆 园
园 赠鄢

圆 憎圆 园
园 园 园 淄圆

⎛

⎝

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

援 渊苑冤

这里

憎圆 越 员 垣 糟燥泽澡 圆允
栽( ) 垣 糟燥泽澡 圆允阅

栽( ) 垣 圆藻曾责 允驻
栽( )

伊 [ 葬圆
园藻曾责 泽

栽( ) 垣 葬圆
员藻曾责 原 泽

栽( ) 垣 葬圆
圆藻曾责 皂

栽( )

垣 葬圆
猿藻曾责 原 皂

栽( ) ] 袁
滋圆 越 糟燥泽澡 圆允

栽( ) 垣 藻曾责 原 圆允驻
栽( ) 垣 糟燥泽澡 圆允阅

栽( )
垣 藻曾责 允驻

栽( ) [ 葬圆
园葬源藻曾责 泽

栽( ) 垣 葬圆
员葬缘藻曾责 原 泽

栽( )
垣 葬圆

圆葬远藻曾责 皂
栽( ) 垣 葬圆

猿葬苑藻曾责 原 皂
栽( ) ] 袁

淄圆 越 滋圆袁
赠圆 越 糟燥泽澡 圆允

栽( ) 原 糟燥泽澡 圆允阅
栽( ) 垣 圆藻曾责 允驻

栽( )
伊 [ 葬圆

园藻曾责 泽
栽( ) 垣 葬圆

员藻曾责 原 泽
栽( ) 原 葬圆

圆藻曾责 皂
栽( )

原 葬圆
猿藻曾责 原 皂

栽( ) ] 援
摇 摇 为了研究四量子比特的热纠缠性质袁在 晕 量子

比特 载载在 环中袁我们计算量子比特 蚤 和量子比特 躁
之间的配对纠缠度 悦蚤躁 援 配对纠缠度 悦蚤躁

咱圆源要圆远暂定义为

悦蚤躁 越 皂葬曾喳姿员 原 姿圆 原 姿猿 原 姿源袁园札袁 渊愿冤
其中 姿蚤渊 蚤 越 员袁圆袁猿袁源冤 是算子

砸蚤躁 越 籽蚤躁渊滓赠
蚤 塥 滓赠

躁 冤籽鄢
蚤躁 渊滓赠

蚤 塥 滓赠
躁 冤

本征值的平方根袁满足 姿员 逸 姿圆 逸 姿猿 逸 姿源 援 配对纠

缠度悦蚤躁 的取值从园到员袁悦蚤躁 越 园表示非纠缠态袁悦蚤躁 越
员 对应于最大纠缠态袁园 约 悦蚤躁 约 员 为部分纠缠援

由方程渊缘冤和渊远冤求得最近邻量子比特 员 和量

子比特 圆 情况下袁算子 砸员圆本征值的四个平方根为

姿员 越
憎员 垣 赠员

在 袁

姿圆 越
憎员 原 赠员

在 袁

姿猿 越 姿源 越 滋员淄员
在 援

渊怨冤

相应的配对纠缠度为

悦员圆 越 圆
在 皂葬曾喳 赠员 原 滋员淄员 袁园札 援 渊员园冤

摇 摇 同理袁由方程渊缘冤和渊苑冤求得次近邻量子比特 员
和量子比特 猿 情况下袁算子 砸员猿本征值的四个平方

根为

姿员 越
憎圆 垣 赠圆

在 袁

姿圆 越
憎圆 原 赠圆

在 袁

姿猿 越 姿源 越 滋圆淄圆
在 援

渊员员冤

相应的配对纠缠度为
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悦员猿 越 圆
在 皂葬曾喳 赠圆 原 滋圆淄圆 袁园札 援 渊员圆冤

猿郾 结果及讨论

首先袁我们考虑次近邻两量子比特之间的热纠

缠援 文献咱怨暂研究发现袁当忽略 阅酝 相互作用且没有

磁场的情况下袁在四量子比特 载载 模型中次近邻两

量子比特之间不存在热纠缠援 本文考虑四量子比特

载载在 模型袁计算结果表明袁无论是对铁磁模型还是

对反铁磁模型袁阅酝 相互作用都不会诱导次近邻两

量子比特之间产生热纠缠袁即 悦员猿 越 渊阅袁驻袁栽冤 越 园援
接着袁讨论最近邻两量子比特之间的热纠缠援

对于两量子比特 载载在 模型袁文献咱源暂研究发现袁热纠

缠存在与否决定于各向异性参数 驻 和耦合系数 允袁
在 阅酝 相互作用下袁铁磁和反铁磁情况具有相同的

热纠缠性质援 文献咱圆员暂研究发现袁对于三量子比特

载载在 模型袁引入 阅酝 相互作用后袁可以使原本不存在

热纠缠的反铁磁自旋链产生纠缠袁而且对于铁磁和

反铁磁这两种 载载在 自旋链袁阅酝 相互作用和各向异

性参数驻对热纠缠具有不同的影响援 本文讨论四量

子比特 载载在 模型袁分析得出袁在 阅酝 相互作用下袁铁
磁和反铁磁情况具有相同的热纠缠性质援

下面我们讨论在相同的温度 栽 下袁当 阅酝 相互

作用参量 阅 取不同值时配对纠缠度 悦员圆随 允 和 驻 的

变化关系援 图 员 描述的是温度 栽 越 员袁 阅 取不同值

时袁配对纠缠度 悦员圆随 允 和 驻 的变化援 由图 员 可以看

出院不存在 阅酝 相互作用时袁铁磁与反铁磁系统都存

在热纠缠袁而且存在一个关于 允 和 驻 的区域袁在这个

区域内热纠缠趋稳定值曰引入 阅酝 相互作用后袁发现

随着 阅酝 相互作用参量 阅 的增加袁纠缠趋于稳定区

域的面积逐渐增大袁但配对纠缠度 悦员圆逐渐减小援 由

以上分析可知袁引入 阅酝 相互作用可以拓展纠缠的

范围袁但同时也会使配对纠缠度 悦员圆减小援

图 员摇 当 阅酝 相互作用参量 阅 取不同值时袁配对纠缠度 悦员圆随 允 和 驻 的变化摇 温度 栽 越 员援 渊 葬冤阅 越 园袁渊遭冤阅 越 员郾 园袁渊糟冤阅 越
圆郾 园袁渊凿冤阅 越 猿郾 园

摇 摇 现在讨论在不同的参数下配对纠缠度 悦员圆随 阅
的变化关系援 图 圆 描述的是反铁磁渊允 跃 园袁驻 跃 园冤情
况下袁当各向异性参数 驻 取不同值时袁在不同的温

度 栽 下配对纠缠度 悦员圆随 阅酝 相互作用参量 阅 的变

化援 分析图 圆渊 葬冤可以发现院在温度 栽 为零的情况

下袁当 阅臆员 时袁配对纠缠度 悦员圆随着各向异性参数 驻
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的增加而增加袁在 阅 越 员 处袁配对纠缠度 悦员圆 经历一

个突变袁而当 阅 跃 员 时袁配对纠缠度 悦员圆受各向异性

参数 驻 的影响相对较小曰而当 驻 为零时袁随着 阅酝
相互作用参量 阅 的增大袁配对纠缠度 悦员圆始终为一

个恒定值援 从图 圆渊遭冤袁渊糟冤和渊凿冤可以看出院当温度

栽 不为零时袁配对纠缠度 悦员圆随 阅酝 相互作用参量 阅
的变化曲线在某个 阅鄢值附近会出现一个野峡谷冶的
形状援 随着温度 栽 的升高袁野峡谷冶的区域逐渐展宽

而平滑曰而且随着各向异性参数 驻 的增加袁阅鄢的值

逐渐加大援 如当 栽 越园郾 缘 时袁对 驻 越园袁园郾 缘袁员郾 园 和 员郾 缘
而言袁阅鄢分别为 园郾 怨苑愿袁员郾 园缘圆袁员郾 员猿圆 和 员郾 圆员猿援 在

有限温度下袁 当 阅酝 相互作用参量 阅 小于 阅鄢时袁由
于最大纠缠态与其他态混合在一起袁因此观察到纠

缠度随参量 阅 的增加而单调减小援 另一方面袁当参

量 阅 大于 阅鄢时袁阅酝 相互作用更有利于纠缠态的产

生袁同时抑制了温度和各向异性参数对纠缠态的影

响袁随着参量 阅 的增加袁系统逐渐趋近零温时的基

态袁因此可以观察到纠缠度随参量 阅 的增加而增

大袁并逐渐趋近零温时的结果援 运葬皂贼葬 等咱远暂 的研究

工作也注意到这种纠缠态的恢复现象袁他们讨论了

在两量子比特的 载再 模型中伴随磁场增加而出现的

纠缠态恢复援

图 圆摇 当各向异性参数 驻 取不同值时袁在不同的温度 栽 下配对纠缠度 悦员圆随 阅 的变化摇 允 越 员援 渊葬冤栽 越 园袁渊遭冤栽 越 园郾 圆袁渊糟冤栽 越 园郾 缘袁
渊凿冤栽 越 员郾 园

摇 摇 图 猿 描述的是反铁磁渊 允 跃 园袁驻 跃 园冤 情况下袁
当 阅酝 相互作用参量 阅 取不同值时袁在不同的各向

异性参数 驻 下配对纠缠度 悦员圆 随温度 栽 的变化援 由

图 猿 可以看出袁配对纠缠度 悦员圆 随着温度 栽的增加而

减小直至消失援 这说明存在一个临界温度 栽糟袁 当

栽 逸 栽糟 时袁悦员圆渊栽冤 越 园曰当 阅酝相互作用参量 阅相同

时袁随着各向异性参数 驻 的增加袁配对纠缠度 悦员圆 逐

渐增大曰当各向异性参数 驻 相同时袁随着 阅酝 相互作

用参量阅的增加袁临界温度 栽糟 逐渐增大袁即当阅酝相

互作用参量 阅 增加时袁需要一个更高的温度 栽袁配对

纠缠度 悦员圆 才能消失援
图 源 描述的是反铁磁 渊允 跃 园袁驻 跃 园冤 情况下袁当

各向异性参数驻取不同值时袁临界温度 栽糟 随阅酝相互

作用参量 阅 的变化援 仔细分析可以得出院当各向异性

参数 驻 为零时袁阅酝 相互作用参量 阅 存在一个特殊值

阅园袁即在 阅园 越 员 处袁临界温度 栽糟 达到它的极小值

渊栽糟 越 员郾 园猿愿苑冤袁而 阅 跃 阅园 时袁临界温度随着阅酝相

互作用参量 阅 的增加而增加援 当各向异性参数 驻 逐渐
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增大时袁临界温度 栽糟 将随 阅酝 相互作用参量 阅 的绝对 值的增加而增大袁且 阅园 的绝对值逐渐减小直至为零援

图 猿摇 当 阅酝 相互作用参量 阅 取不同值时袁在不同的各向异性参数 驻 下配对纠缠度 悦员圆 随温度 栽 的变化 摇 允 越 员援 渊葬冤阅 越 园袁
渊遭冤阅 越 员郾 园袁渊糟冤阅 越 员郾 缘袁渊凿冤阅 越 圆郾 园

图 源摇 当各向异性参数 驻 取不同值时袁临界温度 栽糟 随 阅酝 相互

作用参量 阅 的变化摇 允 越 员

源郾 结 论

本文通过计算配对纠缠度袁研究了具有 阅酝 相

互作用的四量子比特海森堡 载载在 模型的热纠缠性

质袁计算得到配对纠缠度随各种参数的变化规律援
研究结果表明院对于铁磁和反铁磁这两种情形而

言袁次近邻两量子比特之间不存在配对热纠缠曰但
在最近邻两量子比特情况时袁阅酝 相互作用和各向

异性参数 驻 对热纠缠和临界温度 栽糟 都有重要的影

响袁且随着温度 栽 的增加袁配对纠缠度逐渐减小直

至消失援 因此袁选择和调整合适的 阅酝 相互作用参

量和各向异性参数袁可以有效地控制和提高配对热

纠缠援
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