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相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程 酝藻蚤 对称性
导致的 酝藻蚤 守恒量
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摇 摇 研究相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程的 酝藻蚤 对称性及其直接导致的 酝藻蚤 守恒量援 在群的无限小变换下袁给出

相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程 酝藻蚤 对称性的定义和判据曰得到相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程 酝藻蚤 对称性的结

构方程以及 酝藻蚤 对称性直接导致的 酝藻蚤 守恒量的表达式援 举例说明结果的应用援

关键词院 相对运动动力学袁 粤责责藻造造 方程袁 酝藻蚤 对称性袁 酝藻蚤 守恒量

孕粤悦杂院 园圆援 圆园援 杂增袁 员员援 猿园援原 躁袁 源缘援 圆园援 允躁

覮 耘鄄皂葬蚤造院躁造择园园园园岳 员远猿援 糟燥皂

员郾 引 言

复杂力学系统的研究在现代科技发展过程中

日趋重要援 研究复杂力学系统的运动袁可在惯性系

中进行袁也可在和运动参照物体固连在一起的非惯

性系中进行袁复杂力学系统的相对运动动力学问题

是科学研究和生产实际中一个非常重要的领域援
员愿怨怨 年袁粤责责藻造造 给出了约束力学系统的 粤责责藻造造

方程咱员暂 援 约束力学系统的对称性和守恒量的研究在

现代力学和数理科学中占有重要地位援 近年来袁我
国学者在 粤责责藻造造 方程的对称性和守恒量的研究中

取得了一些成果咱圆要员源暂 袁一些学者还研究了相对运动

动力学系统 蕴葬早则葬灶早藻 方程的对称性和守恒量咱员缘要员愿暂 援
但迄今为止袁 尚未见到相对运动动力学系统 粤责责藻造造
方程的对称性和守恒量的研究援 本文研究相对运动

动力学系统 粤责责藻造造 方程的 酝藻蚤 对称性和由 酝藻蚤 对称

性导致的 酝藻蚤 守恒量援

圆郾 相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程的

酝藻蚤 对称性及其判据

摇 摇 设固定于运动参考物上动坐标系原点 韵 的速

度 增园 以及参考物的角速度 棕 为时间 贼 的已知函数援

系统由 晕 个质点组成袁质点位置由 灶 个广义坐标 择泽

渊 泽 越 员袁噎袁灶冤来确定援 本文采用 耘蚤灶泽贼藻蚤灶 求和约定袁
则力学系统相对运动加速度能量和相对运动动力

学系统的 粤责责藻造造 方程咱员怨暂分别为

杂则 越 杂则渊 贼袁择袁择窑袁择咬冤 越 员
圆 皂蚤则咬忆蚤窑则咬忆蚤

摇 摇 摇 渊 蚤 越 员袁噎袁晕冤袁 渊员冤
坠杂则

坠择咬 泽 越 匝泽 原
坠
坠择泽

渊灾燥 垣 灾棕冤 垣 匝棕窑
泽 垣 祝泽

摇 摇 摇 渊 泽 越 员袁噎袁灶冤 援 渊圆冤
其中 匝泽 为广义力袁灾燥 越 酝渊 增

鄢
园 垣 棕 伊 淄园 冤窑则忆糟 为均

匀力场势能袁灾棕 越 原 员
圆 棕窑兹园窑棕 为离心力势能袁

匝棕窑
泽 越 原 渊棕窑 伊 皂蚤则忆蚤冤窑坠则忆

坠择泽
为 广 义 回 转 惯 性 力袁

祝泽 越 圆棕窑 皂蚤
坠则忆蚤坠择泽

伊 坠则忆蚤坠择噪
[ ] 觶择噪 为广义陀螺力援

利用方程渊圆冤可解出所有广义加速度要要要系统

的运动微分方程

择咬 泽 越 琢泽渊 贼袁择袁择窑冤摇 渊 泽 越 员袁圆袁噎袁灶冤 援 渊猿冤
摇 摇 引入时间和广义坐标的无限小变换的展开式

贼鄢 越 贼 垣 着孜园渊 贼袁择袁择窑冤袁
择鄢
泽 渊 贼鄢冤 越 择泽渊 贼冤 垣 着孜泽渊 贼袁择袁择窑冤

摇 渊 泽 越 员袁圆袁噎袁灶冤袁 渊源冤
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其中 着 为无限小参数袁孜园袁孜泽 为无限小变换生成元援
由渊源冤式可得

凿择鄢
泽

凿贼鄢 越 凿择泽 垣 着凿孜泽凿贼 垣 着凿孜园
越 择窑泽 垣 着渊孜窑泽 原 择窑泽孜

窑
园冤 垣 韵渊着圆冤袁

凿圆择鄢
泽

凿贼鄢圆 越 择咬 泽 垣 着咱渊孜窑泽 原 择窑泽 孜
窑

园冤窑原 择咬 泽孜窑园暂 垣 韵渊着圆冤 援 渊缘冤
假设在经历无限小变换渊源冤后袁系统的动力学函数

杂则袁匝泽袁灾燥袁灾棕袁匝 棕窑
泽 和 祝泽袁分别变为 杂鄢

则 袁匝鄢
泽 袁 灾燥鄢袁

灾棕鄢袁匝棕窑鄢
泽 和 祝鄢

泽 袁将 杂鄢
则 袁匝鄢

泽 袁灾燥鄢袁灾棕鄢袁匝 棕窑鄢
泽 和 祝鄢

泽

在渊 贼袁择袁择窑袁择咬冤处作 栽葬赠造燥则 级数展开袁有
杂鄢
则 越 杂则 贼鄢袁择鄢袁凿择鄢

凿贼鄢 袁凿圆择鄢

凿贼鄢圆( )
越 杂则渊贼袁择袁择窑袁择咬冤 垣 着 坠杂则坠贼 孜园 垣 坠杂则坠择泽 孜泽 垣

坠杂则

坠择窑泽
渊孜窑泽 原 择窑泽孜

窑
园冤{

摇 垣 坠杂则

坠择咬 泽咱渊孜
窑

泽 原 择窑泽孜
窑

园冤窑 原 择咬 泽孜窑园暂 }垣 韵渊着圆冤袁
即

杂鄢
则 越 杂则渊 贼袁择袁择窑袁择咬冤 垣 着载耀 渊圆冤 渊杂则冤 垣 韵渊着圆冤袁渊远冤

匝鄢
泽 越 匝泽渊 贼袁择袁择窑冤 垣 着载耀 渊员冤 渊匝泽冤 垣 韵渊着圆冤
摇 摇 摇 渊 泽 越 员袁圆袁噎袁灶冤袁 渊苑冤

灾燥鄢 越 灾燥渊 贼袁择袁择窑冤 垣 着载耀 渊员冤 渊灾燥冤 垣 韵渊着圆冤袁 渊愿冤
灾棕鄢 越 灾棕渊 贼袁择袁择窑冤 垣 着载耀 渊员冤 渊灾棕冤 垣 韵渊着圆冤袁 渊怨冤
匝棕窑鄢

泽 越 匝棕窑
泽 渊 贼袁择袁择窑冤 垣 着载耀 渊员冤 渊匝棕窑

泽 冤 垣 韵渊着圆冤
摇 摇 摇 渊 泽 越 员袁圆袁噎袁灶冤袁 渊员园冤

祝鄢
泽 越 祝泽渊 贼袁择袁择窑冤 垣 着载耀 渊员冤 渊祝泽冤 垣 韵渊着圆冤
摇 摇 摇 渊 泽 越 员袁圆袁噎袁灶冤 援 渊员员冤

其中

载耀 渊圆冤 越 载耀 渊员冤 垣 [ 凿
要

凿贼
凿要孜泽凿贼 原 择窑泽

凿要孜园凿贼
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

原 择咬 泽 凿
要孜园凿贼 ] 坠

坠择咬 泽袁 渊员圆冤

载耀 渊员冤 越 锥渊园冤 垣 凿要孜泽凿贼 原 择窑泽
凿要孜园凿贼

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
坠
坠择窑泽

袁 渊员猿冤

锥渊园冤 越 孜园
坠
坠贼 垣 孜泽

坠
坠择泽

袁 渊员源冤
凿要
凿贼 越 坠

坠贼 垣 择窑泽
坠
坠择泽

垣 琢泽
坠
坠择窑泽

垣 琢窑泽
坠
坠择咬 泽 援 渊员缘冤

摇 摇 定义摇 如果用经无限小变换渊源冤变换后的动力

学函数 杂鄢
则 袁匝鄢

泽 袁灾燥鄢袁灾棕鄢袁匝棕窑鄢
泽 和 祝鄢

泽 代替变换前

的动力学函数 杂则袁匝泽袁灾燥袁灾棕袁匝 棕窑
泽 和 祝泽袁相对运动动

力学系统的 粤责责藻造造 方程渊圆冤的形式保持不变袁即
坠杂鄢

则

坠择咬 泽 越 匝鄢
泽 原 坠

坠择泽
渊灾燥鄢 垣 灾棕鄢冤 垣 匝棕窑鄢

泽 垣 祝 鄢
泽

摇 摇 渊 泽 越 员袁噎袁灶冤 援 渊员远冤
则这种对称性称为相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方
程渊圆冤的 酝藻蚤 对称性援

将渊远冤袁渊苑冤袁渊愿冤袁渊怨冤袁渊员园冤和渊员员冤式代入方

程渊员远冤袁忽略 着圆 以上的高阶小项袁并利用方程渊圆冤
可得

坠
坠择咬 泽咱载

耀 渊圆冤 渊杂则冤暂 原 载耀 渊员冤 [ 匝泽 原
坠
坠择泽

渊灾燥 垣 灾棕冤

垣 匝棕窑
泽 垣 祝泽 ] 越 园摇 渊 泽 越 员袁噎袁灶冤袁 渊员苑冤

方程渊员苑冤称为相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程 酝藻蚤
对称性的判据方程援

判据摇 对于相对运动动力学系统的 粤责责藻造造 方
程渊圆冤袁如果无限小生成元 孜园袁孜泽 使判据方程渊员苑冤成
立袁则相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程渊圆冤在无限

小变换渊源冤下的不变性袁称为相对运动动力学系统

粤责责藻造造 方程渊圆冤的 酝藻蚤 对称性援
猿郾 相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程

酝藻蚤 对称性的结构方程和 酝藻蚤 守

恒量

摇 摇 命题 摇 如果相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程

渊圆冤的 酝藻蚤 对称性的生成元 孜园袁孜泽 以及规范函数 郧酝
越 郧酝渊 贼袁择袁择窑冤满足如下结构方程院

载耀 渊圆冤 渊杂则冤 凿要孜园凿贼 垣 载耀 渊员冤 咱载耀 渊圆冤 渊杂则冤暂
垣 渊孜泽 原 择窑泽孜园冤耘耀 泽咱载耀 渊圆冤 渊杂则冤暂
垣 孜园 载耀 渊员冤 匝泽 原

坠
坠择泽

渊灾燥 垣 灾棕冤 垣 匝棕窑
泽 垣 祝泽[ ]{ }

伊 凿要琢泽凿贼 垣 凿要郧酝凿贼 越 园袁 渊员愿冤
则相对运动动力学系统 粤责责藻造造 方程渊圆冤的 酝藻蚤 对称

性导致的 酝藻蚤 守恒量为

陨酝 越 孜园载
耀 渊圆冤 渊杂则冤 垣 坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤

坠择窑泽
渊孜泽 原 择窑泽孜园冤 垣 郧酝

越 糟燥灶泽贼 援 渊员怨冤
摇 摇 证明摇 利用渊员缘冤式袁有
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凿要陨酝凿贼 越 坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤坠贼 垣 择窑泽
坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤坠择泽

垣 琢泽
坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤

坠择窑泽
垣 坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤

坠择咬 泽
凿要琢泽凿贼[ ]孜园 垣 载耀 渊圆冤 渊杂则冤 凿要孜园凿贼

摇 垣 凿要
凿贼

坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤
坠择窑泽

[ ]渊孜泽 原 择窑泽孜园冤 垣 坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤
坠择窑泽

凿要孜泽凿贼 原 琢泽孜园 原 择窑泽
凿要孜园凿贼

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
垣 凿要郧酝凿贼 袁 渊圆园冤

注意到

载耀 渊员冤 载耀 渊圆冤 渊杂则冤[ ] 越 孜园
坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤坠贼 垣 孜泽

坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤坠择泽
垣 凿要孜泽凿贼 原 择窑泽

凿要孜园凿贼
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤

坠择窑泽
袁

则渊圆园冤式变为

凿要陨酝凿贼 越 载耀 渊员冤 载耀 渊圆冤 渊杂则冤[ ] 原 孜泽
坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤坠择泽

垣 孜园择窑泽
坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤坠择泽

垣 孜园
坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤

坠择咬 泽
凿要琢泽凿贼

摇 垣 载耀 渊圆冤 渊杂则冤 凿要孜园凿贼 垣 凿要
凿贼

坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤
坠择窑泽

[ ]渊孜泽 原 择窑泽孜园冤 垣 凿要郧酝凿贼

越 载耀 渊员冤 载耀 渊圆冤 渊杂则冤[ ] 原 渊孜泽 原 择窑泽 孜园冤 坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤坠择泽
垣 孜园

坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤
坠择咬 泽

凿要琢泽凿贼

摇 垣 载耀 渊圆冤 渊杂则冤 凿要孜园凿贼 垣 凿要
凿贼

坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤
坠择窑泽

[ ]渊孜泽 原 择窑泽孜园冤 垣 凿要郧酝凿贼 袁
注意到结构方程渊员愿冤和判据方程渊员苑冤袁则有

凿要陨酝凿贼 越 载耀 渊员冤 载耀 渊圆冤 渊杂则冤[ ] 垣 渊孜泽 原 择窑泽孜园冤耘耀 泽咱载耀 渊圆冤 渊杂则冤暂 垣 孜园
坠载耀 渊圆冤 渊杂则冤

坠择咬 泽
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