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几种辅助方程与非线性发展方程的无穷序列精确解鄢
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摇 摇 本文为了获得非线性发展方程新的无穷序列精确解袁给出了几种辅助方程的 月覿糟噪造怎灶凿 变换和解的非线性叠加

公式袁并构造了一些非线性发展方程新的无穷序列精确解袁其中包括无穷序列 允葬糟燥遭蚤 椭圆函数解尧无穷序列双曲函

数解和无穷序列三角函数解援 该方法在构造非线性发展方程无穷序列精确解方面具有普遍意义援
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员郾 引 言

员愿猿源 年 愿 月袁英国科学家尧工程师袁圆远 岁的约翰

窑司各特窑罗素渊允援 杂援 砸怎泽泽藻造造冤在连接爱丁堡和格拉斯

哥的运河河道的勘探过程中发现了孤立波援 员愿怨缘
年袁荷 兰 的 两 位 年 青 科 学 家 柯 脱 维 格 渊 阅援 允援
运燥则贼藻憎藻早冤和德佛累斯渊郧援 凿藻灾蚤则藻泽冤建立了单向运动

浅水波的数学模型 运凿灾 方程袁从而理论上肯定了孤

立波的存在性援 员怨远缘 年袁运则怎泽噪葬造 和 在葬遭怎泽噪赠 通过数

学模拟法袁深入研究等离子体中孤立波碰撞的非线

性相互作用过程袁得出孤立波在碰撞后保持其波形

和波速不变的结论咱员暂 袁从而证实了孤立波的稳定

性援 员怨远苑 年和 员怨苑源 年袁郧葬则凿灶藻则袁郧则藻藻灶藻袁运则怎泽噪葬造 和

酝蚤怎则葬 在求解著名的 运凿灾 方程时首次发明了一种解

析方法袁即反散射变换法咱圆袁猿暂 援 这是孤立子理论发展

历史上的又一个里程碑援 这种一系列线性步骤求解

非线性问题解的技巧后来在美国的数学家莱克斯

渊蕴葬曾冤尧阿柏罗维茨渊粤遭造燥憎蚤贼扎冤尧前苏联的数学家萨

哈罗夫尧沙巴特等人推广应用在非线性薛定谔方程

和 泽蚤灶藻鄄郧燥则凿燥灶 方程等一系列的非线性发展方程求

解问题上袁从而反散射变换法发展成为非常有活力

的一种崭新的求解方法咱源暂 援 构造非线性发展方程的

精确解袁是孤立子理论中非常重要的研究课题之

一援 员怨怨缘 年袁王明亮提出齐次平衡法咱缘暂 袁并获得了非

线性发展方程许多新精确解援 员怨怨远 年 孕葬则噪藻泽 和

阅怎枣枣赠 提出双曲正切函数展开法咱远暂 袁并构造了非线性

发展方程的孤立波解援 圆园园园 年袁云葬灶 在双曲正切函数

展开 法 和 齐 次 平 衡 法 为 基 础袁 把 怎渊孜冤 越

鄱灶

蚤 越 员葬蚤 贼葬灶澡 蚤渊孜冤 中的 贼葬灶澡渊孜冤 替换成 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程

的解袁提出推广的双曲正切函数展开法咱苑暂 袁获得了

非线性发展方程的许多新精确解咱愿要圆猿暂 援 在该方法的

影响下构造非线性发展方程精确解领域出现了各

种辅助方程法袁而且获得了许多新成果咱愿要苑员暂 渊只列

出部分参考文献冤援 文献 咱圆源要猿圆暂 用辅助方程

渊员园冤袁 构造了渊圆 垣 员冤维色散长波方程 渊员冤袁渊圆冤 和

皂燥凿蚤枣蚤藻凿 月藻灶躁葬皂蚤灶鄄月燥灶葬鄄酝葬澡燥灶藻赠渊皂月月酝冤 方程 渊猿冤
等非线性发展方程的新精确解袁即

怎贼赠 垣 增曾曾 垣 员
圆 渊怎圆冤 曾赠 越 园袁 渊员冤

增贼 垣 渊怎增 垣 怎 垣 怎曾赠冤 曾 越 园袁 渊圆冤
怎贼 垣 糟园怎曾 垣 琢怎圆怎曾 垣 茁怎曾曾贼 越 园 援 渊猿冤

文献 咱猿猿要源圆暂 用投影 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程获得了 皂运凿灾 方

程 渊源冤 和 月藻灶躁葬皂蚤灶 韵灶燥 方程 渊缘冤 等各种非线性发

展方程的精确解袁即
怎贼 垣 琢 怎圆怎曾 垣 茁 怎曾曾曾 越 园袁 渊源冤
怎贼贼 垣 茁 渊怎圆冤 曾曾 垣 酌 怎曾曾曾曾 越 园援 渊缘冤

文献 咱源猿要缘愿暂 用第一种椭圆辅助方程和第二种椭

圆辅助方程来构造了 月燥怎泽泽蚤灶藻泽择 方程 渊远冤 等非线性
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发展方程的各种精确解袁即
坠
坠 贼 垣 责 坠

坠 曾( ) 圆怎 垣 择 坠圆怎
坠 曾圆

垣 则 坠圆怎圆

坠曾圆 原 泽 坠源怎
坠 曾源 越 园 援 渊远冤

文献 咱缘怨要远员暂 用辅助方程 渊员源冤要渊员远冤 构造了广

义 皂运凿灾 方程 渊苑冤 等非线性发展方程的精确解袁即
怎贼 垣 琢 怎酌 怎曾 垣 茁 怎曾曾曾 越 园袁 渊苑冤

文献 咱远圆要苑员暂 用三角函数型辅助方程和双曲函数

型辅助方程获得了具 缘 次强非线性项的波方程 渊愿冤
等许多变系数渊常系数冤非线性发展方程和离散的

非线性发展方程新的精确解袁即
怎贼贼 原 噪怎曾曾 垣 责怎 垣 择怎猿 垣 泽怎缘 越 园援 渊愿冤

摇 摇 文献 咱远要苑员暂 体现了辅助方程法的如下三个

特点援 因此袁获得了非线性发展方程的有限多个新

精确解援 员冤获得了所用辅助方程的有限多个精确

解援 圆冤体现了非线性发展方程形式解的选择性援 猿冤
发挥了符号计算系统的优越性援 理论上说院非线性

发展方程存在无穷多个解援 本文为了获得非线性发

展方程的无穷序列精确解咱苑圆袁苑猿暂 袁给出了几种辅助方

程的 月覿糟噪造怎灶凿 变换和解的非线性叠加公式袁获得了

一些非线性发展方程新的无穷序列精确解袁其中包

括无穷序列 允葬糟燥遭蚤 椭圆函数解尧无穷序列双曲函数

解和无穷序列三角函数解援 该方法在构造非线性发

展方程无穷序列精确解方面具有普遍意义援

圆郾 几种辅助方程的 月覿糟噪造怎灶凿 变换和解

的非线性叠加公式

摇 摇 在许多文献利用辅助方程法袁构造了非线性发

展方程的有限多个新精确解袁获得了令人瞩目的成

果援 下面列出部分辅助方程咱苑要苑员暂 院

凿扎渊孜冤
凿孜 越 扎忆渊孜冤 越 砸 垣 扎圆渊孜冤袁 渊怨冤

凿扎渊孜冤
凿孜( ) 圆 越 渊 扎忆渊孜冤冤圆 越 葬 垣 遭扎渊孜冤 垣 糟扎圆渊孜冤

垣 凿扎猿渊孜冤 垣 藻扎源渊孜冤袁 渊员园冤
枣忆渊孜冤 越 原 择枣渊孜冤早渊孜冤袁
早忆渊孜冤 越 择咱员 原 早圆渊孜冤 原 则枣渊孜冤暂袁
早圆渊孜冤 越 员 原 圆则枣渊孜冤 垣 渊 则圆 依 员冤 枣圆渊孜冤袁 渊员员冤

凿扎渊孜冤
凿孜( ) 圆 越 渊 扎忆渊孜冤冤圆

越 葬 垣 遭扎圆渊孜冤 垣 糟扎源渊孜冤袁 渊员圆冤
凿扎渊孜冤
凿孜( ) 圆 越 渊 扎忆渊孜冤冤圆

越 葬扎渊孜冤 垣 遭扎圆渊孜冤 垣 糟扎猿渊孜冤袁 渊员猿冤
凿扎渊孜冤
凿孜( ) 圆 越 渊 扎忆渊孜冤冤圆

越 葬扎圆渊孜冤 垣 遭扎猿渊孜冤 垣 糟扎源渊孜冤袁 渊员源冤
凿扎渊孜冤
凿孜( ) 圆 越 渊 扎忆渊孜冤冤圆

越 葬扎圆渊孜冤 垣 遭扎渊孜冤 垣 糟袁 渊员缘冤
凿扎渊孜冤
凿孜( ) 圆 越 渊 扎忆渊孜冤冤圆

越 糟扎远渊孜冤 垣 遭扎源渊孜冤 垣 葬扎圆渊孜冤 援 渊员远冤
圆郾 员郾 几种辅助方程的 月覿糟噪造怎灶凿 变换

诸多文献利用各种辅助方程法袁获得了非线性

发展方程的有限多个新精确解援 本文给出了几种常

用辅助方程的自 月覿糟噪造怎灶凿 变换和拟 月覿糟噪造怎灶凿 变换

以及解的非线性叠加公式援 这种工作对于构造非线

性发展方程无穷序列精确解提供有效途径援
圆援 员援 员郾 辅助方程 渊员园冤 的 月覿糟噪造怎灶凿 变换

若 扎灶原员渊孜冤 是辅助方程 渊员园冤 的解袁 则下列

扎灶渊孜冤 也是方程 渊员园冤 的解院
詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠

詟詟

扎灶渊孜冤 越 圆粤园
圆

原 粤园月园 垣 月园
圆 扎灶原员渊孜冤袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊员苑冤

扎灶渊孜冤 越 粤园
圆

粤园责园 原 月园责园 扎灶原员渊孜冤袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊员愿冤

扎灶渊孜冤 越 凿悦园咱凿悦园 垣 圆则园 扎忆灶原员渊孜冤暂
圆则园 圆咱遭 垣 凿扎圆灶原员渊孜冤暂 袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊员怨冤

扎灶渊孜冤 越 渊 原 糟 垣 糟圆 原 圆遭凿冤咱遭 垣 凿扎灶原员 圆渊孜冤暂
圆凿咱遭 依 原 糟 垣 糟圆 原 圆遭凿扎忆灶原员渊孜冤暂

袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤 援 渊圆园冤
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扎灶渊孜冤 越 渊糟 垣 糟圆 原 圆遭凿冤咱遭 垣 凿扎圆灶原员渊孜冤暂
圆凿咱芎 遭 垣 原 渊糟 垣 糟圆 原 圆遭凿冤 扎忆灶原员渊孜冤暂

袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊圆员冤
其中 粤园袁月园袁悦园袁责园袁则园袁遭袁糟袁凿 是不全为零的任意常数援
圆援 员援 圆郾 第二种椭圆辅助方程的 月覿糟噪造怎灶凿 变换

若 扎灶原员渊孜冤 是第二种椭圆方程 渊员猿冤 的解袁则下列 扎灶渊孜冤 也是方程 渊员猿冤 的解院
扎灶渊孜冤 越芎 圆葬 垣 渊遭 依 遭圆 原 源葬糟冤 扎灶原员渊孜冤

依 遭 垣 遭圆 原 源葬糟 依 圆糟扎灶原员渊孜冤
袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊圆圆冤

扎灶渊孜冤 越 葬咱 原 遭 垣 遭圆 原 源葬糟 原 圆糟扎灶原员渊孜冤暂
糟咱圆葬 垣 渊遭 原 遭圆 原 源葬糟冤 扎灶原员渊孜冤暂

袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤 渊圆猿冤

扎灶渊孜冤 越 原 葬遭圆 依 葬 遭圆渊遭圆 原 源葬糟冤 原 源葬遭糟扎灶原员渊孜冤 垣 咱 原 遭圆糟 芎 糟 遭圆渊遭圆 原 源葬糟冤暂 扎灶原员 圆渊孜冤
圆葬遭糟 垣 圆遭圆糟扎灶原员渊孜冤 垣 圆遭糟圆 扎灶原员 圆渊孜冤 袁

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊圆源冤
扎灶渊孜冤 越 葬咱 原 猿粤员 芎 怨扎忆灶原员渊孜冤暂

猿粤员 渊遭 原 遭圆 原 猿葬糟冤 垣 圆 猿粤员 糟扎灶原员渊孜冤 依 猿渊遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤 扎忆灶原员渊孜冤
袁

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊圆缘冤
扎灶渊孜冤 越 葬咱 原 猿月员 依 怨扎忆灶原员渊孜冤暂

猿月员渊遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤 垣 圆 猿月员糟扎灶原员渊孜冤 依 猿渊 原 遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤 扎忆灶原员渊孜冤
袁

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊圆远冤
扎灶渊孜冤 越 猿粤员 渊 原 遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤 原 圆 猿粤员糟扎灶原员渊孜冤 依 猿渊遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤 扎忆灶原员渊孜冤

糟咱 猿粤员 芎 怨扎忆灶原员渊孜冤暂 袁
摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊圆苑冤

扎灶渊孜冤 越 原 猿月员 渊遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤 原 圆 猿月员 糟扎灶原员渊孜冤 依 猿渊 原 遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤 扎忆灶原员渊孜冤
糟咱 猿月员 依 怨扎忆灶原员渊孜冤暂 袁

摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁 渊圆愿冤
其中

粤员 越 员 辕 糟圆咱圆遭猿 原 怨葬遭糟 垣 圆渊遭圆 原 猿葬糟冤猿 辕 圆暂袁
月员 越 员 辕 糟圆咱圆遭猿 原 怨葬遭糟 原 圆渊遭圆 原 猿葬糟冤猿 辕 圆暂袁

葬袁遭袁糟 是第二种椭圆方程来确定的任意常数援
圆郾 员郾 猿郾 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的部分解

文献 咱苑要圆猿暂 利用 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的下列五个解 渊圆怨冤要渊猿猿冤袁 构造了多种非线性发展方程新的精确

解援 本文给出部分解 渊猿源冤要渊猿怨冤院
扎园渊孜冤 越 原 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁摇 渊砸 约 园冤袁 渊圆怨冤
扎园渊孜冤 越 原 原 砸糟燥贼澡渊 原 砸孜冤袁摇 渊砸 约 园冤袁 渊猿园冤
扎园渊孜冤 越 砸贼葬灶渊 砸孜冤袁摇 渊砸 跃 园冤袁 渊猿员冤
扎园渊孜冤 越 原 砸糟燥贼渊 砸孜冤袁摇 渊砸 跃 园冤袁 渊猿圆冤
扎园渊孜冤 越 原 员

孜 袁摇 渊砸 越 园冤 援 渊猿猿冤

扎员渊孜冤 越 月猿砸 垣 粤猿 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤
原 粤猿 垣 月猿 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁摇 渊砸 约 园冤袁 渊猿源冤



物 理 学 报摇 粤糟贼葬 孕澡赠泽援 杂蚤灶援 摇 灾燥造援 远园袁 晕燥援 缘 渊圆园员员冤 摇 园缘园圆园员

园缘园圆园员鄄 源摇摇摇摇

扎员渊孜冤 越 原 渊 则 砸 垣 悦砸冤糟燥泽渊 砸孜冤 垣 渊 则 原 悦 砸冤 砸泽蚤灶渊 砸孜冤
渊 则 原 悦 砸冤糟燥泽渊 砸孜冤 垣 渊 则 垣 悦 砸冤泽蚤灶渊 砸孜冤 袁摇 渊砸 跃 园冤袁 渊猿缘冤

扎员渊孜冤 越 原 猿月源砸 垣 源粤源 砸 原 缘月源砸泽蚤灶渊圆 砸孜冤 原 缘粤源 砸糟燥泽渊圆 砸孜冤
猿粤源 垣 源月源 砸 垣 缘粤源 泽蚤灶渊圆 砸孜冤 原 缘月源 砸糟燥泽渊圆 砸孜冤 袁摇 渊砸 跃 园冤袁 渊猿远冤

扎员渊孜冤 越 原 月缘砸 垣 粤缘 砸咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂
粤缘 垣 月缘 砸咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂 袁摇 渊砸 跃 园冤袁 渊猿苑冤

扎员渊孜冤 越 砸咱糟燥泽渊 砸孜冤 垣 泽蚤灶渊 砸孜冤暂
糟燥泽渊 砸孜冤 原 泽蚤灶渊 砸孜冤 袁摇 渊砸 跃 园冤袁 渊猿愿冤

扎员渊孜冤 越 砸咱 原 圆粤远月远 砸 垣 渊粤远
圆 原 月远

圆砸冤咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂暂
粤远

圆 原 月远
圆砸 垣 圆粤远月远 砸咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂 袁摇 渊砸 跃 园冤袁 渊猿怨冤

其中 则袁粤蚤袁月蚤渊 蚤 越 猿袁源袁缘袁远冤袁悦 是不全为零的任意常数援
圆郾 员郾 源郾 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的 月覿糟噪造怎灶凿 变换

员冤若 扎渊孜冤 是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的解袁则下面给出的 軃扎渊孜冤 也是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的解院
軃扎渊孜冤 越 责圆 垣 择圆 扎渊孜冤 垣 皂圆 扎圆渊孜冤 垣 则圆 扎忆渊孜冤 垣 灶圆 扎猿渊孜冤 垣 造圆咱 扎忆渊孜冤暂圆

粤圆 垣 月圆 扎渊孜冤 垣 阅圆 扎圆渊孜冤 垣 悦圆 扎忆渊孜冤 垣 云圆 扎猿渊孜冤 垣 运圆咱 扎忆渊孜冤暂圆 援 渊源园冤
摇 摇 圆冤若 扎渊孜冤 是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的解袁则下列 軃扎渊孜冤 也是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的解院

軃扎渊孜冤 越 原 月砸 垣 粤扎渊孜冤
粤 垣 月扎渊孜冤 援 渊源员冤

砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的任意解与 月覿糟噪造怎灶凿 变换 渊源园冤袁渊源员冤 相结合袁并迭代运用后得到 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的无穷

序列新精确解援 下面列出三种公式渊其余情况这里不讨论冤院
扎灶渊孜冤 越 责圆 垣 择圆 扎灶原员渊孜冤 垣 皂圆 扎圆灶原员渊孜冤 垣 则圆 扎忆灶原员渊孜冤 垣 灶圆 扎猿灶原员渊孜冤 垣 造圆咱 扎忆灶原员渊孜冤暂圆

粤圆 垣 月圆 扎灶原员渊孜冤 垣 阅圆 扎圆灶原员渊孜冤 垣 悦圆 扎忆灶原员渊孜冤 垣 云圆 扎猿灶原员渊孜冤 垣 运圆咱 扎忆灶原员渊孜冤暂圆袁
扎园渊孜冤 越 原 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁摇 渊砸 约 园袁灶 越 员袁圆袁噎冤 援 渊源圆冤

迭代一次获得下列解院
扎员渊孜冤 越 责圆 垣 在员渊孜冤泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤 原 择圆 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 垣 在圆渊孜冤贼葬灶澡圆渊 原 砸孜冤

粤圆 垣 在猿渊孜冤泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤 原 月圆 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 垣 在源渊孜冤贼葬灶澡圆渊 原 砸孜冤袁 渊源猿冤
这里

在员渊孜冤 越 则圆砸 垣 造圆砸圆 泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤袁在圆渊孜冤 越 原 皂圆砸 垣 灶圆 原 砸砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁
在猿渊孜冤 越 悦圆砸 垣 运圆砸圆 泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤袁在源渊孜冤 越 原 阅圆砸 垣 云圆 原 砸砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 援
扎灶渊孜冤 越 责圆 垣 择圆 扎灶原员渊孜冤 垣 皂圆 扎圆灶原员渊孜冤 垣 则圆 扎忆灶原员渊孜冤 垣 灶圆 扎猿灶原员渊孜冤 垣 造圆咱 扎忆灶原员渊孜冤暂圆

粤圆 垣 月圆 扎灶原员渊孜冤 垣 阅圆 扎圆灶原员渊孜冤 垣 悦圆 扎忆灶原员渊孜冤 垣 云圆 扎猿灶原员渊孜冤 垣 运圆咱 扎忆灶原员渊孜冤暂圆袁
扎园渊孜冤 越 砸贼葬灶渊 砸孜冤袁渊砸 跃 园袁灶 越 员袁圆袁噎冤 援 渊源源冤
扎灶渊孜冤 越 原 月砸 垣 粤扎灶原员渊孜冤

粤 垣 月扎灶原员渊孜冤 袁

扎园渊孜冤 越 砸咱 原 圆粤远月远 砸 垣 渊粤远
圆 原 月远

圆砸冤咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂
粤远

圆 原 月远
圆砸 垣 圆粤远月远 砸咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂 袁摇 渊砸 跃 园袁灶 越 员袁圆袁噎冤 援 渊源缘冤

这里 粤袁月袁月圆袁悦圆袁云圆袁运圆袁皂圆袁造圆袁则圆袁粤远袁月远 是不全为零的任意常数袁这些任意常数与其余常数之间满足下列约

束条件院
择圆 越 月圆 造圆 圆 原 渊 造圆 圆 垣 运圆

圆砸冤咱皂圆 垣 则圆 垣 渊云圆 垣 造圆冤砸暂
运圆 造圆

袁



物 理 学 报摇 粤糟贼葬 孕澡赠泽援 杂蚤灶援 摇 灾燥造援 远园袁 晕燥援 缘 渊圆园员员冤 摇 园缘园圆园员

园缘园圆园员鄄 缘摇摇摇摇

粤圆 越 月圆 造圆 原 造圆 圆砸 原 造圆渊皂圆 垣 则圆 垣 云圆砸冤 原 运圆砸渊悦圆 垣 运圆砸冤
运圆

袁
灶圆 越 员

运圆
渊云圆 造圆 原 造圆 圆 原 运圆

圆砸冤袁责圆 越 砸渊 原 月圆 垣 皂圆 垣 云圆砸冤袁
阅圆 越 原 悦圆 垣 员

运圆
渊云圆 造圆 原 造圆 圆冤 垣 员

造圆
渊皂圆 垣 则圆 垣 云圆砸冤运圆 原 运圆砸援

圆郾 圆郾 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程解的非线性叠加公式

员冤若 扎员渊孜冤袁扎圆渊孜冤 是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的解袁则下列 軃扎渊孜冤 也是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的解院
軃扎渊孜冤 越 蚤砸咱蚤皂猿 砸 垣 渊皂猿 垣 蚤阅猿 砸 垣 悦猿砸冤 扎圆渊孜冤 垣 渊 原 悦猿砸 垣 阅猿 扎圆渊孜冤冤 扎员渊孜冤暂

原 砸猿渊阅猿 垣 悦猿 扎圆渊孜冤冤 垣 渊皂猿 砸 垣 蚤阅猿砸 垣 悦猿 砸猿 原 蚤皂猿 扎圆渊孜冤冤 扎员渊孜冤
袁摇 渊皂猿阅猿 约 园冤袁 渊源远冤

軃扎渊孜冤 越
皂猿 垣 阅猿 扎圆渊孜冤 垣 员

砸
咱 原 蚤悦猿砸扎员渊孜冤 垣 蚤渊皂猿 垣 悦猿砸 垣 阅猿 扎员渊孜冤冤 扎圆渊孜冤暂

阅猿 垣 悦猿 扎圆渊孜冤 原 员
砸猿 渊皂猿 砸 原 蚤阅猿砸 垣 悦猿 砸猿 垣 蚤皂猿 扎圆渊孜冤冤 扎员渊孜冤

袁摇 渊皂猿阅猿 约 园冤袁 渊源苑冤

砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的已知解与解的非线性叠加公式 渊源远冤袁渊源苑冤 相组合袁并迭代运用后得到 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤
的无穷序列新精确解援 下面列出解的一种非线性叠加公式院

扎灶渊孜冤 越 蚤砸咱蚤皂猿 砸 垣 渊皂猿 垣 蚤阅猿 砸 垣 悦猿砸冤 扎灶原员渊孜冤 垣 渊 原 悦猿砸 垣 阅猿 扎灶原员渊孜冤冤 扎灶原圆渊孜冤暂
原 砸猿 渊阅猿 垣 悦猿 扎灶原员渊孜冤冤 垣 渊皂猿 砸 垣 蚤阅猿砸 垣 悦猿 砸猿 原 蚤皂猿 扎灶原员渊孜冤冤 扎灶原圆渊孜冤

袁渊皂猿阅猿 约 园冤袁

扎员渊孜冤 越 原 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁扎圆渊孜冤 越 月猿砸 垣 粤猿 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤
原 粤猿 垣 月猿 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁摇 渊灶 越 猿袁源袁噎冤 援 渊源愿冤

摇 摇 圆冤若 扎员渊孜冤袁扎圆渊孜冤袁扎猿渊孜冤 是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的三个解袁则下面给出的 軃扎渊孜冤 也是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的解院
軃扎渊孜冤 越 砸咱 原 则猿 扎员渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤 扎圆渊孜冤 原 责猿 扎猿渊孜冤暂

原 则猿 扎圆渊孜冤 扎猿渊孜冤 垣 扎员渊孜冤咱 原 责猿 扎圆渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤 扎猿渊孜冤暂袁 渊源怨冤
軃扎渊孜冤 越 则源 扎圆渊孜冤 扎猿渊孜冤 原 扎员渊孜冤咱择源 扎圆渊孜冤 垣 渊 原 择源 垣 则源冤 扎猿渊孜冤暂

原 则源 扎员渊孜冤 垣 渊 原 择源 垣 则源冤 扎圆渊孜冤 垣 择源 扎猿渊孜冤 袁 渊缘园冤
軃扎渊孜冤 越 原 砸咱 原 晕扎猿渊孜冤 垣 咱 原 蕴 垣 皂扎猿渊孜冤暂 扎圆渊孜冤 垣 咱蕴 垣 晕 垣 灶扎圆渊孜冤 原 渊皂 垣 灶冤 扎猿渊孜冤暂 扎员渊孜冤暂

灶砸扎猿渊孜冤 垣 咱皂砸 垣 晕扎圆渊孜冤 垣 蕴扎猿渊孜冤暂 扎员渊孜冤 原 咱渊皂 垣 灶冤砸 垣 渊蕴 垣 晕冤 扎猿渊孜冤暂 扎圆渊孜冤 援 渊缘员冤
这里 责猿袁择源袁则猿袁则源袁皂袁灶袁酝袁晕袁蕴 是不全为零的任意常数袁 砸 是 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 来确定的任意常数援

砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的不同的三个解与解的非线性叠加公式 渊源怨冤要渊缘员冤 相结合袁获得 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的

无穷序列新精确解援 这里列出解的两种非线性叠加公式袁即
扎灶渊孜冤 越 砸咱 原 则猿 扎灶原猿渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤 扎灶原圆渊孜冤 原 责猿 扎灶原员渊孜冤暂

原 则猿 扎灶原圆渊孜冤 扎灶原员渊孜冤 垣 扎灶原猿渊孜冤咱 原 责猿 扎灶原圆渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤 扎灶原员渊孜冤暂袁摇 渊灶 越 源袁缘袁噎冤袁

扎员渊孜冤 越 原 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁扎圆渊孜冤 越 月砸 垣 粤 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤
原 粤 垣 月 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁

扎猿渊孜冤 越 责圆 垣 在员渊孜冤泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤 原 择圆 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 垣 在圆渊孜冤贼葬灶澡圆渊 原 砸孜冤
粤圆 垣 在猿渊孜冤泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤 原 月圆 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 垣 在源渊孜冤贼葬灶澡圆渊 原 砸孜冤 援 渊缘圆冤

扎灶渊孜冤 越 砸咱 原 则猿 扎灶原猿渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤 扎灶原圆渊孜冤 原 责猿 扎灶原员渊孜冤暂
原 则猿 扎灶原圆渊孜冤 扎灶原员渊孜冤 垣 扎灶原猿渊孜冤咱 原 责猿 扎灶原圆渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤 扎灶原员渊孜冤暂袁摇 渊灶 越 源袁缘袁噎冤袁

扎员渊孜冤 越 原 月砸 垣 粤 砸咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂
粤 垣 月 砸咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂 袁扎圆渊孜冤 越 砸咱糟燥泽渊 砸孜冤 垣 泽蚤灶渊 砸孜冤暂

糟燥泽渊 砸孜冤 原 泽蚤灶渊 砸孜冤 袁
扎猿渊孜冤 越 砸贼葬灶渊 砸孜冤 援 渊缘猿冤
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这里

在员渊孜冤 越 则圆砸 垣 造圆砸圆 泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤袁
在圆渊孜冤 越 原 皂圆砸 垣 灶圆 原 砸砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁
在猿渊孜冤 越 悦圆砸 垣 运圆砸圆 泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤袁
在源渊孜冤 越 原 阅圆砸 垣 云圆 原 砸砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 援

我们迭代运用 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 和辅助方程 渊员园冤袁
渊员圆冤袁渊员猿冤 的 月覿糟噪造怎灶凿 变换和解的非线性叠加公

式袁可以获得无穷序列 允葬糟燥遭蚤 椭圆函数解尧无穷序列

双曲函数解尧无穷序列三角函数解援
圆郾 猿郾 几种辅助方程之间的 月覿糟噪造怎灶凿 变换

员冤方程 渊员源冤 通过变换 渊缘源冤袁转化为 砸蚤糟糟葬贼蚤 方
程 渊缘缘冤院

扎渊孜冤 越 籽圆渊孜冤 原 葬
遭 原 圆 糟籽渊孜冤袁

籽渊孜冤 越 圆鬃渊孜冤袁 渊缘源冤
鬃忆渊孜冤 越 鬃圆渊孜冤 原 员

源 葬 援 渊缘缘冤
摇 摇 圆冤方程 渊员缘冤 通过变换 渊缘远冤袁转化为 砸蚤糟糟葬贼蚤 方
程渊缘苑冤院

扎渊孜冤 越 圆 糟籽渊孜冤 原 遭
葬 原 籽圆渊孜冤 袁籽渊孜冤 越 原 圆鬃渊孜冤袁 渊缘远冤

鬃忆渊孜冤 越 鬃圆渊孜冤 原 员
源 葬 援 渊缘苑冤

摇 摇 猿冤方程 渊员远冤 通过变换 渊缘愿冤袁转化为 砸蚤糟糟葬贼蚤 方
程渊缘怨冤院

扎圆渊孜冤 越 鬃圆渊孜冤 原 葬
遭 原 圆 糟鬃渊孜冤袁 渊缘愿冤

鬃忆渊孜冤 越 鬃圆渊孜冤 原 葬援 渊缘怨冤
根据以上获得的 砸蚤糟糟葬贼蚤 方程 渊怨冤 的 月覿糟噪造怎灶凿 变换

和解 的 非 线 性 叠 加 公 式袁 可 以 获 得 辅 助 方 程

渊员源冤要渊员远冤 相应的 月覿糟噪造怎灶凿 变换和解的非线性叠

加公式渊这里不列出冤援
源冤第一种椭圆辅助方程 渊员圆冤 通过变换 渊远园冤袁

转化为第二种椭圆辅助方程 渊远员冤院
扎圆渊孜冤 越 籽渊孜冤袁 渊远园冤

咱籽忆渊孜冤暂圆 越 源葬籽渊孜冤 垣 源遭籽圆渊孜冤 垣 源糟籽猿渊孜冤 援渊远员冤
圆郾 源郾 第一种椭圆辅助方程的 月覿糟噪造怎灶凿 变换

员冤若 扎灶原员渊孜冤 是第一种椭圆辅助方程 渊员圆冤 的

解袁则下列 扎灶渊孜冤 也是方程 渊员圆冤 的解院詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠

詟詟
扎灶渊孜冤 越 蚤遭咱孕 垣 匝扎圆灶原员渊孜冤暂

遭 孕匝 芎 蚤遭 渊 原 圆孕糟 垣 遭匝冤圆

遭圆 扎灶原员渊孜冤 垣 圆糟 孕匝扎圆灶原员渊孜冤
袁

摇 摇 摇 渊孕匝 约 园袁遭圆 原 源葬糟 越 园袁灶 越 员袁圆袁噎冤 援 渊远圆冤
扎灶渊孜冤 越 蚤遭咱孕 垣 匝扎圆灶原员渊孜冤暂

遭 孕匝 芎 蚤遭 渊 原 圆孕糟 垣 遭匝冤圆

遭圆 扎灶原员渊孜冤 原 圆糟 孕匝扎圆灶原员渊孜冤
袁

摇 摇 摇 渊孕匝 约 园袁遭圆 原 源葬糟 越 园袁灶 越 员袁圆袁噎冤 援 渊远猿冤
这里 孕袁匝 是满足 孕匝 约 园 的任意常数袁 葬袁遭袁糟 是第一种椭圆方程来确定的任意常数援

圆冤根据第二种椭圆辅助方程 渊员猿冤 的 月覿糟噪造怎灶凿 变换 渊圆圆冤要渊圆愿冤 和关系式渊远园冤袁渊远员冤袁可以获得第一种

椭圆辅助方程 渊员圆冤 的 月覿糟噪造怎灶凿 变换援 下面列出两种 月覿糟噪造怎灶凿 变换渊其余情况这里不列出冤援
若 籽灶原员渊孜冤 是第二种椭圆辅助方程 渊远员冤 的解袁则下列 扎灶渊孜冤 是第一种椭圆辅助方程 渊员圆冤 的解院

扎灶圆渊孜冤 越 籽灶渊孜冤袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤
籽灶渊孜冤 越 原 葬遭圆 依 葬 遭圆渊遭圆 原 源葬糟冤 原 源葬遭糟籽灶原员渊孜冤 垣 咱 原 遭圆糟 芎 糟 遭圆渊遭圆 原 源葬糟冤暂籽圆

灶原员渊孜冤
圆葬遭糟 垣 圆遭圆糟籽灶原员渊孜冤 垣 圆遭糟圆籽灶原员

圆渊孜冤 援 渊远源冤
扎灶圆渊孜冤 越 籽灶渊孜冤袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤
籽灶渊孜冤 越 葬咱 原 猿粤员 芎 怨籽忆灶原员渊孜冤暂

猿粤员渊遭 原 遭圆 原 猿葬糟冤 垣 圆 猿粤员糟籽灶原员渊孜冤 依 猿渊遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤籽忆灶原员渊孜冤
援 渊远缘冤

其中 粤员 越 圆 员 辕 糟圆咱圆遭猿 原 怨葬遭糟 垣 圆渊遭圆 原 猿葬糟冤猿 辕 圆暂 援
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猿郾 一些非线性发展方程的无穷序列精确解

下面用渊圆 垣 员冤维色散长波方程 渊员冤袁 渊圆冤袁 皂月月酝 方程渊猿冤袁皂运凿灾 方程渊源冤袁月藻灶躁葬皂蚤灶 韵灶燥 方程渊缘冤袁
月燥怎泽泽蚤灶藻泽择 方程 渊远冤 和具 缘 次强非线性项的波方程 渊愿冤 为应用实例袁构造无穷序列精确解援

例 员摇 渊圆 垣 员冤维色散长波方程 渊员冤袁渊圆冤 的无穷序列精确解援
文献咱圆源袁缘怨袁苑源袁苑缘暂用不同的方法袁获得了渊圆 垣 员冤维色散长波方程的多种有限多个精确解袁下面构造无

穷序列精确解援
将 怎渊曾袁赠袁贼冤 越 怎渊孜冤袁增渊曾袁赠袁贼冤 越 增渊孜冤袁孜 越 姿曾 垣 滋赠 垣 棕贼 代入方程 渊员冤袁渊圆冤 得到下列常微分方程院

滋棕怎义渊孜冤 垣 姿圆增义渊孜冤 垣 员
圆 姿滋咱怎圆渊孜冤暂 义 越 园袁 渊远远冤

棕增忆渊孜冤 垣 姿咱怎渊孜冤增渊孜冤 垣 怎渊孜冤 垣 姿滋怎义渊孜冤暂 忆 越 园援 渊远苑冤
方程 渊远远冤 对 孜 积分两次袁方程 渊远苑冤 对 孜 积分一次得到下列方程院

增渊孜冤 越 员
姿圆 咱糟员 原 滋棕怎渊孜冤 原 员

圆 姿滋怎圆渊孜冤暂袁 渊远愿冤
棕增渊孜冤 垣 姿咱怎渊孜冤增渊孜冤 垣 怎渊孜冤 垣 姿滋怎义渊孜冤暂 越 糟圆 援 渊远怨冤

将 渊远愿冤 式 代入 渊远怨冤 式 后得到下列方程院
咱怎忆渊孜冤暂圆 越 原 糟猿

姿圆滋 垣 糟圆姿圆 原 棕糟员
姿源滋 怎渊孜冤 垣 棕圆滋 原 糟员姿 原 姿圆

圆姿猿滋 怎圆渊孜冤 垣 棕
圆姿猿怎猿渊孜冤 垣 员

愿姿圆怎源渊孜冤 援 渊苑园冤
其中 糟员袁糟圆袁糟猿 是积分常数援

根据辅助方程 渊员园冤 的 月覿糟噪造怎灶凿 变换 渊员苑冤要渊圆员冤 和渊圆 垣 员冤维色散长波方程 渊员冤袁渊圆冤 的已知解渊可以

利用文献 咱圆源袁缘怨袁苑猿袁苑源暂 给出的解冤袁 获得下列无穷序列精确解院
怎灶渊孜冤 越 圆粤园

圆

原 粤园月园 垣 月园
圆怎灶原员渊孜冤袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁

增灶渊孜冤 越 员
姿圆咱糟员 原 滋棕怎灶渊孜冤 原 员

圆 姿滋 怎灶
圆渊孜冤暂 援 渊苑员冤

怎灶渊孜冤 越 粤园
圆

粤园责园 原 月园责园怎灶原员渊孜冤袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁
增灶渊孜冤 越 员

姿圆咱糟员 原 滋棕怎灶渊孜冤 原 员
圆 姿滋 怎灶

圆渊孜冤暂 援 渊苑圆冤

怎灶渊孜冤 越 凿悦园咱凿悦园 垣 圆则园怎忆灶原员渊孜冤暂
圆则园 圆咱遭 垣 凿怎圆

灶原员渊孜冤暂 袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁

增灶渊孜冤 越 员
姿圆咱糟员 原 滋棕怎灶渊孜冤 原 员

圆 姿滋 怎灶
圆渊孜冤暂袁

遭 越 糟圆姿圆 原 棕糟员
姿源滋 袁凿 越 棕

圆姿猿 援 渊苑猿冤

怎灶渊孜冤 越 渊 原 糟 垣 糟圆 原 圆遭凿冤咱遭 垣 凿怎圆
灶原员渊孜冤暂

圆凿咱遭 依 原 糟 垣 糟圆 原 圆遭凿怎忆灶原员渊孜冤暂
袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁

增灶渊孜冤 越 员
姿圆咱糟员 原 滋棕怎灶渊孜冤 原 员

圆 姿滋 怎灶
圆渊孜冤暂袁

遭 越 糟圆姿圆 原 棕糟员
姿源滋 袁糟 越 棕圆滋 原 糟员姿 原 姿圆

圆姿猿滋 袁凿 越 棕
圆姿猿 援 渊苑源冤



物 理 学 报摇 粤糟贼葬 孕澡赠泽援 杂蚤灶援 摇 灾燥造援 远园袁 晕燥援 缘 渊圆园员员冤 摇 园缘园圆园员

园缘园圆园员鄄 愿摇摇摇摇

怎灶渊孜冤 越 渊糟 垣 糟圆 原 圆遭凿冤咱遭 垣 凿怎圆
灶原员渊孜冤暂

圆凿咱芎 遭 垣 原 渊糟 垣 糟圆 原 圆遭凿冤怎忆灶原员渊孜冤暂
袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁

增灶渊孜冤 越 员
姿圆 咱糟员 原 滋棕怎灶渊孜冤 原 员

圆 姿滋 怎灶
圆渊孜冤暂袁

遭 越 糟圆姿圆 原 棕糟员
姿源滋 袁糟 越 棕圆滋 原 糟员姿 原 姿圆

圆姿猿滋 袁凿 越 棕
圆姿猿 援 渊苑缘冤

如果积分常数 糟员袁糟圆袁糟猿 都取为零袁则得到下列方程院
咱怎忆渊孜冤暂圆 越 棕圆滋 原 姿圆

圆姿猿滋 怎圆渊孜冤 垣 棕
圆姿猿怎猿渊孜冤 垣 员

愿姿圆怎源渊孜冤 援 渊苑远冤
根据辅助方程 渊员源冤 和关系式 渊缘源冤袁渊缘缘冤袁 获得渊圆 垣 员冤维色散长波方程 渊员冤袁渊圆冤 的如下两种无穷序列精确

解援 其中包括无穷序列双曲函数解和无穷序列三角函数解院
怎灶渊孜冤 越 籽灶

圆渊孜冤 原 葬
遭 原 圆 糟籽灶渊孜冤袁籽灶渊孜冤 越 圆鬃灶渊孜冤袁渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁

增灶渊孜冤 越 员
姿圆 咱糟员 原 滋棕怎灶渊孜冤 原 员

圆 姿滋 怎灶
圆渊孜冤暂袁

鬃灶渊孜冤 越 责圆 垣 择圆鬃灶原员渊孜冤 垣 皂圆鬃圆
灶原员渊孜冤 垣 则圆鬃忆灶原员渊孜冤 垣 灶圆鬃猿

灶原员渊孜冤 垣 造圆咱鬃忆灶原员渊孜冤暂圆

粤圆 垣 月圆鬃灶原员渊孜冤 垣 阅圆鬃圆
灶原员渊孜冤 垣 悦圆鬃忆灶原员渊孜冤 垣 云圆鬃猿

灶原员渊孜冤 垣 运圆咱鬃忆灶原员渊孜冤暂圆袁

鬃园渊孜冤 越 原 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁葬 越 棕圆滋 原 姿圆

圆姿猿滋 袁遭 越 棕
圆姿猿 袁糟 越 员

愿姿圆袁砸 越 原 员
源 葬渊葬 跃 园冤 援 渊苑苑冤

怎灶渊孜冤 越 籽灶
圆渊孜冤 原 葬

遭 原 圆 糟籽灶渊孜冤袁籽灶渊孜冤 越 圆鬃灶渊孜冤袁渊灶 越 员袁圆袁噎冤袁

增灶渊孜冤 越 员
姿圆 咱糟员 原 滋棕怎灶渊孜冤 原 员

圆 姿滋 怎灶
圆渊孜冤暂袁

鬃灶渊孜冤 越 责圆 垣 择圆鬃灶原员渊孜冤 垣 皂圆鬃圆
灶原员渊孜冤 垣 则圆鬃忆灶原员渊孜冤 垣 灶圆鬃猿

灶原员渊孜冤 垣 造圆咱鬃忆灶原员渊孜冤暂圆

粤圆 垣 月圆鬃灶原员渊孜冤 垣 阅圆鬃圆
灶原员渊孜冤 垣 悦圆鬃忆灶原员渊孜冤 垣 云圆鬃猿

灶原员渊孜冤 垣 运圆咱鬃忆灶原员渊孜冤暂圆袁

鬃园渊孜冤 越 砸贼葬灶渊 砸孜冤袁葬 越 棕圆滋 原 姿圆

圆姿猿滋 袁遭 越 棕
圆姿猿袁糟 越 员

愿姿圆 袁砸 越 原 员
源 葬渊葬 约 园冤 援 渊苑愿冤

其中 月圆袁悦圆袁云圆袁运圆袁皂圆袁造圆袁则圆 是不全为零的任意常数袁这些任意常数与其余常数之间满足下列约束条件院
择圆 越 月圆 造圆 圆 原 渊 造圆 圆 垣 运圆

圆砸冤咱皂圆 垣 则圆 垣 渊云圆 垣 造圆冤砸暂
运圆 造圆

袁

粤圆 越 月圆 造圆 原 造圆 圆砸 原 造圆渊皂圆 垣 则圆 垣 云圆砸冤 原 运圆砸渊悦圆 垣 运圆砸冤
运圆

袁
灶圆 越 员

运圆
渊云圆 造圆 原 造圆 圆 原 运圆

圆砸冤袁
责圆 越 砸渊 原 月圆 垣 皂圆 垣 云圆砸冤袁
阅圆 越 原 悦圆 垣 员

运圆
渊云圆 造圆 原 造圆 圆冤 垣 员

造圆
渊皂圆 垣 则圆 垣 云圆砸冤运圆 原 运圆砸援

摇 摇 例 圆摇 皂月月酝 方程 渊猿冤 的无穷序列精确解援
将 怎渊曾袁贼冤 越 怎渊孜冤袁孜 越 姿 曾 垣 棕 贼 代入方程 渊猿冤袁首先对 孜积分一次渊积分常数取为零冤袁然后用 怎忆渊孜冤 来

乘方程两边即可得到下列常微分方程院
渊棕 垣 糟园姿冤怎渊孜冤怎忆渊孜冤 垣 员

猿 琢姿怎猿渊孜冤怎忆渊孜冤 垣 姿圆棕茁怎义渊孜冤怎忆渊孜冤 越 园援 渊苑怨冤
方程 渊苑怨冤袁 对 怎渊孜冤 积分一次后得到下列常微分方程院
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咱怎忆渊孜冤暂圆 越 原 圆糟员
姿圆棕茁 原 棕 垣 糟园姿

姿圆棕茁 怎圆渊孜冤 原 琢
远姿棕茁 怎源渊孜冤 援 渊愿园冤

其中 糟员 是积分常数援
当 原 圆糟员

姿圆棕茁 越 员袁 原 棕 垣 糟园姿
姿圆棕茁 越 原 员 原 噪圆袁 原 琢

远姿棕茁 越 噪圆袁 即 糟员 越芎 琢猿

员圆噪圆 茁渊琢 垣 噪圆琢 垣 远噪圆糟园冤
袁 棕 越

依 琢渊琢 垣 噪圆琢 垣 远噪圆糟园冤
远噪圆 茁

袁姿 越芎 琢
茁渊琢 垣 噪圆琢 垣 远噪圆糟园冤

时袁 利用第一种尧 第二种椭圆方程之间的下列

月覿糟噪造怎灶凿 变换袁获得 皂月月酝 方程 渊猿冤 的无穷序列 允葬糟燥遭蚤 椭圆函数精确解院
怎灶

圆渊孜冤 越 籽灶渊孜冤袁籽园渊孜冤 越 泽灶圆渊孜袁噪冤袁渊灶 越 员袁圆袁噎冤
籽灶渊孜冤 越 原 葬遭圆 依 葬 遭圆渊遭圆 原 源葬糟冤 原 源葬遭糟籽灶原员渊孜冤 垣 咱 原 遭圆糟 芎 糟 遭圆渊遭圆 原 源葬糟冤籽圆

灶原员渊孜冤
圆葬遭糟 垣 圆遭圆糟籽灶原员渊孜冤 垣 圆遭糟圆籽圆

灶原员渊孜冤 袁
葬 越 员袁遭 越 原 渊员 垣 噪圆冤袁糟 越 噪圆 援 渊愿员冤

怎灶
圆渊孜冤 越 籽灶渊孜冤袁籽园渊孜冤 越 泽灶圆渊孜袁噪冤袁渊灶 越 员袁圆袁噎冤
籽灶渊孜冤 越 葬咱 原 猿粤员 芎 怨籽忆灶原员渊孜冤暂

猿粤员 渊遭 原 遭圆 原 猿葬糟冤 垣 圆 猿粤员糟籽灶原员渊孜冤 依 猿渊遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤籽忆灶原员渊孜冤
袁

葬 越 员袁遭 越 原 渊员 垣 噪圆冤袁糟 越 噪圆 援 渊愿圆冤
其中 粤员 越 圆 员

糟圆 咱圆遭
猿 原 怨葬遭糟 垣 圆渊遭圆 原 猿葬糟冤猿 辕 圆暂 援 用同样方法袁获得 皂运凿灾 方程 渊猿冤 的无穷序列精确解援

例 猿摇 月藻灶躁葬皂蚤灶 韵灶燥 方程 渊缘冤 的无穷序列精确解援
将 怎渊曾袁贼冤 越 怎渊孜冤袁孜 越 姿 曾 垣 棕 贼 代入方程 渊缘冤 并对 孜 积分两次袁然后用 怎忆渊孜冤 来乘方程两边即可得到

下列常微分方程院
糟员怎忆渊孜冤 垣 棕圆怎渊孜冤怎忆渊孜冤 垣 茁姿圆 怎圆渊孜冤怎忆渊孜冤 垣 姿源酌怎义渊孜冤怎忆渊孜冤 越 园援 渊愿猿冤

方程 渊愿猿冤袁 对 怎渊孜冤 积分一次后得到下列常微分方程渊积分常数取为零冤院
咱怎忆渊孜冤暂圆 越 原 圆糟员

姿源酌怎渊孜冤 原 棕圆

姿源酌怎
圆渊孜冤 原 圆茁

猿姿圆酌怎
猿渊孜冤 援 渊愿源冤

其中 糟员 是积分常数援
利用解的下列 月覿糟噪造怎灶凿 变换渊只列出一种 月覿糟噪造怎灶凿 变换冤袁获得 月藻灶躁葬皂蚤灶 韵灶燥 方程 渊缘冤 的无穷序列

允葬糟燥遭蚤 椭圆函数精确解院
怎灶渊孜冤 越 葬咱 原 猿粤员 芎 怨怎忆灶原员渊孜冤暂

猿粤员渊遭 原 遭圆 原 猿葬糟冤 垣 圆 猿粤员糟怎灶原员渊孜冤 依 猿渊遭 垣 遭圆 原 猿葬糟冤怎忆灶原员渊孜冤
袁摇 渊灶 越 员袁圆袁噎冤

粤员 越 员
糟圆 咱圆遭

猿 原 怨葬遭糟 垣 圆渊遭圆 原 猿葬糟冤猿 辕 圆暂袁
怎园渊孜冤 越 糟灶圆渊孜袁噪冤袁葬 越 源渊员 原 噪圆冤袁遭 越 源渊圆噪圆 原 员冤袁糟 越 原 源噪圆 援 渊愿缘冤

这里 糟员袁姿袁棕 由下列表达式来确定院
糟员 越 渊 原 员 垣 噪圆冤茁圆

员愿噪源酌 袁棕 越 原 渊 原 圆噪圆 垣 员冤茁圆

猿噪圆 酌
袁姿 越芎 茁

远酌噪援 渊愿远冤

糟员 越 渊 原 员 垣 噪圆冤茁圆

员愿噪源酌 袁棕 越 渊 原 圆噪圆 垣 员冤茁圆

猿噪圆 酌
袁姿 越芎 茁

远酌噪援 渊愿苑冤
摇 摇 例 源摇 具 缘 次强非线性项的波方程 渊愿冤 的无穷序列精确解援 将 怎渊曾袁贼冤 越 怎渊孜冤袁孜 越 姿 曾 垣 棕 贼 代入方程

渊愿冤 后用 怎忆渊孜冤 来乘方程两边即可得到下列常微分方程院
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责怎渊孜冤怎忆渊孜冤 垣 择怎猿渊孜冤怎忆渊孜冤 垣 泽怎缘渊孜冤怎忆渊孜冤 垣 渊棕圆 原 姿圆噪冤怎义渊孜冤怎忆渊孜冤 越 园援 渊愿愿冤
方程 渊愿愿冤袁 对 怎渊孜冤 积分一次渊积分常数取为零冤后得到下列常微分方程院

咱怎忆渊孜冤暂圆 越 责
原 棕圆 垣 噪姿圆怎圆渊孜冤 垣 择

圆渊 原 棕圆 垣 噪姿圆冤怎
源渊孜冤 垣 泽

猿渊 原 棕圆 垣 噪姿圆冤怎
远渊孜冤 援 渊愿怨冤

利用解的下列非线性叠加公式袁获得具 缘 次强非线性项的波方程 渊愿冤 的无穷序列双曲函数精确解和无穷序

列三角函数精确解袁即
怎灶

圆渊孜冤 越 鬃灶
圆渊孜冤 原 葬

遭 原 圆 糟鬃灶渊孜冤袁

鬃灶渊孜冤 越 砸咱 原 则猿鬃灶原猿渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤鬃灶原圆渊孜冤 原 责猿鬃灶原员渊孜冤暂
原 则猿鬃灶原圆渊孜冤鬃灶原员渊孜冤 垣 鬃灶原猿渊孜冤咱 原 责猿鬃灶原圆渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤鬃灶原员渊孜冤暂袁摇 渊灶 越 源袁缘袁噎冤袁

鬃员渊孜冤 越 原 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁鬃圆渊孜冤 越 月猿砸 垣 粤猿 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤
原 粤猿 垣 月猿 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁

鬃猿渊孜冤 越 责圆 垣 在员渊孜冤泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤 原 择圆 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 垣 在圆渊孜冤贼葬灶澡圆渊 原 砸孜冤
粤圆 垣 在猿渊孜冤泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤 原 月圆 原 砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 垣 在源渊孜冤贼葬灶澡圆渊 原 砸孜冤袁

砸 越 原 葬 约 园袁葬 越 责
原 棕圆 垣 噪姿圆 袁遭 越 择

圆渊 原 棕圆 垣 噪姿圆冤袁糟 越 泽
猿渊 原 棕圆 垣 噪姿圆冤 援 渊怨园冤

怎灶
圆渊孜冤 越 鬃灶

圆渊孜冤 原 葬
遭 原 圆 糟鬃灶渊孜冤袁

鬃灶渊孜冤 越 砸咱 原 则猿鬃灶原猿渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤鬃灶原圆渊孜冤 原 责猿鬃灶原员渊孜冤暂
原 则猿鬃灶原圆渊孜冤鬃灶原员渊孜冤 垣 鬃灶原猿渊孜冤咱 原 责猿鬃灶原圆渊孜冤 垣 渊责猿 垣 则猿冤鬃灶原员渊孜冤暂袁摇 渊灶 越 源袁缘袁噎冤袁

鬃员渊孜冤 越 砸贼葬灶渊 砸孜冤袁鬃圆渊孜冤 越 砸咱糟燥泽渊 砸孜冤 垣 泽蚤灶渊 砸孜冤暂
糟燥泽渊 砸孜冤 原 泽蚤灶渊 砸孜冤 袁

鬃猿渊孜冤 越 原 月缘砸 垣 粤缘 砸咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂
粤缘 垣 月缘 砸咱泽藻糟渊圆 砸孜冤 垣 贼葬灶渊圆 砸孜冤暂 袁

砸 越 原 葬 跃 园袁葬 越 责
原 棕圆 垣 噪姿圆 袁遭 越 择

圆渊 原 棕圆 垣 噪姿圆冤袁糟 越 泽
猿渊 原 棕圆 垣 噪姿圆冤 援 渊怨员冤

这里 责猿袁则猿袁月圆袁悦圆袁粤猿袁月猿袁粤缘袁月缘袁云圆袁运圆袁皂圆袁造圆袁则圆 是不全为零的任意常数袁这些任意常数与其余常数之间满足

下列约束条件院
择圆 越 月圆 造圆 圆 原 渊 造圆 圆 垣 运圆

圆砸冤咱皂圆 垣 则圆 垣 渊云圆 垣 造圆冤砸暂
运圆 造圆

袁

粤圆 越 月圆 造圆 原 造圆 圆砸 原 造圆渊皂圆 垣 则圆 垣 云圆砸冤 原 运圆砸渊悦圆 垣 运圆砸冤
运圆

袁

灶圆 越 员
运圆

渊云圆 造圆 原 造圆 圆 原 运圆
圆砸冤袁责圆 越 砸渊 原 月圆 垣 皂圆 垣 云圆砸冤袁

阅圆 越 原 悦圆 垣 员
运圆

渊云圆 造圆 原 造圆 圆冤 垣 员
造圆
渊皂圆 垣 则圆 垣 云圆砸冤运圆 原 运圆砸曰

在员渊孜冤 越 则圆砸 垣 造圆砸圆 泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤袁
在圆渊孜冤 越 原 皂圆砸 垣 灶圆 原 砸砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤袁
在猿渊孜冤 越 悦圆砸 垣 运圆砸圆 泽藻糟澡圆渊 原 砸孜冤袁在源渊孜冤 越 原 阅圆砸 垣 云圆 原 砸砸贼葬灶澡渊 原 砸孜冤 援
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源郾 结 摇 论

辅助方程法的主要思想有下面三个部分来构

成援 第一部分袁选择一个具有新解的辅助方程援 第二

部分袁选择非线性发展方程合适的形式解援 第三部

分袁利用计算机代数系统的优越性援 文献 咱苑要苑员暂
利用几种辅助方程法袁构造了非线性发展方程的有

限多个新精确解援 其中包括 允葬糟燥遭蚤 椭圆函数解尧双曲

函数解尧三角函数解和有理解援 这些成果没有获得

非线性发展方程无穷序列精确解的主要原因是没

有发挥辅助方程法的第一部分思想袁而且选择的非

线性发展方程的形式解都比较复杂袁计算量比较

大援 本文为了获得非线性发展方程的无穷序列精确

解援 首先袁分别给出了第二种椭圆方程和 砸蚤糟糟葬贼蚤 方
程的自 月覿糟噪造怎灶凿 变换和解的非线性叠加公式援 然
后袁分别给出几种辅助方程之间的拟 月覿糟噪造怎灶凿 变

换援 最后袁把几种辅助方程与相应的 月覿糟噪造怎灶凿 变换

和解的非线性叠加公式袁直接应用到构造非线性发

展方程精确解领域袁获得了渊圆 垣 员冤维色散长波方程

渊员冤袁 渊 圆 冤袁 皂月月酝 方 程 渊 猿 冤袁 皂运凿灾 方 程 渊 源 冤袁
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