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摇 摇 利用解析方法研究了一类具有控制项的弱非线性发展方程援 由摄动理论得到了相应方程的渐近解袁并研究了

控制项对渐近解的影响援
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员郾 引 言

非线性发展方程存在于物理学尧力学和其他自

然科学领域的许多应用中援 近几年来在激波咱员要源暂 尧
光波散射咱缘袁 远暂 尧量子力学咱苑要怨暂 尧大气物理咱员园袁 员员暂 尧爆炸

与燃烧咱员圆暂等方面都涉及到这一方面的研究援 非线

性发展方程行波解的各种定量和定性的方法也大

量涌现援 作者等咱员猿要圆圆暂 也利用微分不等式尧同伦变

换尧不动点原理等理论和方法在大气物理尧海洋力

学尧激波尧孤子理论尧反应扩散等问题中研究了一系

列非线性问题援 本文是利用摄动方法研究了一类具

有控制项的弱非线性发展方程援
发展方程行波解的摄动渐近方法袁其要点是用

摄动理论的渐近展开式将非线性行波方程转化为

线性方程求解援 这种方法的优点在于思路简明尧计
算简单袁可得到解的较高近似度援 另一个突出的优

点是这样求得的解保留了相应的解析特性援 因而不

但能对得到的结果直接进行定量方面的分析袁而且

还能进行更深入的定性方面的解析分析援 具有较广

泛的研究前景援
非线性发展方程代表的是一类相应自然现象

的高度精简和浓缩援 从进一步研究的意义看袁有必

要研究它代表真实自然现象的基本理论援 本文就是

在这样的背景下提出来的援
讨论如下一类扰动发展方程院

怎贼贼 原 怎曾曾 垣 蕴怎 越 着早渊怎袁曾 垣 葬贼冤袁 渊员冤
其中 着 为小的正参数袁 葬 屹员 为常数袁 早 为扰动控制

函数袁设当 曾 垣 葬贼 约 粤 时它是关于其变量为解析

的函数袁 当 曾 垣 葬贼 逸 粤 时袁 早 以 月 袁 而算子 蕴 为

蕴怎 越 皂怎贼 垣 灶怎曾 垣 糟怎袁
这里 粤袁月袁皂袁灶袁糟 均为常数援

在方程渊员冤中袁作自变量的行波变换

孜 越 曾 垣 葬贼袁
其中 葬 为行波的波速援 这时方程渊员冤为

渊葬圆 原 员冤怎孜孜 垣 渊葬皂 垣 灶冤怎孜 垣 糟怎
越 着早渊怎袁孜冤 援 渊圆冤

摇 摇 对应与渊圆冤式的退化方程为

渊葬圆 原 员冤怎孜孜 垣 渊葬皂 垣 灶冤怎孜 垣 糟怎 越 园 援 渊猿冤
摇 摇 不难得到方程渊猿冤的解为

怎渊孜冤 越 悦员藻曾责则员孜 垣 悦员藻曾责则圆孜袁 渊源冤
其中 悦蚤渊 蚤 越 员袁圆冤 为任意常数袁 而 则蚤渊 蚤 越 员袁圆冤 为特

征根

贼员袁圆 越 原 渊葬皂 垣 灶冤 依 渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤
圆渊葬圆 原 员冤 援

渊缘冤
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圆援 行波渐近解

为了 进 一 步 求 得 方 程 渊 圆 冤 的 行 波 渐 近 解

怎渊孜袁着冤袁 设

怎渊孜袁着冤 越 鄱肄
蚤 越 员

怎蚤渊孜冤着蚤 援 渊远冤
摇 摇 将渊远冤式代入方程渊圆冤袁 按 着 展开非线性项袁 合

并 着 的同次幂的系数袁 对于 着蚤渊 蚤 越 园袁员袁圆袁噎冤 的系

数得

渊葬圆 原 员冤 凿圆怎园
凿孜圆 垣 渊葬皂 垣 灶冤 凿怎园凿孜

垣 糟怎园 越 园袁 渊苑冤
渊葬圆 原 员冤 凿圆怎员

凿孜圆 垣 渊葬皂 垣 灶冤 凿怎员凿孜
垣 糟怎员 越 早渊怎园袁孜冤袁 渊愿冤
渊葬圆 原 员冤 凿圆怎圆

凿孜圆 垣 渊葬皂 垣 灶冤 凿怎圆凿孜
垣 糟怎圆 越 早怎渊怎园袁孜冤怎员袁 渊怨冤
渊葬圆 原 员冤 凿圆怎蚤

凿孜圆 垣 渊葬皂 垣 灶冤 凿怎蚤凿孜
垣 糟怎蚤 越 郧蚤袁 蚤 越 猿袁源袁噎 渊员园冤

其中

郧蚤 越 员
渊 蚤 原 员冤浴 鄣蚤 原员

鄣着蚤原员早渊鄱肄
噪 越 园

怎噪着噪[ ]
着 越 园

袁
摇 摇 摇 摇 蚤 越 猿袁源袁噎 渊员员冤

为逐次已知的函数援
显然袁 方程渊苑冤的解就是

怎园渊孜冤 越 悦园员藻曾责则员孜 垣 悦园员藻曾责则圆孜袁 渊员圆冤
其中 悦园蚤渊 蚤 越 员袁圆冤 为任意常数袁 而 则蚤渊 蚤 越 员袁圆冤 由

渊缘冤式表示援
方程渊愿冤袁 渊怨冤袁 渊员园冤的解分别为

怎员渊孜冤 越 悦员员藻曾责则员孜 垣 悦圆员藻曾责则圆孜
垣 渊葬圆 原 员冤

渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤
伊 乙孜园咱藻曾责则员渊孜 原 浊冤
原 藻曾责则圆渊孜 原 浊冤暂早渊怎园渊浊冤袁浊冤凿浊袁渊员猿冤

怎圆渊孜冤 越 悦圆员藻曾责则员孜 垣 悦圆员藻曾责则圆孜
垣 渊葬圆 原 员冤

渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤
伊 乙孜园咱藻曾责则员渊孜 原 浊冤 原 藻曾责则圆渊孜 原 浊冤暂
伊 早怎渊怎园渊浊冤袁浊冤怎员渊浊冤凿浊袁 渊员源冤

怎蚤渊孜冤 越 悦蚤员藻曾责姿员孜 垣 悦蚤员藻曾责姿员孜

垣 渊葬圆 原 员冤
渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤

伊 乙孜园咱藻曾责则员渊孜 原 浊冤
原 藻曾责则圆渊孜 原 浊冤暂郧蚤渊浊袁浊冤凿浊援
摇 摇 蚤 越 猿袁源袁噎袁 渊员缘冤

摇 摇 于是袁 由渊远冤袁 渊员圆冤要渊员缘冤 式袁 便得到方程

渊圆冤解的 灶 次形式渐近展开式 軈怎灶渊孜袁着冤 袁即
軈怎灶渊孜袁着冤 越 悦员渊着藻曾责则员孜 垣 悦圆渊着冤藻曾责则圆孜

垣 渊葬圆 原 员冤
渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤

伊 乙孜园咱藻曾责则员渊孜 原 浊冤 原 藻曾责则圆渊孜 原 浊冤暂
伊 咱着早渊怎园渊浊冤袁浊冤
垣 着圆早怎渊怎园渊浊冤袁浊冤怎员渊浊冤
垣 鄱灶

蚤 越 猿
郧蚤渊浊冤着蚤暂凿浊 垣 韵渊着灶垣员冤袁 渊员远冤

其中 悦蚤渊着冤渊 蚤 越 员袁圆冤 为任意常数袁 而 则蚤渊 蚤 越 员袁圆冤
由渊缘冤式表示袁 郧蚤渊 蚤 越 猿袁源袁噎冤 由渊员员冤表示援

利用不动点定理袁 我们可以证明袁 表示渊员远冤式
为在 孜 臆 酝 渊 酝 为任意大的正常数冤上关于扰动

发展方程渊圆冤行波解为一致有效的渐近展开式援
再将行波变换 孜 越 曾 垣 葬贼 代入渊员远冤式袁 我们便

得到控制发展方程渊员冤在 曾 垣 葬贼 臆 酝 上的行波解

的一致有效的渐近展开式援

猿援 解的控制式

由扰动项控制函数假设袁并由渊员猿冤要渊员远冤式袁
具有控制项的非线性发展方程渊员冤解各次近似的渐

近展开式 軈怎蚤渊 贼袁曾袁着冤渊 蚤 越 员袁圆袁噎冤 分别为

詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠

詟詟

軈怎员渊 贼袁曾袁着冤 越 悦员渊着冤藻曾责则员渊曾 垣 葬贼冤 垣 悦圆渊着冤藻曾责则圆渊曾 垣 葬贼冤



物 理 学 报摇 粤糟贼葬 孕澡赠泽援 杂蚤灶援 摇 灾燥造援 远园袁 晕燥援 缘 渊圆园员员冤 摇 园缘园圆园源

园缘园圆园源鄄 猿摇摇摇摇

垣

渊葬圆 原 员冤
渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤乙粤垣葬贼园

咱藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤暂

伊 着早渊怎园渊浊冤袁浊冤凿浊 垣 韵渊着圆冤袁摇 摇 曾 垣 葬贼 臆 粤袁园 约 着 垲员袁
渊葬圆 原 员冤

渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤 [ 渊 月
则员
渊员 原 藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 粤冤冤

原 月
则圆
渊员 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤 原 粤冤冤

垣 着乙粤园 咱藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤孜 原 浊冤暂早渊怎园渊浊冤袁浊冤凿浊 ] 垣 韵渊着圆冤袁
摇 摇 曾 垣 葬贼 跃 粤袁园 约 着 垲员袁
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渊员苑冤

軈怎圆渊 贼袁曾袁着冤 越 悦员渊着冤藻曾责则员渊曾 垣 葬贼冤 垣 悦圆渊着冤藻曾责则圆渊曾 垣 葬贼冤

垣

渊葬圆 原 员冤
渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤乙粤垣葬贼园

咱藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤暂

伊 咱着早渊怎园渊浊冤袁浊冤 垣 着圆早怎渊怎园渊浊冤袁浊冤怎员渊浊冤暂凿浊 垣 韵渊着猿冤袁摇 摇 曾 垣 葬贼 臆 粤袁园 约 着 垲员袁
渊葬圆 原 员冤

渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤 [ 渊 月
则员
渊员 原 藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 粤冤冤

原 月
则圆
渊员 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤 原 粤冤冤

垣 乙粤园 咱藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤孜 原 浊冤暂咱着早渊怎园渊浊冤袁浊冤

垣 着圆早怎渊怎园渊浊冤袁浊冤怎员渊浊冤暂凿浊 ] 垣 韵渊着猿冤袁摇 摇 曾 垣 葬贼 跃 粤袁园 约 着 垲员袁

⎧

⎩

⎨

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

渊员愿冤

軈怎灶渊 贼袁曾袁着冤 越 悦员渊着冤藻曾责则员渊曾 垣 葬贼冤 垣 悦圆渊着冤藻曾责则圆渊曾 垣 葬贼冤

垣

渊葬圆 原 员冤
渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤乙粤垣葬贼园

咱藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤暂

伊 咱着早渊怎园渊浊冤袁浊冤 垣 着圆早怎渊怎园渊浊冤袁浊冤怎员渊浊冤暂凿浊 垣 韵渊着灶垣员冤袁摇 摇 曾 垣 葬贼 臆 粤袁园 约 着 垲员袁
渊葬圆 原 员冤

渊葬皂 垣 灶冤圆 原 源糟渊葬圆 原 员冤 [ 渊 月
则员
渊员 原 藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 粤冤冤

原 月
则圆
渊员 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤 原 粤冤冤

垣 乙粤园 咱藻曾责则员渊渊曾 垣 葬贼冤 原 浊冤 原 藻曾责则圆渊渊曾 垣 葬贼冤孜 原 浊冤暂咱着早渊怎园渊浊冤袁浊冤

垣 着圆早怎渊怎园渊浊冤袁浊冤怎员渊浊冤 垣 鄱灶

蚤 越 猿
郧蚤渊浊冤着蚤暂凿浊 ] 垣 韵渊着灶垣员冤袁摇 摇 曾 垣 葬贼 跃 粤袁园 约 着 垲员袁
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詟詟詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠
其中 悦蚤渊 蚤 越 员袁圆冤 为任意常数袁 怎园 由渊员圆冤式表示援
将 孜 越 曾 垣 葬贼 分别代入渊员苑冤要渊员怨冤式袁 便可以得到

具有控制项的扰动发展方程渊员冤解的各次近似的渐

近解援

源援 举 摇 例

若在扰动发展方程渊员冤中的控制项 早为曰 当 曾 垣
葬贼 约 粤 时袁 早渊怎袁着冤 越 藻曾责怎援 这时由渊员苑冤袁 渊员愿冤式
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可分别得到方程渊员冤解的一次袁 二次行波渐近展开 式 軈怎员渊 贼袁曾袁着冤 和 軈怎圆渊 贼袁曾袁着冤院
詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠詠

詟詟
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其中 悦蚤渊 蚤 越 员袁圆冤 为任意常数袁 怎园 由渊员圆冤式表示援
缘援 讨 摇 论

由上述例题的渐近式还可对特殊的控制发展

方程作更具体的情况进行讨论援

员冤在方程的系数中袁 若 皂 越 灶 越 园袁糟 越 员袁葬圆 约

员袁 此时特征根 则员袁圆 越芎 员
员 原 葬圆 援 于是由渊圆园冤式袁

可得发展方程控制解的一次渐近展开式院
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其中袁 悦蚤渊 蚤 越 员袁圆冤 为任意常数袁
怎园渊浊冤 越 悦员渊着冤藻曾责 浊

员 原 葬圆 垣 悦圆渊着冤藻曾责 原 浊
员 原 葬圆 援

摇 摇 由上式不难看出袁 发展方程渊员冤的一次控制渐

近行波解是非振动型的援

圆冤 在方程的系数中袁 若 皂 越 灶 越 园袁葬圆 跃 员袁 此

时特征根 则员袁圆 越 依 蚤
葬圆 原 员袁 于是由渊圆园冤式袁 可得发

展方程控制解的一次渐近展开式
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其中 軈悦蚤渊 蚤 越 员袁圆冤 为任意常数袁

軈怎园渊浊冤 越 軈悦员渊着冤泽蚤灶 曾 垣 葬贼
员 原 葬圆

垣 軈悦圆渊着冤糟燥泽 曾 垣 葬贼
员 原 葬圆 援

摇 摇 由上式不难看出袁 发展方程渊员冤的一次控制行

波解是有界振动型的援
同样袁 我们能够得到更高次控制渐近行波解的

性态援 并且还可讨论其它特殊情形下的控制行波解

的渐近性态援 在此不再进行详细讨论援
远援 结 摇 论

由控制发展方程渊员冤左端的结构及其控制函数

关于变元的性态袁我们能够得到所期望的渐近解的

性态援 这对一些具体的物理模型是十分需要的袁 而

且是有很大的使用价值援
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