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摇 摇 实验测量了重力驱动下的玻璃珠颗粒样品通过不同倾角和孔径的圆形孔洞的卸载流量援 发现无论孔径大小袁
流量均与倾角的余弦呈良好的线性关系曰线性外推得到的零流量角袁即流量休止临界角随颗粒粒径与孔洞直径之

比的减小而线性增加曰在无穷大孔径极限下袁此临界角在 月葬早灶燥造凿 角的误差范围内与样品的安息角一致援 这些结果

表明流量随倾角余弦线性变化的经验公式能揭示临界角的行为和特性袁这是参数随倾角变化的 月藻增藻则造燥燥 公式所不

能描述的援
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员郾 引 言

当颗粒物质从其装载料仓底部的一圆形孔洞

流出时袁流量只与孔洞直径 阅 有关袁几乎不受颗粒

填充高度 澡袁 密度 籽袁 和料仓直径 准 的影响援 人们早

在远古就知道这个现象袁并用来制作计时沙漏咱员袁圆暂 援
颗粒孔洞流渊早则葬灶怎造葬则 燥则蚤枣蚤糟藻 枣造燥憎袁郧韵云冤一般是指图

员渊葬冤所示意的袁料仓固定且孔洞面为水平的情况袁
这在生活和工业中经常遇见袁如粮仓和矿料卸载

等袁我们称之为水平孔洞流援 当前广泛认为水平孔

洞流的流量 匝园 在很好的精度下满足 月藻增藻则造燥燥 等提

出的经验公式咱猿暂

匝园 越 悦园籽早员 辕 圆渊阅 原 噪园凿冤缘 辕 圆袁 渊员冤
其中 早 是重力加速度袁 凿 是颗粒的平均粒径袁 悦园 和

噪园 是常数援 尽管对这 个 相 当 稳 定 的 流 量 以 及

月藻增藻则造燥燥 公式有一些基于自由下落拱渊枣则藻藻 枣葬造造 粤则糟澡袁
云云粤冤假设下的模型理论咱员暂 袁 郧韵云 行为性质的物理

解释和孔洞附近的质量与流场分布目前仍不清楚援
近年来袁颗粒物理领域开展了一些与水平情形不同

的实验研究袁如允许侧壁圆筒上下滑动的悬浮壁

郧韵云咱源暂 袁或孔洞面非水平的倾斜 郧韵云咱缘暂 袁分别如图 员
渊遭冤袁渊糟冤所示援 另外袁如果让颗粒依次流经两个孔

洞袁其间的流动还可出现稀疏流和密集流两种流动

状态咱远袁苑暂 袁当孔径足够小时袁流动会被阻塞停止咱愿暂 援
由于 郧韵云 的这些现象与公路上的车流现象有些相

似袁它还常被用来模拟和研究交通问题咱怨要员员暂 援

图 员摇 渊葬冤水平孔洞流曰渊遭冤允许侧壁圆筒上下滑动的悬壁孔洞

流曰渊糟冤倾斜孔洞流

通常袁流体材料流量的大小都会在一定程度上

与孔洞附近的压力有关援 为何 郧韵云 能屏蔽所有环境

和力学因素的影响袁表现出只与孔径有关的稳定流

量袁仍是一个带有一些神秘色彩的古老问题援 我们

相信颗粒材料的这个独特性质与其强耗散行为有

关咱源暂 援 倾斜 郧韵云 的流量随孔洞面倾斜角 兹 的增加而

减小袁最终通过一个复杂的间歇流动区域过渡到流
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量为零的休止状态咱缘暂 援 由于间歇流的干扰袁如何定

义倾斜 郧韵云 的临界休止角 兹糟袁 以及它与工程中自

由颗粒斜面的安息角渊 则藻责燥泽藻 葬灶早造藻冤 兹则 和最大稳定

角渊葬灶早造藻 燥枣 皂葬曾蚤皂怎皂 泽贼葬遭蚤造蚤贼赠冤 兹皂 的关系袁尚有待进

一步研究澄清援 对较大的孔洞袁文献咱缘暂的作者发现

流量与 糟燥泽兹 呈线性关系袁
匝
匝园

越 员 原 糟燥泽兹 原 员
糟燥泽兹糟 原 员袁 渊圆冤

其中的零流量角袁即临界休止角 兹糟 越 员源员毅 约比 兹则 小
员缘毅援 可能是对较小孔洞测量的线性关系不是很好袁
或 兹糟 与 兹则 差别大的缘故袁他们没有对这个线性拟合

作进一步的深入考察袁而是建议用下面的袁 悦 和 噪 随

倾角变化的 月藻增藻则造燥燥 公式袁
匝 越 悦籽早员 辕 圆渊阅 原 噪凿冤缘 辕 圆袁
悦 越 葬员 原 葬圆糟燥泽兹袁
噪 越 渊葬猿 垣 葬源糟燥泽兹冤 原员 辕 圆袁 渊猿冤

拟合所有不同孔径的实验数据袁其中 葬员原源 是拟合常

数援 由于 月藻增藻则造燥燥 公式的零流量倾角 葬则糟糟燥泽渊葬员 辕 葬圆冤
是与孔径无关的常数袁显然与临界流量休止角 兹糟 的

行为不符援 本文对不同孔径和倾角的 郧韵云 流量作了

仔细测量袁发现线性渊圆冤式对小孔径仍然有效袁并且

发现用渊圆冤式拟合得到的 兹糟 与粒径鄄孔径比 凿 辕 阅 呈

很好的线性关系袁在大孔径极限下的线性外推值 兹园
越 兹糟渊凿 辕 阅寅园冤 与 兹则 或 兹皂 非常接近援 这个结果表明

渊圆冤式中的 兹糟 可以很好地理解为临界流量休止角援
注意线性拟合渊圆冤和 月藻增藻则造燥燥 拟合渊猿冤并不完全相

同袁但有趣的是袁在本文的实验精度下袁这两个经验

公式都能很好地符合所有测量数据援 月藻增藻则造燥燥 公式

的最大特色是强调流量 匝 与孔径 阅 原 噪凿 的 缘 辕 圆 幂

律关系袁但不能揭示临界休止角这个重要的概念袁
因此我们倾向于认为线性渊圆冤式更具合理性援 倾斜

郧韵云 的这些特性对建立和检验颗粒物质动力学理

论模型具有重要意义和挑战性袁因此值得今后在努

力保证材料性质稳定的前提下渊如温湿度和表面性

质稳定冤袁开展进一步的精密测量袁澄清渊圆冤袁渊猿冤式
之间的分歧等细节问题援

圆援 实验装置和测量结果

实验采用横截面为 员园园 皂皂 伊员园园 皂皂 的空心铝

合金方柱作为料仓袁柱高 苑圆圆 皂皂袁壁厚 猿 皂皂袁颗粒

样品采用直径 凿 越 园援 怨 依 园郾 员 皂皂 的球形玻璃珠援 实
验过程中空气的相对湿度在 远园豫要苑园豫 之间援 料仓

顶部开放袁底部用 员园园 皂皂 伊 圆园园 皂皂 伊 源 皂皂 的硬铝

板封住袁铝板中心钻有尺寸为 阅 的圆孔袁如图 圆 中

的插图所示援 测量对 阅 越 源袁远袁愿袁员园袁员源袁员愿袁圆园 皂皂 等

苑 块不同孔径的铝板分别进行援 料仓通过螺杆悬挂

在牢固的角钢支架上袁并可绕螺杆旋转倾斜援 倾斜

角 兹 定义为圆孔所在的平面与外水平面的夹角袁如
图 圆 插图渊葬冤和渊遭冤所示袁倾角大小由一精度为 园郾 员毅
的倾角仪渊遭藻增藻造 遭燥曾冤测出援 对于底部开孔的图 圆 插

图渊葬冤装置袁当 兹 大于 源缘毅时袁受几何维度的限制袁颗
粒流的时间较短袁不利于精确测量流量袁因此只用

于测量了 兹 沂 咱园毅袁源缘毅暂 范围内的颗粒流量袁而对于

兹 跃 源缘毅 的情形袁采用图圆 插图渊遭冤的装置袁即在料仓

的侧壁袁距离底部约 员园园 皂皂 的高度开一个 员园园 皂皂
伊员园园 皂皂 的方孔袁用以嵌入圆孔 阅 所在的硬铝板援
注意这种侧开口实验装置可以测量倾角大于 怨园毅的
情况援 为尽量减小板厚度的影响袁孔洞外侧加工成

了如图 圆 插图渊糟冤所示的楔形援 颗粒流量用精度为

园郾 员 早袁采样频率 员缘 匀扎 的电子秤动态采集援 为避免

环境振动的干扰袁整个装置都固定在稳定的光学平

台上援 实验开始前先将孔 阅 塞住袁在料仓中倒入颗

粒袁直至接近仓顶袁然后开放孔 阅袁 同时通过电子秤

采集流出质量随时间的变化 酝渊 贼冤 援 每次测量均忽

略采集初期的不稳定流流动袁依赖于料仓容量及流

量的大小袁用于计算流量的采集时间为 员园要员园园 泽袁
典型的 酝渊 贼冤 数据如图 猿 所示袁实验得到的 酝渊 贼冤 为

很好的直线关系袁直线的斜率就是 郧韵云 的流量 匝 援
对于每一给定的 阅 和 兹 重复三次实验袁三次实验值

的平均记为对应的流量 匝渊阅袁兹冤袁 实验结果见图 圆援
由于 郧韵云 流量很稳定袁实验重复性好袁三次测量的

偏差均小于数据点图标的大小袁因此图 圆 的实验数

据点中没有标出误差棒援
实验发现对于不同孔径 阅袁 流量 匝 均随着角度

兹 的增大而逐渐减小袁并最终经过一段间隙流后停

止援 与文献咱缘暂一致袁我们测量的 匝也与 糟燥泽兹呈良好

的线性关系援 注意对图 圆 给出的 苑 种不同孔径情况袁
测量时倾角的下限都是零度袁对应于流量最大的水

平孔洞流量 匝园袁 而倾角的上限随 阅 的减小而减小援
对于较小的 阅 渊如 源 皂皂 情况冤袁郧韵云 在倾角较小时

流量就停止了袁故测量时 糟燥泽兹 的取值范围也较小援

猿援 流量公式和休止倾角

对于图 圆 的实验结果袁如果以 兹 越 园毅 的水平
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图 圆摇 不同孔洞尺寸 阅 下流量 匝 随倾角余弦 糟燥泽兹 的变化关系袁
实线为直线拟合援 插图院渊 葬冤倾角小于 源缘毅时采用的实验装置曰
渊遭冤倾角大于 源缘毅时采用的实验装置曰渊糟冤楔形孔洞示意图

图 猿摇 阅 越 员源 皂皂袁兹 越 怨园毅时典型的 酝渊 贼冤数据渊已舍去初始不稳

定流动冤曰插图为从主图中摘出的 员 泽渊猿缘要猿远 泽冤内的酝渊贼冤数据袁
同样呈良好的线性关系袁斜率与主图相同援 图中实线均为直线

拟合

郧韵云 流量 匝园 为单位袁并且要求流量 匝 关于 糟燥泽兹 线

性以及 兹 越 兹糟 时流量等于零袁即得描述倾斜 郧韵云 流

量的渊圆冤式援 图 源渊葬冤是用渊圆冤式对图 圆 中不同孔径

数据的拟合结果袁得到的 兹糟 就是引言中讨论的流量

休止倾角援 注意 兹糟 一般不等于 怨园毅袁即渊圆冤式并不是

孔洞面积在水平方向的投影效应渊怨园毅时投影面积

为零袁但 郧韵云 流量并不为零冤援 另外与文献咱缘暂不

同袁我们在所有孔径下的流量测量值都与渊圆冤式很

好地符合袁并且拟合得到的 兹糟 随粒径鄄孔径比 凿 辕 阅
线性变化袁即

兹糟 越 兹园 员 原 噪忆园
凿
阅( )袁 渊源冤

其中常数 兹园 越 员缘猿毅渊 依 猿毅冤 是无限大孔径时的休止

倾角袁 噪忆园 越 员援 苑渊 依 园援 圆冤袁见图 源渊遭冤援 值得指出的是袁
在 月葬早灶燥造凿 角误差范围内袁我们得到的 兹园 与静态颗

粒堆的最大底角 兹皂袁 或安息角 兹则 一致援 渊注意 兹皂 和

兹则 是两个略微不同的角度袁一般指颗粒自由表面非

常缓慢地倾斜到最大时袁发生崩塌的前后角袁其间

有 圆毅左右的袁被称作 月葬早灶燥造凿 角的差别 驻兹 越 兹皂 原
兹则

咱员圆暂 冤 援 由于 兹糟 是以线性方式逼近 兹皂 或 兹则 的袁我们

实验中最大孔径 阅 越 圆园 皂皂 的休止倾角仍比 兹园 小

员缘毅左右援 因此直线渊圆冤式与安息角的关系往往需要

通过渊源冤式的外推得到袁我们的实验和文献咱缘暂所考

虑的最大孔径都没有大到能给出接近安息角的程

度援 另外我们没有精确测量安息角 兹皂 和最大稳定角

兹则袁 图 源遭 给出的 兹园 与它们的细致关系还有待进一

步研究援 由于 兹园 是从 郧韵云 流量数据通过流量渊圆冤和
渊源冤式拟合得到的袁属于材料表征动态性质的参数袁
而倾斜 郧韵云 流是通过间歇流过渡到休止状态袁间歇

流又与崩塌有些类似袁直觉上袁 兹园 应该是安息角 兹则 援
但这个推测是否合理袁还需要进一步的实验来验证援

图 源摇 渊葬冤用水平流量归一化的流量 匝 辕 匝园 随倾角余弦 糟燥泽兹 的变

化关系袁实线为渊圆冤式的拟合结果曰渊遭冤临界流量休止角 兹糟 随粒

径 原 孔径比 凿 辕 阅 的变化关系袁实线为直线拟合结果

当 郧韵云 没有倾斜时渊 兹 越 园毅 冤袁渊圆冤式退化为 匝
越 匝园袁 即 月藻增藻则造燥燥 的水平 郧韵云渊员冤式援 对图 圆 中 兹 越
园毅 的数据拟合得 月藻增藻则造燥燥渊员冤式中的参数为 悦园 越 园援
缘缘袁 噪园 越 员援 猿源袁 接近文献咱员暂中的典型值援 注意这个

噪园 值与图 源渊遭冤中的 噪忆园 大约小 圆园豫 袁应该视作两个

表征倾斜 郧韵云 的独立参数援
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图 缘摇 用 月藻增藻则造燥燥渊猿冤式拟合图 圆 数据的结果摇 渊 葬冤不同倾角时

匝园郾 源随 阅 的变化关系袁实线为线性拟合曰渊遭冤渊糟冤是 月藻增藻则造燥燥 参数

悦 和 噪 随 糟燥泽兹 的变化关系袁及其直线拟合

利用渊员冤袁渊圆冤式和渊猿冤式可得直线和 月藻增藻则造燥燥
两种拟合方法的流量比值为

啄 越 悦园糟燥泽兹糟 原 员
糟燥泽兹糟 原 糟燥泽兹
葬员 原 葬圆糟燥泽兹

阅 原 噪园凿
阅 原 凿 辕 葬猿 垣 葬源糟燥泽兹

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟
缘 辕 圆袁
渊缘冤

由于 啄 并不恒为 员袁严格地讲这两种流量公式有一

定的差别袁但差别很小袁超出了本文实验的测量精

度援 图 圆 的测量数据的确也可以很好地用渊猿冤式拟

合袁拟合结果见图 缘援 如果单从图 源 和图 缘 中拟合

公式与数据点的符合程度看袁我们无法判断渊圆冤式
与渊猿冤式究竟哪个更为合理援 因此本文的结果并不

与文献咱缘暂 建议的 月藻增藻则造燥燥 公式矛盾袁只是强调

月藻遭藻则造燥燥 公式不能体现 郧韵云 流量的休止倾角行

为袁及其与安息角的关系援 考虑到 郧韵云 流量和休

止倾角属于颗粒物质的基本性质袁所涉及的不仅

仅是一个简单的拟合问题袁今后有必要进一步提

高实验精度袁澄清哪个公式才是更为正确的倾斜

郧韵云 流量公式援 提高实验精度的主要难点在于对

样品温湿度的控制袁也许还有静电的影响袁这些

因素可能也是图 源 渊 遭冤 中数据点出现涨落的

原因 援

源援 结 摇 论

本文仔细测量了不同倾斜角 兹 和孔径 阅 下袁重
力驱动的颗粒物质渊玻璃珠冤从圆形孔洞卸载的流

量 匝袁 得到了下面几点结论院员冤对所有孔径袁无论大

小袁流量 匝 都与 糟燥泽兹 呈良好的线性关系援 此结果不

同于文献咱缘暂认为的袁该线性性质仅对大孔径情况

适用援 圆冤用随 糟燥泽兹 线性变化的流量公式拟合实验数

据袁发现拟合给出的流量休止临界角 兹糟 随粒径鄄孔径

比的减小而线性增加袁并且在无穷大孔径极限下袁
其线性外推值 兹园 在 月葬早灶燥造凿 角的误差范围内与安息

角一致援 猿冤基于上述结果袁我们建议用线性公式描

写倾斜 郧韵云 的流量袁因为它能揭示临界角 兹糟 随孔径

的变化规律袁这是文献咱缘暂推荐的 月藻增藻则造燥燥 公式所

不具备的援
尽管仍有诸如不同的流量公式那个更合理袁 兹园

与安息角的偏离情况等细节问题有待澄清袁本文的

结果将有助于最终解决渊如何理解颗粒孔洞流所表

现的独特行为冤这个古老的问题援
最后袁值得指出的是袁颗粒流的流量大小对于

颗粒实验的样品制备是个重要的问题咱员猿暂 援 通常袁为
了得到小流量的颗粒流袁人们总是习惯在 月藻增藻则造燥燥
公式的提示下去调节孔洞的大小袁但由于颗粒尺寸

的阻塞效应袁颗粒流量常常无法调节到很小袁更难

连续调节援 本文提到的倾斜颗粒孔洞流的实验装置

提供了一种得到连续可调的小流量颗粒流的实用

方法援
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