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研究了非马尔可夫噪声环境影响下两个量子比特纠缠的动力学行为.对比讨论了因式化纠缠在描述纠缠动力

学演化的有效性. 结果表明: 对于贝尔态、最大纠缠混合态等特殊初态,当噪声环境的影响比较弱时,利用纠缠的因

式化分解形式可以有效地刻画纠缠的动力学演化;对于一般初态的情况,当系统的纠缠比较大,噪声环境的影响比

较弱时,纠缠的因式化分解形式也可以有效地刻画纠缠的动力学演化.
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1 引 言

纠缠态作为一种资源, 在量子信息 [1,2] 的各

个方面都起着重要作用. 然而, 在量子信息处理过

程中, 量子系统不可避免地会受到外部环境的影

响, 进而引起系统的能量耗散和相干性及纠缠的

衰退 [3]. 因此,对外部环境作用下量子系统的纠缠

的动力学演化规律研究变得越来越重要 [4−11]. 一

般情况下, 为了刻画纠缠的动力学演化, 需要首先

求解出系统态的演化, 然后由系统的态求出系统

的纠缠. 2008 年, Konrad 等 [8] 指出, 对于由两个

量子比特组成的系统,如果系统初始处于纯态, 并

且只有其中一个量子比特受到环境的影响时, 两

量子比特之间的纠缠的动力学演化可以用初态纠

缠乘以最大纠缠态在同等条件下的演化因子. 这

就意味着我们只要知道最大纠缠态的演化规律,

不用求解系统的态演化就可以直接给出任意初态

的纠缠动力学行为. 遗憾的是该方法要求系统初

始处于纯态并且只能有一个量子比特受到环境的

影响, 我们称之为局域单通道情况. 当系统初始

处于混合态, 或者两个量子比特同时受到环境的

影响即局域双通道时, 因式化纠缠只是系统纠缠

的上限.

Li 等研究了局域双振幅耗散通道 [12] 和局域

双相位耗散通道 [13] 作用下两量子比特的因式化

纠缠. 结果表明, 对于局域双振幅耗散通道的情

况, 当量子比特系统只含有一个激发数时, 无论

初始状态是纯态还是混合态, 其纠缠的演化都可

以分解为初始纠缠和单振幅耗散通道对初始最

大纠缠态的作用的乘积; 对于局域双相位耗散通

道的情况, 两量子比特初态处于三基矢态时, 其

纠缠在随后的演化过程中可以分解为初始纠缠

和单相位耗散通道对初始最大纠缠态的作用的

乘积. 对于一般的初始状态, 系统的纠缠动力学

行为非常复杂, 系统纠缠不再能够分解成因式化

形式.

由于单耗散通道作用下最大纠缠态的演化行

为容易求解,尝试利用因式化纠缠来模拟任意初态

时纠缠的动力学演化的行为可以大大简化对纠缠

演化的模拟过程. 本文拟研究在非马尔可夫双局域

耗散通道作用下两量子比特的动力学演化,通过对

比研究在多大程度上因式化纠缠可以有效地模拟

系统纠缠的动力学演化.
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2 理论模型

近年来,量子非马尔可夫过程在物理学的许多

领域起着越来越重要的作用 [14−18],本文将考虑非

马尔可夫环境下系统纠缠的动力学行为.本文的研

究模型由两个部分组成,分别标记为 A和 B. 每个

部分是由一个量子比特和与之相耦合的非马尔可

夫噪声通道组成. 两个量子比特分别用 a和 b来标

记,噪声通道用 RA和 RB 来标记.假定两部分之间

没有相互作用,初始时噪声通道处于真空态并且与

相应的量子比特处于直积态,则在 t时刻单个部分

的状态可以用以下约化密度矩阵来表示 [12]:

ρS(t) =

 ρSee(0)|hS(t)|2 ρSeg(0)hS(t)

ρSge(0)h
∗
S(t) 1− ρSee(0)|hS(t)|2

 ,

(1)

相应的基矢为 {|e⟩, |g⟩}, S = A,B. 上式中 hS(t)可

以由下面的积分微分方程解出:
d

dt
hS(t) = −

∫ t

0

dt1f(t− t1)hS(t1), (2)

f(t − t1)代表两个时间点之间的噪声关联函数,可

以用谱密度 J(ω)的傅里叶变换的函数表示

f(t− t1) =

∫
dωJ(ω) exp[i(ω0 − ω)(t− t1)]. (3)

我们选择系统的谱密度 J(ω)为洛伦兹形式,即

J(ω) =
1

2π

γ0λ
2

(ω0 − ω −∆)2 + λ2
, (4)

其中 ∆ = ω0 − ωc 是腔的中心频率 ωc 和量子

比特本征频率 ω0 之间的失协量; λ 是噪声通道

的谱宽度, 它与噪声通道的关联时间之间的关系

为 τR = λ−1; γ0 与马尔可夫近似下量子比特激发

态的弛豫时间 τS 的关系为 τS = γ−1
0 . 利用拉普拉

斯变化和留数定理可以求出 [12]:

hS(t) = e−
1
2 ξSt

[
cosh

(
dSt

2

)
+
ξS
dS

sinh

(
dSt

2

)]
, (5)

其中 dS =
√
ξ2S − 2γ0λS , ξS = λS − i∆S .

我们根据单个量子比特的约化密度矩阵 (1)

可以建立两个量子比特的约化密度矩阵, 选择基

矢 {|1⟩ = |ee⟩, |2⟩ = |eg⟩, |3⟩ = |ge⟩, |4⟩ = |gg⟩},两

个量子比特系统的约化密度矩阵 ρ(t)的对角矩阵

元可以写成 [12]:

ρ11(t) =ρ11(0)|hA(t)|2|hB(t)|2,

ρ22(t) =|hA(t)|2[ρ22(0)

+ ρ11(0)(1− |hB(t)|2)],

ρ33(t) =|hB(t)|2[ρ33(0)

+ ρ11(0)(1− |hA(t)|2)],

ρ44(t) =1− (ρ11(t) + ρ22(t) + ρ33(t)), (6)

非对角矩阵元为

ρ12(t) =ρ12(0)|hA(t)|2hB(t),

ρ13(t) =ρ13(0)hA(t)|hB(t)|2,

ρ14(t) =ρ14(0)hA(t)hB(t),

ρ23(t) =ρ23(0)hA(t)h
∗
B(t),

ρ24(t) =hA(t)[ρ24(0)

+ ρ13(0)(1− |hB(t)|2)],

ρ34(t) =hB(t)[ρ34(0)

+ ρ12(0)(1− |hA(t)|2)], (7)

其余的非对角矩阵元可以由密度矩阵的厄米性

给出, 即 ρij(t) = ρ∗ji(t). 需要指出的是, 当我们

令 hB(t) = 1 时, 系统退化为局域单通道情况,

即只有量子比特 a 受到耗散通道的影响; 当我们

令 hA(t) = 1时,系统也退化为局域单通道情况,即

只有量子比特 b受到耗散通道的影响.

3 因式化纠缠

我们选择 Wootters 定义的共生纠缠度来度量

系统的纠缠 [19,20]. 如果用 ρ(t)来表示两量子比特

的密度矩阵,则相应的共生纠缠度为

C(t) = max{0,√µ1 −
√
µ2 −

√
µ3 −

√
µ4}, (8)

其中 µi 是非厄米矩阵 R(t) = ρ(t)(σA
y ⊗ σB

y )ρ∗(t)

(σA
y ⊗ σB

y ) 的本征值, µi 从大到小排列, 即 µ1 >
µ2 > µ3 > µ4.

对于一些特殊形式的密度矩阵我们可以方便

地给出系统纠缠的解析形式. 例如,密度矩阵为

ρ(0) =


ρ11 0 0 ρ14

0 ρ22 ρ23 0

0 ρ32 ρ33 0

ρ41 0 0 ρ44

 (9)
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的 X 态的纠缠的解析形式为

C(t) =2max
{
0, |ρ14(t)| −

√
ρ22(t)ρ33(t),

|ρ23(t)| −
√
ρ11(t)ρ44(t)

}
. (10)

对于一般形式的密度矩阵,我们很难直接给出系统

纠缠的解析形式,需要采用数值模拟的方法来模拟

系统纠缠的动力学演化.

为了避免求解系统态演化的麻烦, Konrad等 [8]

证明, 对于任意的初始纯态, 当只有其中一个量子

比特与耗散通道有相互作用时,系统的纠缠可以表

示为因式化形式:

C[(1⊗$)|χ⟩⟨χ|] = C[(1⊗$)|ϕ+⟩⟨ϕ+|]C(|χ⟩), (11)

其中 C[(1⊗ $)|ϕ+⟩⟨ϕ+|]为局域单耗散通道作用下
最大纠缠态 |ϕ+⟩ 的演化, |χ⟩ 为系统的初始纯态,

C(|χ⟩)为系统的初始纠缠. (11)式表明系统的纠缠

等于系统初始纠缠乘以单耗散通道对最大纠缠态

的影响.对于局域双通道或者系统初始处于混合态

的情况,因式化纠缠只满足下面的不等式:

C
[
($1 ⊗ $2)ρ(0)

]
6C

[
($1 ⊗ 1)|ϕ+⟩⟨ϕ+|

]
× C

[
(1⊗ $2)|ϕ+⟩⟨ϕ+|

]
× C

[
ρ(0)

]
, (12)

即,因式化纠缠只给出了系统纠缠的上限.

Li 等 [12] 研究了局域双振幅耗散通道作用下

两量子比特的因式化纠缠. 结果表明, 对于局域双

振幅耗散通道的情况,当量子比特系统只含有一个

激发数时, 无论初态是纯态还是混合态, 其纠缠可

以表示为因式化形式:

Cf (t) = |hA(t)||hB(t)|C(0), (13)

其中, C(0)表示系统的初始纠缠, |hA(t)|和 |hB(t)|
分别为只有量子比特 a与相应的耗散通道相耦合

和只有量子比特 b 与相应的耗散通道相耦合时最

大纠缠态的演化.

一般情况下, 系统的纠缠不等于因式化纠缠.

但是, 因式化纠缠形式非常简洁, 利用它来描述系

统纠缠的动力学行为可以避免繁冗复杂的求解系

统态演化的过程,所以我们可以尝试利用因式化纠

缠来近似地模拟系统纠缠的动力学演化. 为了度量

因式化纠缠的有效性,定义因式化纠缠的有效度为

D(t) =
C(t)

Cf (t)
, (14)

其中 C(t) 是系统的纠缠, Cf (t) 是系统的因式化

纠缠. 由于 Cf (t) 是系统纠缠的上限, 所以 0 6
D(t) 6 1. D(t) = 1表示系统的纠缠可以表示成因

式化形式. 当 D(t) → 0表示系统的纠缠与因式化

形式差别很大.

4 纠缠的动力学演化

4.1 贝尔态初态

对于双量子比特组成的系统,常见的纯态最大

纠缠态是贝尔态. 当系统初始处于贝尔态 |ψ±⟩ =

(|eg⟩±|ge⟩)/
√
2时,其初始纠缠 C(0) = 1, t时刻的

纠缠的因式化形式表示是 Cf (t) = |hA(t)||hB(t)|.
经过计算可以得到与这个态相对应的 t 时刻的

纠缠是 C(t) = |hA(t)||hB(t)|, 与因式化纠缠完
全吻合. 这是因为当系统初态为 |ψ⟩ 时, 在演化

过程中整个系统的激发数不大于 1, 系统的纠

缠只与矩阵元 ρ23(t) 有关, 而 ρ23(t) 正好是标

准的因式化形式. 这一结果与文献 [12] 的结论

一致.

当系统的初态是贝尔态 |ϕ±⟩ = (|ee⟩ ±
|gg⟩)/

√
2 时, 在演化的过程中, 系统的激发数大

于 1, 两量子比特在 t 时刻的纠缠变得比较复杂,

但是量子比特系统的密度矩阵在演化过程中将保

持X态的形式,由 (6)和 (7)式可以得到 t时刻密度

矩阵的各个矩阵元,我们由 (10)式可以得到系统的

纠缠为

Cϕ(t) = |hA(t)||hB(t)|χB, (15)

其中 χB = 1 −
√
(1− |hA(t)|2)(1− |hB(t)|2).

从 (15)式不难看出,系统的纠缠不能够精确地用因

式化纠缠

Cf
ϕ(t) = |hA(t)||hB(t)| (16)

来表示,系统的纠缠等于因式化纠缠乘以因子 χB .

这里我们指出, 当 |hA(t)| = 1 (或 |hB(t)| = 1)

时, 演化系统退化成单耗散通道的情况, 相应

的 χB = 1, 系统的纠缠可以表示为因式化纠缠形

式. 尽管一般情况下两个量子比特都会受到耗散通

道的影响,此时 |hA(t)|和 |hB(t)|都不等于 1,但可

以调控参数使得耗散通道的影响变小,使得 |hA(t)|
和 |hB(t)|接近 1,进而使 χB 趋近 1. 系统的纠缠可

以用因式化纠缠有效地模拟.
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图 1给出了 λA = λB = 0.01γ0,∆A = ∆B =

∆ > 0.5γ0 时, 因式化纠缠的有效度 D(t) 随 ∆ 和

标度时间 γ0t 的演化. 这里我们指出 ∆ 是量子比

特本征频率与光腔中心频率的失协量, 当 ∆ 增大

时, |hA(t)|和 |hB(t)|接近于 1,此时,耗散通道对量

子比特的影响变弱. 由图 1不难看出在动力学演化

过程中, 当耗散通道对系统的影响很小, 即 |hA(t)|
和 |hB(t)| 接近 1 时, 因式化纠缠的有效度 D(t)

近似为 1, 系统的纠缠可以用因式化纠缠有效地

模拟.

图 1 有效度 D(t) 随 ∆ 和标度时间 γ0t 的演化 (初

态是 |ϕ+⟩ = (|ee⟩ + |gg⟩)/
√
2, 参数 λA = λB =

0.01γ0,∆A = ∆B = ∆)

4.2 最大纠缠混合态

最大纠缠混合态是给定混合度后能够实现最

大可能纠缠的量子态 [21−24]. 最大纠缠混合态的特

性之一是经过酋变换之后纠缠不会增加. 对于两量

子比特系统, 选择不同纠缠度量和混合度, 得到的

最大纠缠混合态形式也各不相同 [23]. 这里我们选

择如下形式的最大纠缠混合态 [18,23]:

ρ(0) =


ρ11(r) 0 0 ρ14(r)

0 ρ22(r) 0 0

0 0 0 0

ρ41(r) 0 0 ρ44(r)

 , (17)

当 0 6 r 6 2

3
时,

ρ11(r) =
1

3
, ρ14(r) =

r

2
,

ρ22(r) =
1

3
, ρ41(r) =

r

2
, ρ44(r) =

1

3
; (18)

当
2

3
6 r 6 1时,

ρ11(r) =
r

2
, ρ14(r) =

r

2
,

ρ22(r) = 1− r, ρ41(r) =
r

2
, ρ44(r) =

r

2
. (19)

不难看出, 最大纠缠混合态的密度矩阵为 X 态形

式,容易得到初始纠缠为 r. 量子比特系统的密度矩

阵在演化过程中保持 X 态的形式,由 (6)和 (7)式

可以得到 t时刻密度矩阵的各个矩阵元,由 (10)式

可以得到系统 t时刻的纠缠为

Cr(t) = r|hA(t)||hB(t)|χr, (20)

其中

χr = max

{
0, 1−

√
ρ11(r)

ρ14(r)

[
(ρ22(r) + ρ11(r)− ρ11(r)|hB(t)|2)(1− |hA(t)|2)

]}
.

从 (20)式可以看出,系统的纠缠等于因式化纠缠

Cf
r (t) = r|hA(t)||hB(t)| (21)

乘以因子 χr. 值得指出的是,当噪声通道 Ra 对量

子比特 a没有作用即 |hA(t)| = 1时,演化系统退化

成单耗散通道的情况,此时只有量子比特 b受到耗

散通道 Rb 的影响,可以得到 χr = 1, (20)式可以简

化为 (21)式. 也就是说,对于单耗散通道情况,初始

处于最大纠缠混合态时,纠缠的动力学演化可以分

解为因式化形式.

一般情况下量子比特 a 不可避免地也会受到

散通道的影响,尽管此时 hA(t) ̸= 1,但是当耗散通

道的影响比较小时,系统的纠缠可以用因式化纠缠

近似表示. 图 2给出了 λA = λB = 0.01γ0 时,对应

不同的 ∆值,因式化纠缠的有效度 D(t)随 r 和标

度时间 γ0t 的演化. 图 2(a) 中 ∆A = 1.0γ0,∆B =

0.1γ0,在这个条件下,量子比特 a受到耗散通道RA

的影响小, 而量子比特 b 受到耗散通道 RB 的影

响大. 我们发现在动力学演化过程中, 尽管耗散通

道 RB 对系统的影响很大, 但 D(t) 随 r 增大而逐

渐趋近于 1,因式化纠缠仍然可以有效地模拟系统

的纠缠. 图 2(b)中 ∆A = 0.1γ0, ∆B = 1.0γ0,此时,
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量子比特 a受到耗散通道 RA 的影响大,而量子比

特 b受到耗散通道 RB 的影响小. 不难发现在动力

学演化过程中,由于耗散通道 RA 对系统的影响很

大, |hA(t)|不接近于 1, D(t)的值也很小,系统的纠

缠不可以用因式化纠缠表示. 由图 2 还可以看出,

有效度 D(t) 随 r 的增大而增大, 即有效度随着系

统纠缠的增加而增加.

4.3 一般形式的初态

下面我们研究一般形式初态的情况. 假定

两量子比特初态是一般形式的态 |φ⟩ = c1|ee⟩ +
c2|eg⟩ + c3|ge⟩ + c4|gg⟩, 其中系数 ci 满足归一化

条件
∑4

i |ci|2 = 1. 通过数值方法可以模拟系统纠

缠 Cφ(t)和因式化纠缠 Cf
φ(t).

图 2 有效度 D(t) 随 r 和标度时间 γ0t 的演化 (初

态是最大纠缠混合态, 参数 λA = λB = 0.01γ0)

(a) ∆A = 1.0γ0, ∆B = 0.1γ0; (b) ∆A = 0.1γ0, ∆B =

1.0γ0

我们首先利用计算机随机生成参数 {c1, c2},

然后给出系统纠缠 Cφ(t)、因式化纠缠 Cf
φ(t)以及

相似度 D(t)随 c3 和 γ0t的演化. 通过多次重复模

拟我们发现在系统纠缠 Cφ(t)比较大的区域, D(t)

接近于 1, 也就是说在系统纠缠比较大时, 因式化

纠缠可以有效地模拟系统的纠缠. 图 3(a)和 (b)分

别给出了初态为一般形式纯态时系统纠缠 Cφ(t)

和有效度 D(t)随 c3 和标度时间 γ0t的演化. 相应

的参数为 λA = λB = 0.01γ0, ∆A = ∆B = 0.5γ0,

c1 = 0.470377, c2 = 0.775656. 由图 3不难看出,系

统纠缠比较大时,有效度趋近于 1. 也就是说系统纠

缠比较大时,因式化纠缠提供了一种很好的模拟系

统纠缠的方法. 综上所述, 对于初态是一般形式的

态,因式化纠缠可以在一定程度上有效地刻画纠缠

的动力学演化.

图 3 系统纠缠Cφ(t)和有效度D(t)随 c3和标度时间 γ0t

的演化 (初态是一般形式的纯态,参数 λA = λB = 0.01γ0,

∆A = ∆B = 0.5γ0, c1 = 0.470377, c2 = 0.775656)

(a)纠缠; (b)有效度

5 结 论

本文讨论了初态属于各种不同类型状态的

两量子比特系统的纠缠在非马尔可夫双局域

环境作用下的动力学演化. 结果表明, 对于初

态是贝尔态 |ψ±⟩ = (|eg⟩ ± |ge⟩)/
√
2 的情况,
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系统的纠缠可以分解为初始纠缠和单耗散通

道对最大纠缠态作用的乘积; 对于初态是贝尔

态 |ϕ±⟩ = (|ee⟩ ± |gg⟩)/
√
2 的情况, 当调控相应

参数使得其中一个耗散通道的影响变小时,系统的

纠缠也可以有效地用因式化纠缠模拟; 对于初态

是最大纠缠混合态的情况,当演化系统由双耗散通

道退化成对量子比特 b 有影响的单耗散通道 RB

时, 系统的纠缠可以分解成因式化形式, 当两个局

域环境同时起作用时,可以通过调控第一个耗散通

道 RA 的参数使它对系统的影响变小,因式化纠缠

也可以来表示系统的纠缠. 对于一般形式的初态,

在系统的纠缠比较大的区域,因式化纠缠可以有效

地模拟系统的纠缠.
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Abstract

The validity of factorization law for the entanglement evolution of two qubits coupled to two independent non-Markovian channels

is investigated. It is found that for some initial states, such as the Bell state and the maximally entangled mixed state, the entanglement

can be characterized by the factorized entanglement when the effects of the channels are weak. For the general initial states, the

factorized entanglement provides us with a good approximation to characterize the entanglement dynamics when the entanglement is

large.
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