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针对强背景噪声下信噪比极低的微弱特征信号的识别问题,提出了基于奇异值分解的随机共振特征提取方法.

该方法首先利用奇异值分解对实际采样信号进行预处理和重构,然后寻找到特征信号分量与噪声强度相匹配的分

量信号.此分量信号再经过非线性双稳系统的随机共振处理,可实现从强噪声背景中检测极微弱的特征信号.
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1 引 言

1981 年 Benzi 等 [1,2] 在研究古冰川气象问题

时提出了随机共振的概念, 此后随机共振 (SR) 现

象在生物 [3]、电子 [4]、超导 [5] 等很多领域受到了

广泛的关注. 随机共振指的是在非线性系统的作用

下, 噪声可能起着与人们直觉相反的作用, 即一定

量的噪声不仅不会降低系统的输出响应,在一定程

度上还有可能加强系统的输出响应.

随机共振机理表明, 在非线性系统中, 引入合

适强度的噪声可以使微弱特征信号驱动下的系统

输出响应信噪比达到最佳值,其本质是部分噪声能

量转化为信号能量,使得微弱信号的能量增强从而

易于检测. 目前, 随机共振方法不仅适用于小参数

信号 [6,7](小幅值、小频率、小噪声)的检测, 而且

通过变尺度技术可处理实际中的大参数信号 [8−10].

然而随机共振检测微弱信号的信噪比仍然有限.对

于工程实际中信噪比更低的微弱特征信号,如何利

用随机共振方法进行有效的检测仍然是一个值得

深入研究的问题.本文提出奇异值分解的随机共振

特征信号检测方法,利用奇异值分解方法先对实际

采样信号进行预处理,然后再将处理后的信号进行

随机共振响应识别. 仿真表明, 本文提出的方法可

以处理输入信噪比极低的采样信号,从而进一步提

高了随机共振处理信号的能力.

2 随机共振原理

随机共振现象是在非线性系统中噪声和特

征信号的一种协同作用. 产生随机共振需要三

个要素: 非线性系统、特征信号和噪声. 对最简

单的情形, 即非线性系统为双稳系统 (其势函数

为 U(x) = −1

2
ax2+

1

4
bx4, a, b是系统参数),特征信

号为单频正弦信号 (s(t) = A sin(2πf0t)),噪声为高

斯白噪声 (n(t) =
√
2Dg(t), D 是噪声强度, g(t)是

均值为 0方差为 1的白噪声)的情况, 随机共振现

象可以用过阻尼情形下的郎之万 (Langevin) 方程

来描述:

dx/dt = −U ′(x) + s(t) + n(t), (1)

式中高斯白噪声 n(t)满足E[n(t)] = 0, E[n(t)n(t−
τ)] = 2Dδ(τ).
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双稳系统检测微弱特征信号的模型如

图 1所示.

图 1 双稳随机共振系统

图 2是一组典型的随机共振情形,其中方程 (1)

中的各个参数为 a = b = 1, A = 0.2, f0 = 0.01 Hz,

D = 0.5,采样频率 fs = 5 Hz,采样点数为 5000点.

用四阶 Runge-Kutta 数值解法解方程 (1)(以下同).

从图 2(a)和 (b)系统输入的时频图看到,采样信号

中的特征信号几乎淹没于背景噪声中,其频谱幅值

很小,输入信噪比 SNR = −17 dB.输入信噪比定义

为 SNR = (A2/2)/(2D)[11]. 经过双稳系统处理后,

输出响应达到随机共振,如图 2(c)和 (d)的时频图,

特征信号频率 f0 = 0.01 Hz处的幅值非常突出,也

就是说,随机共振使噪声的一部分能量转移给了特

征信号, 使特征信号能量加强, 从而特征信号幅值

变大.

图 3是噪声强度 D = 10,其他参数同图 2,方

程 (1)的解形式. 此时无论是双稳系统的输入信号,

还是双稳系统的输出响应都无法分辨特征信号.

图 2和图 3表明,当系统响应达到随机共振后,

噪声强度的不断增加会使系统响应频谱中的特征

信号逐渐淹没,过大的噪声无论是从双稳系统的输

入端还是输出响应端都无法分辨特征信号. 因此,

只有噪声强度合适时才能使双稳系统的输出响应

达到随机共振状态, 有明显的特征信号谱峰. 而太

大的噪声强度,如 D = 10,输入 SNR = −30 dB时,

即使经过双稳系统的处理,也无法从系统的输出响

应中识别特征信号.

为了在极大的噪声强度下观察到随机共振现

象并识别特征信号,本文将奇异值分解方法和随机

共振相结合,提出奇异值分解的随机共振特征信号

检测方法. 该方法先用奇异值分解对实际的采样信

号进行预处理,得到噪声强度和特征信号相匹配的

重构序列信号, 然后再输入双稳系统处理分析, 最

后从系统的输出响应中观察到随机共振现象并识

别微弱特征信号.

图 2 噪声强度 D = 0.5时,双稳系统输入、输出的时频图 (a)输入信号时域图; (b)输入信号频域图; (c)随机共振输出时域

图; (d)随机共振输出频域图
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图 3 噪声强度 D = 10时,双稳系统输入、输出的时频图 (a)输入信号时域图; (b)输入信号频域图; (c)系统输出时域图;

(d)系统输出频域图

3 奇异值分解与重构原理 [12,13]

奇异值分解 (singular value decomposition,

SVD) 是一种非线性滤波, 广泛应用于信号的消

噪和检测工作中. 它从矩阵的角度出发, 将包含信

号信息的矩阵分解到一系列奇异值和奇异值矢量

对应的时频子空间中.

对于一个实矩阵 A ∈ Rm×n(不妨假设 m >

n),其奇异值分解可表示为

A = UΣV T, (2)

式中, U 是m×m阶正交矩阵且满足U ·UT = I;V

是 n × n 阶正交矩阵且满足 V · V T = I;Σ =

diag(σ1, σ2, · · · , σn)是按降序排列的对角矩阵, 其

对角元素为矩阵A的奇异值.

对实际采样得到的离散时间序列 X =

(x(1), x(2), · · · , x(N)), 构造采样信号的 Hankel矩

阵如下:

A =


x1 x2 · · · xn

x2 x3 · · · xn+1

...
...

. . .
...

xm xm+1 · · · xm+n−1

 , (3)

其中 N = m+ n− 1.

根据 SVD分解的特点,将矩阵 A改写成用列

向量 ui和 vi表示的形式:

A = UΣV T =

n∑
i=1

uiσiv
T
i =

n∑
i=1

σiAi, (4)

因此矩阵 A经过 SVD分解,就成为一系列的子矩

阵 Ai 和相应的奇异值 σi 相乘. 根据 Hankel矩阵

的构造形式,子矩阵Ai可以表示如下:

Ai =


x
(i)
1 x

(i)
2 · · · x

(i)
n

x
(i)
2 x

(i)
3 · · · x

(i)
n+1

...
...

. . .
...

x
(i)
m x

(i)
m+1 · · · x(i)

m+n−1

 . (5)
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取子矩阵Ai 的第一行和最后一列除第一个元素外

的元素构成一个分量信号 Pi. 按照此方式构成的

所有分量信号 Pi 就形成了对原始采样信号的分解.

已证明这样获得的 n个分量信号线性叠加的结果

就是原始采样信号,即:

P1 + P2 + · · ·+ Pn = X. (6)

4 奇异值分解的随机共振机理

SVD处理后得到的 n个分量信号每一个都包

含了原时间序列特征信号的部分特征,将这 n个分

量信号输入双稳系统便可进行特征信号的随机共

振检测, 即奇异值分解的随机共振特征信号检测,

其原理流程如图 4所示.

图 4 奇异值分解的随机共振原理框图

图 4 奇异值分解的随机共振特征信号检测过

程,实际上是从 n个奇异值分解后的分量信号中找

到噪声强度和特征信号相匹配的分量信号,从而实

现特征信号奇异值分解的随机共振提取.

上述过程对于噪声水平相对较低的大信噪比

情况, 因信号受噪声污染小, 其奇异值分布呈明显

的阶梯状,故可根据奇异值分布很容易判断分离特

征信号和噪声. 但是随着噪声强度的增加, 奇异值

分布曲线变得愈加陡峭. 当噪声大到一定程度后,

奇异值阶梯状的分布特征消失,最终呈直线变化趋

势 [14], 因此根据奇异值分布很难将特征信号和噪

声判断分离. 然而,在 SVD分解后得到 n个相互正

交的子空间中,由于在生成各子空间过程中只保留

了该子空间的奇异值,而令其余奇异值为零. 所以

对于噪声而言, 不仅各子空间中噪声分量不相同,

有的强有的弱, 为非均匀分布的, 而且各子空间噪

声强度都远低于原噪声强度.而对于特征信号来说,

SVD处理同样存在信号强度向各子空间非均匀分

布的过程,而且存在某一子空间中的特征信号分量

相对集中 [15]. 正是由于噪声和特征信号在各子空

间中的随机不等分量分布,因此有可能存在某一子

空间噪声强度相对较低, 而特征信号相对突出, 达

到特征信号与噪声的匹配,进而为满足双稳随机共

振的实现创造了条件.

以图 3 参数为例, 即 a = b = 1, A = 0.2,

f0 = 0.01 Hz, D = 10, 采样频率 fs = 5 Hz, 采

样点数为 5000 点. 重构相空间维数取 n = 20, 即

经 SVD分解可生成 20个分量信号.采样信号的奇

异值分布形式 (图 5(a)) 同高斯白噪声的奇异值分

布形式 (图 5(b)) 相仿, 此时特征信号被强噪声淹

没无法识别. 图 5(c) 给出了 SVD 分解后 20 个分

量信号中特征信号频率处的功率值. 从图中看出

第 5个分量信号中特征信号频率处的功率值最大,

也就是说第 5个分量信号对应的子空间中具有最

多的特征信号分量. 图 5(d)给出了 20个分量信号

中噪声的平均功率值, 此处噪声平均功率值的计

算为分量信号平均功率值减去特征信号处的功率

值. 从图中看出, 经奇异值分解后得到了功率值分

布不均匀的分量信号.图 5(e)给出了 20个分量信

号的信噪比,同原输入信号的 −30 dB信噪比相比,

分量信号的信噪比得到了改善. 此处分量信号信

噪比以及随后的双稳系统输出信噪比均定义为特

征频率 f0 处的功率与 f0 附近背景噪声的平均功

率之比 [11]. 对于特征信号分量集中的第 5个分量

信号, 其信噪比达到−17.5 dB, 与图 2 输入信噪比

SNR = −17 dB相当. 这表明,在其他参数不变的情

况下,第 5个分量信号信噪比达到了双稳系统的检

测要求. 图 5(f)给出了 20个分量信号经双稳系统

后的输出响应信噪比,此时第 5个分量信号输出信

噪比达到了 19 dB,其对应的输出时频图达到随机

共振,如图 6(c)和 (d). 而图 5(f)和 (e)中其他较大

信噪比未产生随机共振的情况随后将进行分析.
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图 5 采样信号奇异值分解及其随机共振分析 (a)采样信号奇异值分布形式; (b)高斯白噪声奇异值分布形式; (c) 20个分量信

号中特征信号分量的功率值; (d) 20个分量信号的噪声平均功率值; (e) 20个分量信号的信噪比; (f) 20个分量信号的双稳输出信

噪比

图 6(a)给出了第 5个分量信号的频谱,在频谱

中无法分辨特征信号.图 6(b)给出了第 5个分量信

号的特征频率处的频谱放大图,可以看到在特征频

率处有一个较突出的峰,反映了此时的分量信号信

噪比得到了很大的改善. 图 6(c)和 (d)分别给出了

第 5个分量信号的双稳系统响应的时域图和频域

图, 此时时域波形已明显达到随机共振, 从其对应

的频谱中也能识别特征信号频率 (0.01 Hz)处突出

的谱峰.

对于 SVD 分解的其他分量信号, 其中第 2, 4,

6, 7, 9, 10, 11, 12, 14, 15, 16, 18, 19个分量信号的双

稳系统响应均为无跃迁状态,第 1, 3, 13, 20个分量

信号的双稳系统响应均为欠共振状态, 第 8, 17个

分量信号的双稳系统响应为过共振状态.

作为典型分析,分别取三种状态中的一个分量

信号,如第 7, 8, 13这三个分量信号进行双稳系统

的输出响应讨论. 图 7 给出了三个分量信号 SVD

分解后的双稳响应时频图.

图 7(a)和 (b)为第 7个分量信号的双稳响应结

果. 结合图 5(c) 和 (d) 知, 此时特征信号的分量不

多,分量信号功率很小,噪声强度也很低. 因为分量

信号功率太低, 加之没有足够合适量的噪声, 因此
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该信号粒子的双稳响应将无法产生跃迁,只能在单

阱中做小幅振荡. 由于是小噪声的特征频率单阱振

荡, 因此即使在无跃迁的情形下, 图 7(b)的频谱中

特征频率处依旧有一相对突出的峰,使得双稳系统

输出响应的信噪比较大,见图 5(f),但其并不是随机

共振情形.

图 7(c) 和 (d) 为第 8 个分量信号的双稳系统

响应. 从图 5(c) 和 (d) 中看出, 此时特征信号的分

量很小, 而噪声强度很大, 因此双稳系统响应的

残余噪声过大, 系统处于过共振状态, 输出响应的

时域图和频域图无法得到特征信息. 图 5(f) 也反

映了第 8 个分量信号双稳输出响应的低信噪比

情况.

图 7(e)和 (f)为第 13个分量信号的双稳系统

输出响应.同样由图 5(c)和 (d)知,此时该信号分量

有一定功率 (但比第 5个分量信号的功率小得多),

而噪声强度很低. 在功率有限的分量信号和不足够

适量的噪声条件下,信号粒子无法形成有规律的跃

迁,因此双稳系统响应只能是无规律跃迁的欠共振

状态. 在欠共振情形下, 虽然特征频率处有相对高

的输出信噪比, 如图 5(f), 但是从图 7(f) 整体频谱

看出, 特征信号仍然无法清晰分辨出, 原因在于输

出信噪比只衡量了特征信号与其附近噪声的比较

情况, 没有衡量整体频段谱.这种大信噪比未产生

随机共振的情况也反映在图 5(e)中,如第 7个分量

信号的信噪比达到 −18.5 dB,第 8个分量信号的信

噪比达到 −19.2 dB.第 13个分量信号的信噪比达

到 −17.6 dB.三个信噪比均接近第 5个分量信号的

信噪比 −17.5 dB,但它们的输出图形均没有达到随

机共振状态.

本文提出的基于奇异值分解的随机共振特征

提取方法能够检测信噪比很低的特征信号,其模拟

采样信号的信噪比可达到 −33.4 dB, 该信噪比相

应的噪声强度为 D = 22,其他参数同图 3的参数.

图 8是该信噪比下的奇异值分解的随机共振结果,

从图 8的时频图仍然可以辨识特征信号.

图 6 第 5个分量信号的双稳输入输出情况 (a)全频段双稳输入频域图; (b)低频段放大双稳输入频域图; (c)双稳响应时域图;

(d)双稳响应频域图
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图 7 其他分量信号非共振状态的双稳系统响应分析 (a)第 7个分量信号的双稳响应时域图; (b)第 7个分量信号的双稳响应

频域图; (c)第 8个分量信号的双稳响应时域图; (d)第 8个分量信号的双稳响应频域图; (e)第 13个分量信号的双稳响应时域图;

(f)第 13个分量信号的双稳响应频域图

图 8 信噪比为 −33.4 dB时的双稳系统响应 (a)第 5个分量信号的双稳响应时域图; (b)第 5个分量信号的双稳响应频域图
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5 结 论

本文提出了奇异值分解的随机共振特征提取

方法,该方法可从信噪比极低的强噪声背景中提取

微弱的特征信号. 在实际应用中, 本文检测方法可

简化为: 将 SVD 分解后的每个分量信号进行特征

信号分量和噪声平均功率分析,选取特征信号分量

相对集中且噪声相匹配的分量信号作为双稳系统

的输入信号,得到双稳系统的输出响应并计算其对

应的信号频率,该频率就是特征信号频率.
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Abstract

In order to detect the weak characteristic signal submerged in heavy noise with extremely low signal-to-noise ratio, a method

based on singular value decomposition (SVD) and stochastic resonance is proposed. The sampling signal is first preprocessed and

reconstructed by means of SVD, and then we search for a component signal. In the component signal, the components of the charac-

teristic signal match noise strength. Then the component signal is processed with the non-linear bistable system to obtain stochastic

resonance response, thus the goal of detecting the weak characteristic signal submerged in a heavy background noise is realized.
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