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针对双稳态压电悬臂梁发电系统进行了动力学建模与分析.首先建立了能引发系统双稳态现象的磁力模型,给

出了两磁铁之间磁力的数学表达式;其次建立了压电悬臂梁发电系统的集中参数模型,得到了系统发生双稳态现象

时磁铁之间的距离范围;通过数值计算分析了系统的响应特性,发现双稳态运动大大提高了系统的频率响应范围,

并且系统在低激励频率和低激励幅值下能发生大幅运动,而激励幅值越大,系统具有越高的能量逃离势阱产生大幅

运动;最后通过实验对数值计算结果进行了验证. 研究结果为双稳态压电悬臂梁发电系统的设计与应用提供了理论

依据.
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1 引 言

随着微电子和微加工技术的发展,对长寿命独

立电源的需求越来越强烈. 微电子设备能耗低、

功率小的特点使得利用环境微弱振动进行发电成

为可能.将振动能量转化为电能的方式一般有电磁

式、压电式和静电式三种 [1]. 相对电磁式和静电

式, 压电式结构简单、能量密度大、寿命长、可

与 MEMS加工工艺兼容,甚至可制成纳米发电机.

但环境振动的宽频和随机特点使得传统的机电谐

振能量收集系统有很大的局限性,当压电振子不能

与振动源产生共振时, 其输出功率将变得很低. 而

双稳态压电发电系统利用结构固有的非线性力,可

实现在微弱激励下的大幅、宽频周期或非周期运

动, 从而在非共振状态下获得结构大变形, 提高发

电效率.

国内外关于双稳态压电发电系统的研究刚刚

处于起步阶段. Arrieta等 [2] 对双稳态压电板的频

率响应进行实验研究, 通过慢扫频激励实验, 发现

具有宽频带的亚谐共振大振幅极限环、混沌运动,

但只进行了实验研究,并未对双稳态系统进行建模

分析; Gammaitoni等 [3] 提出利用双稳态结构的随

机共振原理,可有效利用具有随机属性的弱环境振

动来进行振动发电, 通过选择势阱函数中的参数,

可使输出功率达到最大; Ferrari 等 [4] 建立了双稳

态悬臂梁的 Duffing型方程, 用数值方法计算梁在

白噪声激励下的随机共振位移响应,对压电悬臂梁

模型进行实验测试,但只研究了非线性项对双稳态

现象的影响,并未给出双稳态压电发电系统的响应

特性;文献 [5]将文献 [6]的双稳态模型用于压电发

电,通过数值计算和实验与传统的线性系统对比得

出结论, 双稳态系统可发生大幅混沌运动, 比线性

系统的输出电压的均方根高 46.5%,功率高 113.7%,

并且大幅混沌运动的激励频率处于一个很宽的范

围,但未对产生双稳态现象的非线性项的产生机理

进行分析;文献 [7]提出了一种基于双稳态势阱的

电磁式发电系统, 并进行了数值计算和实验验证,

发现混沌等宽频运动; Stanton等 [8] 对双稳态压电

发电结构进一步研究,得到叉形分岔的对称破缺、
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多吸引子共存、混沌、大幅运动等现象. 在国内,

关于双稳态压电发电系统的研究很少,韩权威等 [9]

通过实验探索了磁力对悬臂梁的谐振频率漂移的

影响以及得到其输出功率和电压都明显提高,并未

建立理论模型分析双稳态特性;马华安等 [10] 也只

是通过实验得到这种磁式压电振动能量采集器共

工作在低频下,并且频带较宽;陈仲生和杨拥民 [11]

建立了单自由度双稳态压电悬臂梁的模型,通过理

论和实验得到该种压电振子能扩展共振频率范围,

并且能提高低频振动能量的转化输出,对于双稳态

压电发电系统的动力学特性并未深入研究.
现有的相关文献多直接引入 3次非线性项,并

未对产生非线性项的磁力模型进行分析,给双稳态

压电发电系统的设计和应用带来不便.本文建立了

两永久磁铁之间的磁力模型,并将其引入到压电悬

臂梁数学模型中,对无量纲后的动力学方程进行数

值模拟. 分别分析了在激励频率和幅值以及磁铁之

间的距离变化时的响应特性,并对结果进行了实验

验证.

2 两永久磁铁之间的磁力模型

双稳态压电发电系统利用压电材料把环境中

的振动机械能转化为电能,由根部粘有压电片的梁

及电量收集部分组成. 通过加入磁力来实现双稳态,

其中将一块永久磁铁固定在悬臂梁自由端,将另一

块磁铁固定在距离自由端的 d处,而电量收集部分

简化为负载阻抗,如图 1. 当 d足够大时,两磁铁之

间没有作用力, 此时系统为线性系统;当 d缩小到

一定程度时, 梁具有 3个平衡点, 其中包含有 2个

稳定的平衡点和一个不稳定的平衡点,表现出双稳

态现象.

图 1 双稳态压电悬臂梁发电系统模型

基于磁偶极子之间的力模型 [12]来分析两磁铁

之间的磁力情况. 在图 2中,偶极子 B在 A处产生

的磁流密度可表示为

BBA = −µ0

4π
∇mB · rBA

|rBA|3
, (1)

其中, µ0 = 4π × 10−7 H/m为真空磁导率, ∇为向
量梯度, mB 为偶极子 B的磁矩,且mB = MBVB,

MB 为磁铁 B 的磁化强度, VB 为磁铁 B 的体积,

rBA为磁铁 B到磁铁 A的方向向量.

图 2 磁力分析

悬臂梁端磁铁 A在固定磁铁 B斥力作用下产

生位移并能稳定在上 (或下)平衡位置,此时磁铁 A

偏转角为 θ,磁铁 A的振动位移为 X ,则mA, mB

和 rBA分别可表示为

mA = MAVA cos θ · i+MAVA sin θ · j, (2)

mB = −MBVB · i, (3)

rBA = −d · i+X · j. (4)

磁铁之间的势能为

Um(X) = −mA ·BBA, (5)

其中, d为两磁铁中心之间的水平距离, l为磁铁 A

中心到梁根部的水平距离, i, j 为矢量坐标.

根据磁场产生的势能得到两磁铁铅直方向的

斥力为

Fm(X) =
∂Um(X)

∂X

=
3µ0MBVBMAVAXd

4π(d2 +X2)5/2(X2 + l2)1/2

×
[
2− 5X2

d2 +X2
− X2

X2 + l2

]
. (6)

在 X = 0处进行泰勒展开可得:

Fm(X) =
3µ0MBVBMAVA

2πd4l

[
X −

(
1

l2
+

5

d2

)
X3

]
+O(X5). (7)
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从 (7)式看出,磁铁 A在水平位置和上下各距

离水平位置
dl

(d2 + 5l2)1/2
处铅直方向的磁力为零.

此外, (7)式反映了当 d或 l 增大时,磁铁之间的磁

力减小,而磁力零点的变化会引起系统平衡点位置

的变化.

3 压电悬臂梁动力学模型

当悬臂梁以一阶模态运动时, 可以简化为集

中参数模型, 如图 3. m 为梁和磁铁的等效质量,

m = M + 33/140ml,其中M 为磁铁 A的质量, ml

为梁的质量; k 为悬臂梁的弹性常数, k = 3EJ/L3,

其中 E 为等效弹性模量, J 为横截面对中性轴的惯

矩, L为梁的长度; c为机械阻尼系数.

图 3 压电悬臂梁简化模型

对于悬臂梁上粘贴的压电层,随着结构振动做

横向伸缩运动,则压电本构方程可写为

S1 = sE11T1 + d31E3, (8)

D3 = d31T1 + εT3 E3, (9)

其中, S1为 1方向的应变; sE11为恒电场下的柔顺系

数; T1为 1方向的应力; d31为压电系数; E3为 3方

向的电场强度; D3为 3方向的电位移; εT3 为恒应力

下的介电系数.
考虑质量块的受力情况, 除了受到弹性力、

阻尼力和磁力外, 还有与电压 V 相关的机电耦合

力 Fp,在零应变下,分析 Fp 和 V 的关系.由 (8)式

可得

T1 =
−d31V

sE11hp
, (10)

其中, V = E3hp, hp为压电片的厚度.
又

T1 =
1

le

∫ le

0

Fp(l − u)(hp + hb)

2J
du

=
Fp(2l − le)(hp + hb)

4J
, (11)

其中, hb 为悬臂梁的厚度, le 为压电片的长度, u为

沿梁轴向距离梁根部的位移.
由 (10)和 (11)式可得到:

Fp = −κVV, (12)

其中

κV =
4Jd31

sE11hp(2l − le)(hp + hb)
. (13)

考虑在 E3 = 0时,质量块位移 X 与产生的电

流 i的关系.由 (9)式可得:

D =d31T1 = d31EpS1

=
3Ed31(2l − le)(hp + hb)

4l3
X, (14)

其中, Ep为压电层的弹性模量. 则

i = 2bleḊ = κcẊ, (15)

其中 b为压电片的宽度,且

κc =
3Ebled31(2l − le)(hp + hb)

2l3
. (16)

根据牛顿第二定律和基尔霍夫定律分别得到

压电悬臂梁发电系统的机械方程和电学方程:

mẌ + cẊ + kX − Fm(X)− κVV = −mŸ , (17a)

CpV̇ +
1

RL
V + κcẊ = 0, (17b)

其中 Fm(X)为垂直方向的磁力函数, V 为负载两

端电压, Ÿ = A cos(ωτ) 为振动源振动加速度, Cp

为压电陶瓷的等效电容, RL为负载阻抗.
引入无量纲变换 x = X/l, v = V/e, e =

mg/κV, t = ω̃τ , ω̃ =
√
k/m, 则方程 (17) 的无

量纲形式为

ẍ+ 2ζẋ− ax+ bx3 − γv = −f cos(Ωt), (18a)

v̇ + µv + ϑẋ = 0, (18b)

其中

ζ =
c

2mω̃
,

a =
3µ0MBVBMAVA

2πkd4l
− 1,

b =
3µ0MBVBMAVAl

2πkd4

(
1

l2
+

5

d2

)
,
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γ =
mg

kl
, f =

mA

kl
, Ω =

ω

ω̃
,

µ =
1

RLCPω̃
, ϑ =

κcl

CPe
. (19)

4 平衡点静态分岔分析

通过考察方程 (18)对应自治系统的平衡点及

其稳定性, 分析压电悬臂梁系统的静态分岔特性.

令 x1 = x, x2 = ẋ, x3 = v,方程 (18)对应的自治系

统可以写成一阶微分方程:
ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =


x2

−2ζx2 + ax1 − bx3
1 + γx3

−µx3 − ϑx2

 . (20)

当 a 6 0时, 系统有一个平衡点 (0, 0, 0); 当 a > 0

时,系统有三个平衡点 (0, 0, 0), (±
√
a/b, 0, 0). 下面

分别讨论平衡点的稳定性.

1)当 a 6 0时,对应平衡点 (0, 0, 0)的雅可比

矩阵为

J1 =


0 1 0

a −2ζ γ

0 −ϑ −µ

 , (21)

它的特征方程 det(J1 − λI) = 0为

λ3 + (2ζ + µ)λ2 + (2ζµ+ γϑ− a)λ− aµ

=0.

当 a < 0 时, 由于 ζ, µ, γ, ϑ 为正, 根据 Routh-

Hurwitz定理可得, (0, 0, 0)是渐近稳定的;当 a = 0

时, (21)式变为

λ3 + (2ζ + µ)λ2 + (2ζµ+ γϑ)λ = 0, (22)

此时 (22) 式具有零根, 则对应平衡点 (0, 0, 0) 为

分岔点.

2) 当 a > 0 时, 对于平衡点 (0, 0, 0), 根

据 Routh-Hurwitz 定理可知, 特征多项式必有正实

部根, 故可推出平衡点 (0, 0, 0) 不稳定; 对于平衡

点 (±
√
a/b, 0, 0),其雅可比矩阵为

J2 =


0 1 0

−2a −2ζ γ

0 −ϑ −µ

 ,

它的特征方程 det(J2 − λI) = 0为

λ3 + (2ζ + µ)λ2 + (2ζµ+ γϑ+ 2a)λ+ 2aµ

=0, (23)

根 据 Routh-Hurwitz 定 理 可 得, 平 衡

点 (±
√
a/b, 0, 0)渐近稳定.

通过上述分析可知, a < 0时有一个稳定的零

平衡点, a = 0为分岔点, a > 0时有两个稳定的非

零平衡点和一个不稳定的零平衡点,故 a = 0为叉

形分岔点.

事实上, 上述分岔分析可以从能量角度给予

解释, 当 a 6 0 时, 势能函数 U(x) = −1/2ax2 +

1/4bx4 表现为具有一个势阱; 当 a > 0时, 势能函

数表现为具有两个势阱和一个势垒,如图 4. 其中势

阱坐标为 (±
√
a/b,−a2/4b),当 d减小时, a, b的值

同时增大, a2/4b的值也越大,则系统越过势垒需要

的能量越大.

图 4 悬臂梁的势函数

5 双稳态压电发电系统动态响应数值
模拟

5.1 激励频率和幅值对系统响应特性的

影响

根据无量纲后的方程分析双稳态压电发电系

统在基础激励变化下的响应特性,系统的各参数取

值如表 1. 根据上节分析可知, 当 a > 0 时系统才

会产生双稳态运动, 故在保证 a > 0 的情况下, 选

取 d = 10 mm. 图 5(a), (b)给出了不同激励幅值下

以激励频率为分岔参数的分岔图,图 5(c)为图 5(b)

对应的最大 Lyapunov指数谱.
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表 1 物理参数值

物理参数 物理参数值

m/g 25.9

L/mm 71.68

l/mm 74.18

b/mm 12.62

hb/mm 0.76

Eb/GPa 206

le/mm 20

hp/mm 0.25

Ep/GPa 63

d31/C·N−1 285× 1012

ε33/F·m−1 285× 10−8

MA,MB/A·m−1 1.19× 106

VA, VB/mm3 2.23× 103

从图 5(a)和 (b)可以看出,随着激励幅值的增

大, 做大幅运动的频率范围越宽. 当频率很小时

系统在一平衡点附近做周期运动, 增大频率, 系统

将具有足够的能量越过势垒在两个平衡点之间做

大幅周期运动, 如图 6(a) 和 (b). 继续增大激励频

率, 压电振子开始在上下两个平衡点之间的吸引

域内做大幅混沌运动, 如图 7(a) 和 (b), 对应于最

大 Lyapunov 指数大于 0 的部分, 如图 5(c). 并且

从图 7(b)可以看到系统的响应频带在一个很宽的

范围内. 但如果此时增大激励幅值, 压电振子则会

由大幅不规则运动变为大幅周期运动, 如图 7(c)

和 (d), Guckenheimer 和 Holmes[13] 提到在相同激

励下奇怪吸引子和大幅周期吸引子可以共存, 此

现象说明此时所产生的混沌吸引子 (图 8) 可以转

换为大幅周期运动吸引子 [5]. 如果激励频率继续

增大,系统输出响应所消耗的能量会越来越大 [14],

则需要更大的驱动幅值才能使系统从一个势阱跃

迁到另一个势阱, 那么在不增大激励幅值的情况

下, 系统最终在一个平衡点附近做小幅周期运动,

如图 9. 通过上述分析可知, 如果要使收集的能量

增加, 激励频率范围并非越大越好, 而是在低频率

范围下会出现大幅运动, 并且响应频带很宽, 激励

幅值越大,系统具有越高的能量逃离势阱做大幅周

期运动.

图 5 以激励频率为分岔参数的分岔图和最大 Lyapunov指数谱 (a) A = 12 m/s2 时的分岔图; (b) A = 17 m/s2 时的分岔图;
(c) A = 12 m/s2 时的最大 Lyapunov指数谱

210505-5



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 21 (2012) 210505

图 6 A = 12 m/s2, ω/2π = 7 Hz时的相图和 Poincaré映射图 (a)相图; (b) Poincaré映射图

图 7 同一激励频率下不同激励幅值的时域图、频域图和相图 (ω/2π = 8 Hz) (a) A = 12 m/s2 时的时域图; (b) A = 12 m/s2

时的频域图和相图; (c) A = 17 m/s2 时的时域图; (d) A = 17 m/s2 时的频域图和相图

图 10(a)和 10(b)为不同的激励频率下以激励

幅值为分岔参数的分岔图,图 10(c)为图 10(b)对应

的最大 Lyapunov指数谱图. 它同样说明了大幅周

期运动吸引子的存在性, 在低频激励下, 当激励幅

值增大到一定的值,系统总能由混沌运动变为大幅

周期运动. 但激励频率越高, 系统要做大幅周期运

动所需要的激励幅值也越大,而大幅周期运动时电

量收集效率最高,故这种双稳态压电发电系统更适

合于低频环境下.

5.2 d的变化对系统响应特性的影响

根据磁力模型可知, d的变化直接决定着磁铁

之间磁力的大小,从而对系统的响应特性有着重要
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图 8 大幅混沌运动吸引子 (A = 12 m/s2, ω = 8 Hz)

的影响,分析磁铁之间的距离变化时系统的响应特

性, 可对双稳态压电发电系统的结构设计提供依

据. 图 11分别给出了在 A = 12 m/s2, ω/2π = 8 Hz

和 A = 12 m/s2, ω/2π = 12 Hz时随 d变化的分岔

图以及 A = 12 m/s2, ω/2π = 8 Hz 时的最大 Lya-

punov指数谱.从图中可以看出,只有当 d在某段范

围时,系统才能发生大幅运动;当 d很小时,会导致

系统中的非线性力很大,悬臂梁很难有足够的能量

越过势垒做大幅运动 [15],如图 12;而当 d趋于无穷

大时,磁力的作用变为 0,此时双稳态系统变为线性

系统.图 13为A = 12 m/s2, ω/2π = 8 Hz, d = 9 mm

图 9 A = 12 m/s2, ω/2π = 13 Hz时的相图和 Poincaré映射图 (a)相图; (b) Poincaré映射

图 10 以激励幅值为分岔参数的分岔图和最大 Lyapunov指数谱 (a) ω/2π = 6 Hz时的分岔图; (b) ω/2π = 8 Hz时的分岔
图; (c) ω/2π = 8 Hz时的最大 Lyapunov指数谱

210505-7



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 21 (2012) 210505

时双稳态系统和线性系统的相图. 从图中可以看出,

双稳态系统发生大幅运动时,其响应幅值比线性系

统的响应幅值大.

6 实验研究

第 5 节的数值计算结果可以通过实验进行

验证. 图 14 为双稳态压电发电系统的实验装置,

主要参数值同表 1. 将双稳态压电发电装置放置

在激振台上, 通过激振控制器控制激励信号, 在

压电梁末端放置加速度传感器测量梁的振动情

况, 并用数据采集器采集实验数据. 实验过程中

可以通过旋转右端的螺丝调节两永久磁铁之间的

距离.

图 11 以 d 为分岔参数的分岔图和最大 Lyapunov 指数谱 (a) A = 12 m/s2, ω/2π = 8 Hz 时的分岔图; (a) A = 12 m/s2,
ω/2π = 12 Hz时的分岔图; (c) A = 12 m/s2, ω/2π = 8 Hz时的最大 Lyapunov指数谱

图 12 d = 5 mm, A = 12 m/s2, ω/2π = 8 Hz时的相图和 Poincaré映射 (a)相图; (b) Poincaré映射
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图 13 双稳态系统和线性系统相图对比图 (A = 12 m/s2,
ω/2π = 7 Hz, d = 9 mm)

选取激励幅值 A = 12 m/s2, 逐渐增大激励频

率, 测量双稳态压电发电系统不同频率下的响应

特性. 图 15 为激励频率 ω/2π = 13 Hz 时的实验

现象,此时系统发生大幅混沌运动,并且从图 15(c)

中可以看出响应频率范围很宽. 若此时增大激励

幅值 A = 17 m/s2, 则系统由混沌运动变为了大

幅周期运动, 如图 16. 这与第 5.1 节中指出的大

幅周期吸引子是相符的. 继续增大频率,当激励频

率 ω/2π = 19 Hz时,系统做小幅周期运动,如图 17.

同 5.1节中的结论,可看出双稳态系统只有在低频

下才能产生大幅运动,并且响应频带很宽. 但同时,

由于建立的磁力模型以及双稳态压电悬臂梁理论

模型存在一定的误差,并且实验时会受到环境噪声

干扰,所以数值模拟结果与实验结果不能完全定量

对应,但定性结论相同.

图 14 实验装置图

图 15 时域、频域和相图 (A = 12 m/s2, ω/2π = 13 Hz, d = 11.3 mm) (a)时域图; (b)相图; (c)频域图

分析两永久磁铁之间的距离 d 对系统响应的

影响.当两永久磁铁之间的距离 d过小时,如图 18

给出了 d = 6.5 mm时的相图和幅值谱图, 此时磁

铁之间的磁力很大,悬臂梁没有足够的能量越过势

垒做大幅运动,只能在一个平衡点附近做相对较小

幅值的运动. 用装置右端旋钮调整 d 使得磁力减

为 0,则该压电发电系统变为线性系统.图 19给出

了在 A = 12 m/s2, ω/2π = 8—25 Hz时,双稳态系

统和线性系统振幅有效值的对比曲线,明显可以看

出在低于固有频率很宽的范围内,双稳态系统的响

210505-9



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 21 (2012) 210505

应幅值比线性系统高很多.

图 16 频域和相图 (A = 17 m/s2, ω/2π = 13 Hz,
d = 11.3 mm) (a)相图; (b)频域图

图 17 A = 12 m/s2, ω/2π = 19 Hz, d = 11.3 mm时的频
域图和相图 (a)相图; (b)频域图

图 18 A = 12 m/s2, ω/2π = 13 Hz, d = 6.5 mm时的频域图和相图 (a)相图; (b)频域图

图 19 双稳态系统和线性系统幅值有效值对比 (A =

12 m/s2)

7 结 论

本文给出了两永久磁铁之间的磁力计算模型,

从而得到了发生双稳态运动时磁铁之间的距离范

围.利用磁力模型建立了双稳态压电悬臂梁发电系

统的动力学模型,通过数值和实验研究了不同激励

频率、幅值以及不同磁铁距离 d下系统的响应特

性. 得到如下结论:
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1)双稳态系统在低频率范围下会出现大幅运

动,并且响应频带很宽;

2) 系统存在大幅运动吸引子, 改变激励参数,

压电振子会由混沌运动变为大幅周期运动;

3)永久磁铁之间的距离 d会影响双稳态压电

发电系统的响应特性,在低频激励下双稳态压电发

电系统比线性系统的发电效率高,可以依据数值模

拟结果对 d进行合理选择.

本文结论为双稳态压电悬臂梁发电系统的设

计和应用提供了理论依据.
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Abstract

Dynamic modeling and analysis of a bistable piezoelectric cantilever power generation system are presented. Firstly, a magnetic

force model is established which could induce bistability, and the force mathematical expression between the two magnets is given.

Secondly, a lumped parameter model of piezoelectric cantilever power generation system is built, and the range of distance between

the two magnets is analyzed while the bistable phenomenon occurs. Thirdly, the response characteristics of the system are studied

numerically. The results show that the beam undergoes large-amplitude motion at low frequency and low amplitude, and that the voltage

response has a broadband. The system has high energy escaped from potential well when excitation amplitude imereases. Finally, the

result is verified experimentally. This study provides a theoretical basis for the design and application of bistable piezoelectric cantilever

power generation system.
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