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针对单相交直流全桥变流电路,推导出其在脉宽调制下的连续等效摄动解析模型. 首先通过研究非线性振荡过

程得到其连续微分方程,该方程含有控制参数和摄动参数. 随后通过数学理论证明正则摄动方法能够求出其近似解,

求解后对比 PSCAD/EMTDC的仿真结果从而验证了解析的正确性. 该方法在大规模计算中具有优势. 最后分析了

控制参数和摄动参数的物理意义,指出这两个参数能够影响变流器的工作状态,甚至引发倍周期混沌. 该摄动建模

方法不仅适用于单相变流电路,也适用于三相变流电路甚至多相变流电路.
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1 引 言

现代电力系统是智能化系统 (smart grid),其大

量采用 AC-DC变流电路以实现灵活供电, 具有反

应灵敏、信息化程度高和电能质量好等优点 [1]. 这

主要是因为 AC-DC变流电路所采用的绝缘栅双极

型晶体管 (IGBT)等全控型器件在微型处理器驱动

下能实现智能信息化控制, 其反应时间可以满足

不同的需求, 从秒级、毫秒级到微秒级不等. 变流

电路包含单相、三相到多相等拓扑结构, 总体而

言,其基本电路都能够由单相变流器通过组合来表

示 [2]. 然而单相变流器是一个复杂的典型非线性振

荡电路, 具有离散的脉冲特性, 因此难于分析与控

制,尤其是对大规模电力系统更是如此, 因此必须

深入研究其内在机理.

单相电路的机理研究起步较早, 早在 20 世

纪 20年代,范德波尔 (van der Pol)就针对电子管电

路展开研究并解析出范德波尔方程 [3]. 然而,随着

计算机技术的发展,仿真计算方法更为普及. 仿真

计算方法一般是采用隐式积分法等数值算法对方

程组进行逼近, 受到计算机的计算能力的局限, 其

在小规模系统中较为精确. 计算复杂度与规模呈

指数相关,容易导致维数灾 [4], 并难于分析机理性

问题. 现代电力系统是一个大规模的高阶系统, 这

导致模型难于同时满足精度和复杂度.等效方法如

同调等值方法 [2]、模式等值方法 [5]、微分同调等

值方法 [6] 等都能从不同的角度降低模型复杂度,

但其实际上牺牲了精度,并且在近似混沌时并不适

用 [7],这严重制约了该类方法的推广.

本文基于一个电学公认的规律,即任何多相系

统都能够等效为单相系统的组合,来回归物理系统

的本质,采用范德波尔的解析方法研究 IGBT为开

关的单相 AC-DC 变流系统的摄动建模理论. 首先

分析该电路本身的非线性振荡规律,将其等效为连

续振荡电路,并逐步推导出该电路连续形式的达芬
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型 (Duffing)微分方程解析模型 [8],其含有控制参数

和与 IGBT自身的非线性电容特性等相关的摄动参

数. 然后根据 PSCAD/EMTDC软件仿真,并对比新

的微分方程解析模型计算结果和仿真结果,从而验

证模型,最后分析了每个参数的物理意义以及该方

法的适用范围.该研究为复杂度和精度的平衡提供

了另一种新的途径.

2 单相变流电路的等效电路

本节从电路的物理过程推导出单相变流电路

的等效电路, 该等效电路是一个连续电路, 这将大

大简化单相变流电路的求解.

典型的单相变流电路的拓扑结构如图 1所示.

图 1中, Us 是交流侧的电压, Ls 是交流侧的滤

波电感, Cd 是直流侧的稳压电容, Rs 为线路的电

阻, Vi(i = 1, 2, 3, 4)为 IGBT, V Di 为对应的续流二

极管, 该型电路又被称作全桥变流电路, 是典型的

单相变流电路. 该电路的控制方式多样, 典型的有

脉宽调制 (pulse width modulation, PWM)控制、正

弦脉宽调制 (sine pulse width modulation, SPWM)控

制等. 本文研究最基本的 PWM 控制, 其他控制方

式实际上是这种方式的特例.

为了简化原理, 本文忽略掉 IGBT 的死区效

应, 所谓的死区效应是指为了防止上下桥臂 (如 1

和 2, 3 和 4) 同时导通引起短路而同时短暂关断

所有 IGBT开关所引起的效应.根据 PWM调制的

原理,有:

sk =


1

0 (k = 1, 2)

−1

, (1)

也即当 sk 等于 1时,开通 V1 和 V4,关断 V2 和 V3,

当 sk 等于 −1 时, 开通 V2 和 V3, 关断 V1 和 V4,

当 sk 等于 0时,属于死区效应,本文忽略.换言之,

V1, V4 和 V2, V3 在任何时候都不能同时开通.则根

据该特性,图 1按照开关状态等效为图 2的原理图.

图 1 单相变流电路的拓扑结构

图 2 单相变流电路的分状态等效拓扑结构

图 2(a) 中, Vs1 实际上等效于 V1 和 V4, V Ds1

等效于 V D1 和 V D4, 图 2(b)类似. 也即在两种开

关状态下, 电路的结构基本上一致. 仔细研究图 1

和图 2的区别,不难发现,在图 2(b)中, Us2 = −Us,

这保证了交直流变换的正常进行,也使得直流侧的

电压方向始终一致.可采用绝对值函数来表示, 因

此电路又能够进一步表示为图 2(c).

通过绝对值等效, 在图 2(c)中, 将单相电路的
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电源进行了绝对值化,这样更趋近于一个连续形式.

此时的 Vs 等于 V1, V4 或者 V2, V3, V Ds 等于 V D1,

V D4 或者 V D2, V D3. 考虑到实际中 IGBT 和续

流二极管的选择往往是相同型号,这就可以近似认

为 Vs和 V Ds的变化较小甚至是不变的.

然而该等效电路中仍然含有 IGBT和二极管等

开关电路, 如果按照开关来列方程仍然是离散的,

也就是说这种条件下仍然只能采用仿真模拟而无

法列出微分方程,这与本文研究的目标仍然有一定

差距,因此仍需要考虑实际的物理过程.

物理学上, 在时间足够短的情况下任何的实

际过程都是一个连续过程, 该基本原理说明了开

关的连续化是合理的. 已有研究证明 [9], IGBT 可

以等效于一个非线性电容.而在图 3中, 由于电源

已经被绝对值化, 因此, 二极管 V D 实际上相当于

一直导通, 并且考虑到二极管的寄生电容的效应,

其和 IGBT一起,可以总体上等效为一个非线性电

容 Cs, 由此单相变流电路的连续等效电路转化为

图 2(d). 显然,图 2(d)的电路已经成为一个连续电

路, 而连续电路才较容易列出微分方程, 从而进行

解析建模.

综上所述,本节通过单相变流电路的实际物理

过程,考虑到连续的可行性,结合电路的等效方法,

将通常意义上的离散问题转化为连续问题,从而为

下一节中得到连续形式的微分方程提供依据.

3 单相变流连续电路的微分方程

本节通过振荡电路的特点列出单相变流连续

电路的微分方程,并尝试分析该微分方程中所含参

数的特点.

不妨假设 Cd 两端的电压为 x, 根据基尔霍夫

定律,并基于 Cs ≪ Cd, 则能够证明电路的微分方

程为

LsCdẍ(t) +RsCdẋ(t) + x(t) + UCs = |Us|. (2)

然而, (2) 式中非线性电容两端的电压 UCs 仍

然不确定, 因此下面需要进一步研究其表示形式.

本文参考文献 [10],并为了简化计算,对 IGBT的实

测数据采用了曲线回归的方法来近似 UCs 的表达

式,也即考虑一组数据 (xi, yi)(i = 1, 2, · · · ,m),要

求在函数类 Φ = span(φ0, φ1, · · · , φn)中找到一个

函数 y = S∗(x),使误差的平方和满足

∥δ∥2 =

m∑
i=0

W (xi)
[
S∗(xi)− yi

]2
= min

m∑
i=0

W (xi)
[
S(xi)− yi]

2, (3)

这里 S(x) = a0φ0(x) + a1φ1(x) + · · · + anφn(x)

(n < m).

IGBT 的型号多样, 本文采用的是英飞凌某

一型号的 IGBT, 采取了 14 点的数据进行曲线回

归 (见图 3). 由于 IGBT结构的相似性,可以认为该

方法得到的结论也能够适用于其他型号.

图 3 单相变流电路非线性特性的曲线回归

采用 matlab 进行回归得到该型号 IGBT 的曲

线回归结果为

uC = 1.8× 10−6x3 − 0.667x,

显然 1.8 × 10−6 ≪ 1, 这意味着采用一个形式

为 εx3 + µx的函数能够近似表示 UCs,也即

UCs = εx3 + µx, (4)

ε为摄动参数,远远小于 1而大于 0, µ为控制参数.

实际上式 (4)的形式接近于范德波尔在 20世纪 20

年代对电子管研究的结论 [3], IGBT继承了电子管

的一些特性,因此这种数学描述对于物理问题本身

具有较强的可信度.

将 (4)式代入 (2)式,最终得到单相变流器的连

续微分方程为

LsCdẍ+RsCdẋ+ (1 + µ)x+ εx3 = |Us|, (5)

初值为 x(0) = 0,该型函数实际上属于达芬系统外

加激励方程,其参数会随着控制方式和状态的改变

而发生改变. 达芬方程是一种典型的非线性方程,

容易发生混沌现象.

综上所述,本节得到了一个连续型的单相变流

电路的微分方程,下节将主要针对该方程给出一种

近似解析的方法.
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4 单相变流电路的解析求解

本节通过分析两单元集成三相变流系统的混

沌状态, 给出典型工况和近似混沌工况的参数, 为

仿真计算提供依据.

根据目前常用的单相交直流系统的型号,选取

参数如表 1.

表 1 单相变流系统的典型参数表

名称 符号/单位 数值

滤波电感 Ls/H 0.001

稳压电容 Cd/mF 100

线路电阻 Rs/Ω 0.004

交流电压幅值 Us/V 220

交流角速度 ω(f) 100 π

在实际装置中, 滤波电感和稳压电容的选择

有一定范围, 本文所给的数值 LsCd = 1, 也即

单位常数积是其中一种可行的参数. 实际上, 即

便 LsCd ̸= 1, 本文提出的方法仍然适用, 下文会

给出说明. 取 LsCd = 1 也即分母为 1 能大大

化简运算. Us = 220 sin(100πt), 也就是额定电压

为 220 V、频率为 50 Hz的工频交流电. 并且在正

常工况下, 考虑到 |Us|是周期函数, 为了方便下文

的研究,首先需要考虑其傅里叶级数展开式的特征

以便引出摄动方法的试探解.

首先令 u = 100πt, 则 |Us| = 220| sinu|, 其
中 −π 6 u < π,由于其为偶函数,因此需要进行偶

延拓,也即:

| sinu| = 2

π
− 1

π

∞∑
m=1

4

4m2 − 1
cos 2mu

=
2

π

[
1− 2

∞∑
m=1

cos 2mu

4m2 − 1

]
, x ∈ R, (6)

则

|Us| = 220| sinu|

=
440

π

[
1− 2

∞∑
m=1

cos 2mu

4m2 − 1

]
, x ∈ R. (7)

这说明在这种激励之下, 微分方程的可能

解是原有激励的倍数频率的解. 针对 (5) 式,

令 y = LsCdx,则其可变形为

ÿ +
Rs

Ls
ẏ +

1 + µ

LsCd
y + ε

1

L3
sC

3
d

y3 = |Us|, (8)

或者为

h = ÿ +
Rs

Ls
ẏ +

1 + µ

LsCd
y + ε

1

L3
sC

3
d

y3 − |Us|

= 0. (9)

解析该方程的方法一般为摄动方法 [10], 本文

需要考虑采用何种摄动方法求解. 常用的摄动方法

有正则摄动和奇异摄动等, 适用于不同的范围, 错

误的方法将导致结果错误.在给出具体的判定定理

之前,先给出一些定义.

定义 1 Lε = L0 + εL1 + ε2L2 + · · · + εnLn

称为摄动算子, 其中 L0 是 Lε 的主要部分,

εL1 + ε2L2 + · · · + εnLn 是 Lε 的摄动部分, ε > 0

是小参数.

定义 2 若摄动问题 Aε: 在 n 维空间的有

界区域 Q + Γ 内求方程 Lεuε(x) = h(x), x =

(x1, · · · , xn) ∈ Q在一定边界条件下的解, Γ 是区

域Q的边界. 其退化问题是指 A0(ε = 0): 在Q+Γ

内求方程 L0u0 = h(x), x = (x1, · · · , xn) ∈ Q在一

定边界条件下的解.

定义 3 如果方程 Lεyε(x) = h(x)能够通过摄

动因子 Lε = L0 + εL1 + ε2L2 + · · ·+ εnLn直接代

入并展开而进行求解,则该方法被称为正则摄动法,

或者称为正规摄动,或叫做直接展开法, 如果不能

展开,被称为奇异摄动法.

实际上,判断该采用正则摄动法或是奇异摄动

法,一般是考虑余项,如定理 1所示.

定理 1 若原微分方程, 假定在构造问题 Aε

级数的解有形式如 yε(x) = y0(x) + εy1(x)

+ · · · + εnyn(x) + · · · 的展开式, 对于任意正整

数 N 有 yε(x) = y0(x) +
n∑

i=1

εiyi(x) + RN (x, ε),其

余项 RN (x, ε) = O(εN+1), ε → 0,在 Q+ Γ 内一致

收敛于 0,则可以采用正则摄动方法,否则需要采用

奇异摄动方法.

证明 将式 yε(x) = y0(x) + εy1(x) + · · · +
εnyn(x) + · · · 代入摄动问题 Aε 的方程 Lεyε(x) =

h(x) 中, 并与方程右端比较系数, 得到一组递
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推方程: 

L0y0 = h,

L0y1 = −L1y0,

L0y2 = −L1u1 − L2y0,

· · ·

(10)

容易发现

yε(x) = y0(x) +

n∑
i=1

εiyi(x) +RN (x, ε). (11)

另外考虑到泰勒级数的一般展开式为

y(x) =y(xε) +

n∑
i=1

y(n)(xε)

n!
(x− xε)

n

+
y(n+1)(ε)

(n+ 1)!
(x− xε)

n+1

≈y(xε) +

n∑
i=1

y(n)(xε)

n!
(x− xε)

n

+
y(n+1)(ε)

(n+ 1)!
εn+1, (12)

数值逼近下逐步逼近真值 xε, 因此将 (11) 式

和 (12) 式进行比对, 容易得到其解相同的条件

为 RN (x, ε) = O(εN+1), ε → 0, 且其趋近于 0. 而

能够泰勒展开直接求解就意味着可以采用直接展

开法,或者称为正则摄动法. 证毕.

现在来分析 (9) 式是否能够采用正则摄动法.

由于该摄动方程实际上是一种强迫振荡方程,其振

幅和频率都与激励源 Us 直接相关,因此只需要分

析 |Us|的余项特性就能够确定合适的方法.

根据 (6) 式, 可知 RN =
cos(2N + 2)u

4(N + 1)2 − 1
6

1

4(N + 1)2 − 1
→ 0, 因此根据定理 1, 该方程的

解析应当采用正则摄动法,不需要采用奇异摄动法.

首先要求解出退化问题也即 ε = 0 时的退化

解,该解决定于原摄动问题的初值解,此时 (9)式转

化为下式: h = ÿ +
Rs

Ls
ẏ +

1 + µ

LsCd
y − |Us| = 0,

y(0) = 0,
(13)

这实际上是一个普通的非齐次线性方程. 通过待定

系数法并根据 (9)式来猜测解的形式,展开成基波

倍频的形式, 为了简化计算,本文只展开到 1倍频

形式,假设

y = A1 +A2 sinu, (14)

将 (14)式代入 (13)式,考虑到本例中 LsCd = 1,即

可得到待定系数为

−A2 sinu+
R

L
A2 cosu+ (1 + µ)(A1 +A2 sinu)

=
440

π

[
1− 2

∞∑
m=1

cos 2mu

4m2 − 1

]
, (15)

展开并进行和差化积,并使得形式一致,可以得到

(1 + µ)A1 +A2 cos 2u

√
R2

L2
+ µ2

=
440

π
− 880

3π
cos 2u. (16)

根据傅里叶分解的误差公式

R 6 O(k + 1), (17)

代入 k = 1,则该方法误差小于 1/15,约 6.7%,在工

程中可以满足精度.对于更高精度的要求, 可以展

开到 sin 2u及其更高次数,但是本文的重点在于说

明方法,因此不做更复杂的计算.

根据 (17)式,可以得到:
A1 =

440

π(1 + µ)
,

A2 = − 880

3π

√
R2

L2
+ µ2

,
(18)

代入式 (14),得到退化问题的一个近似解为

y0 =
440

π(1 + µ)
− 880

3π

√
R2

L2
+ µ2

sinu. (19)

现继续研究摄动问题的近似解,也即方程
h = ÿ +

Rs

Ls
ẏ +

1 + µ

LsCd
y

+ε
1

L3
sC

3
d

y3 − |Us| = 0,

y(0) = 0.

(20)

根据 (10)式中的第二个等式,设系数为 B,并考虑

到摄动方程的解不需要考虑高阶 (这是因为摄动

项很小, 高阶就已经是 0), 因此只考虑常数阶, 也

即令 y1 = 1 即可. 由于
880

3π

√
R2

s

L2
s

+ µ2

≪ 1, 则可

计算出

By1 = B = −εy30
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= −ε

 440

π(1 + µ)
− 880

3π

√
R2

s

L2
s

+ µ2

sinu


3

≈ −ε
4403

π3(1 + µ)3
. (21)

代入到摄动方程的一般解中,可得该方程的一个近

似解析为

y =
440

π(1 + µ)
− 880

3π

√
R2

s

L2
s

+ µ2

sinu

− ε
4403

L3
sC

3
dπ

3(1 + µ)3

≈ 440

π(1 + µ)
− ε

4403

π3(1 + µ)3

− 880

3π

√
R2

s

L2
s

+ µ2

sinu. (22)

反向换元,则可得关于 x的解析式为

x =
440

π(1 + µ)LsCd
− 4403ε

LsCdπ3(1 + µ)3

− 880

3π
√
R2

sC
2
d + µ2L2

sC
2
d

sinu, (23)

即为要求的解析解,其中 u = 100πt, ε为摄动参数,

µ为控制参数,它决定了单相变流电路直流侧电压

的大小,与控制方式有关.

进一步分析,假如 LsCd ̸= 1,则需要考虑分母

为 LsCd 时的系数, 这时候本方法仍然适用, 这是

由于 LsCd 是一个常数,影响收敛性的主要是外加

激励源 |Us|, 而常数仅对待定系数的大小产生影
响,也即影响了计算的复杂度却不影响算法本身的

可行性.

综上所述,本小节根据摄动理论分析并证明了

单相变流器的连续微分方程适合的解析方法为正

则摄动方法. 首先利用退化问题,得到了一个近似

特解, 随后引出原摄动问题的一个近似解, 通过该

解,方便在下一节中研究控制参数 µ和摄动参数 ε

的物理意义,从而解释连续微分方程的实际作用.

5 仿真与模型验证

本节通过 PSCAD/EMTDC仿真软件进行计算,

采用隐式梯形积分法. 步长选择为 1 µs, 仿真时

间选定为 1.5 s, 为了得到准确的结果,用计算机大

约计算了 5 min. 典型参数如表 1 所示, 控制方式

为 PWM中最普遍的一种 SPWM控制.按照前述的

试验控制参数取 ε = 1.8× 10−6, µ = −0.667.

首先将该结果代入 (23)式中,可得

x ≈ 420 + 39.3 sinu. (24)

也即在此种控制方式下, 直流侧电容 Cd 两端的

电压约为一个直流 420 V 的电压外加工频 50 Hz

的纹波信号 39.3 V,通过 PSCAD/EMTDC仿真, 能

够得到该种工况和控制要求下的直流侧电压和谐

波含量, 见图 4. 进一步分析其谐波含量, 可得如

图 5所示.

图 4 单相变流器的直流侧电压仿真结果

图 5 单相变流器的直流侧电压傅里叶系数

对比计算结果和仿真结果,能够发现其误差很

小. 这也意味着,如果计算正确,单相变流器的模型

能够通过连续微分方程解析得到. 而使用解析的结

果,只需要代入实际的参数,计算非常简单,通过软

件分析时间远远小于 5 min, 且并无太大的硬件开

销. 这说明了解析方法在解决大规模计算问题上具

有明显的优势.

综上所述, 本节对比了常用的仿真软件的结

果和解析计算得到的结果, 在做前述近似的情
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况下, 仍然能够计算得到一个较为精确的结果,

且计算时间远远小于仿真计算, 这能够有效回避

“维数灾”.

6 分析与讨论

本小节继续讨论连续微分方程的解析解中的

两个参数, 控制参数 µ 和摄动参数 ε 的物理意义,

并研究极限的一种情况,也即发生混沌的情况来说

明该方程能够模拟此种情况. 最后研根据三相电路

的等效来说明该方法具有较高的普适性,能够应用

于三相及多相电路.

先来讨论参数 µ. 实际上其直接控制着直流侧

电压的大小,这个参数可以是正值,也可以为负值,

这意味着变流电路可以升压也可以降压,其依赖于

控制策略,这也符合物理的实际过程. 再来分析讨

论摄动参数 ε. 先给出一个定义, 其条件本文不给

出,详细过程可参见文献 [11].

定义 4 如果系统存在参数 ε,若 ε = ε0时,系

统的稳态振动有周期 T , 随着 ε变化到 ε = ε1, 稳

态振动周期变为 2T ,一般地,当 ε = εk 时,稳态振

动周期变为 2k+1T . 其称为倍周期分岔混沌, 或称

为 Feigenbaum混沌.

取 ε = 0.32, 采用四阶五级的龙格库塔法, 用

数值逼近的方法重新计算 (20)式,容易得到相图如

图 6所示.

如图 6所示, (23)式发生了倍周期分岔并产生

了混沌, 这说明解析方法对于研究大扰动情况, 包

括混沌状态都具有一定作用.

进一步研究三相变流电路. 根据文献 [2], 三

相变流电路能够通过等效为三个独立的单相电

路来进行分析, 如图 7 所示. 图 7(a) 到图 7(b)

即为等效过程, 而等效后的电路将能够使用本

文的方法, 多相电路如十二相电路、十五相电

路以及二十四相电路等从原理上都能够等效

为单相电路的组合, 这进一步拓宽了该方法的

适用性.

综上所述, 单相变流电路的连续微分方程

能够有效地表示变流电路的控制实际状况, 并

且能够分析常规方法较困难的大扰动情况, 尤

其是混沌状态. 并且本文提出的方法不仅适用

于单相电路, 理论上也适用于三相电路和多相

电路.

图 6 当 ε = 0.32时的电压的倍周期混沌

图 7 三相变流电路的单相等效
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7 结 论

本文回归了单相变流电路的物理过程, 采用

了解析建模的方法给出了其等效的连续微分方

程. 针对该方程, 通过比较展开式的余项特征, 证

明了正则摄动方法能够求解该方程. 通过研究

退化问题的解从而寻找摄动问题的近似解, 并采

用 PSCAD/EMTDC 软件在典型工况下进行仿真,

两者的结果比较接近,而解析方法更少地依赖计算

机的计算能力且形式简单,这实际上证明了该方法

的正确性并显示出其在大规模计算中的优势. 最后,

进一步分析控制参数和摄动参数的物理意义,并从

单相电路推广到三相电路等多相电路,体现了本研

究具有较广泛的适用性.
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Abstract

This paper deals with the issue of modeling method by perturbation solution to the single-phase AC-DC converter. A continuous

circuit that includes a single-phase AC-DC converter is inducted first. And then a differential equation is presented with two parameters,

which are controlling parameter and small perturbation parameter. A strict proof indicates that this equation can be solved by the regular

perturbation. The compareison between the result and the simulation figures of PSCAD/EMTDC, shows that the result is correct and

simple, thus avoiding the requirements for large computation capacity. Finally, the physical significance of the two parameters is

analyzed, showing that they may incur the period-doubling chaos. This method not only fits the single-phase AC-DC converter circuit,

but also meets the need of two-phase or N -phase circuits.
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