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采用 Bär模型研究了通过被动介质耦合的两二维可激发系统中螺旋波的同步,被动介质由可激发元素组成,这

些元素之间不存在耦合.数值模拟结果表明,被动介质对螺旋波的同步有很大影响,当两系统中的初态螺旋波相同

时,被动介质可导致稳定螺旋波发生漫游,螺旋波转变为螺旋波对或反靶波;当两系统中的初态螺旋波不同步时,在

适当的参数下,两螺旋波可以实现同步、相同步,此外还观察到两螺旋波波头相互排斥、多螺旋波共存、同步的时

空周期斑图、系统演化到静息态等现象.在被动介质中,一般可观察到波斑图,但是在某些情况下,被动介质会出现

同步振荡现象.这些结果有助于人们理解心脏系统中出现的时空斑图.
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1 引 言

在反应扩散系统的螺旋波是一种最常见的时

空有序斑图,在生物、物理、化学反应等系统中都

被观察到 [1−7],如蛙卵母细胞中的钙波 [1]、心肌组

织中的电活动 [2,3]、Belousov-Zhabotinsky 化学反

应系统 [4] 等. 在某些情况下,反应扩散系统出现螺

旋波是有害的,例如在心脏病患者中观察到的一类

心律不齐或心动过速现象,可能是由于心肌电信号

出现螺旋波而引起的,而心颤致死的过程与螺旋心

肌电波的失稳有密切的关系 [8,9]. 如何有效地消除

心脏中的螺旋波电信号,是当前心脏病学的研究热

点之一,它的最后解决有待于非线性科学界对螺旋

波规律的彻底了解.

心脏的心室壁由心内膜、心外膜和其中的

心肌三层组成, 这三层细胞的电生理特性各不相

同 [10], 这些细胞被成纤维细胞包围, 成纤维细胞

构成了被动介质 [11]. 因为成纤维细胞在心脏功能

调节方面也起重要作用 [12], 所以心肌细胞的耦合

也与成纤维细胞有关. 心脏的动力学适合用多层

耦合介质系统来描述, 这样的研究有助于了解心

脏的功能. 基于这个动机, 多层耦合介质中螺旋波

的相互作用引起人们极大的兴趣 [13−20]. 在两耦

合介质系统中, 人们观察到稳定螺旋波出现漫游

和漂移 [13]、两螺旋波出现主从关系 [14]; 在一定

条件下,两螺旋波可以实现完全同步 [14−17]、广义

同步 [13,15]、延迟同步 [18]、相同步 [14] 和投影同

步 [17]等. 在三层耦合介质系统中,人们还观察到系

统的螺旋波态转变为靶波或湍流态、系统的渐近

态依赖初值等现象 [20]. 然而,通过被动介质耦合的

螺旋波相互作用仍缺乏足够的研究.

本文采用 Bär 模型研究了通过被动介质耦合

的两二维可激发系统中螺旋波的同步,观察到如下

现象: 稳定螺旋波出现漫游、漂移和破碎,系统回

到静息态, 两螺旋波实现同步和相同步, 这些现象

在两螺旋波直接耦合下也会出现. 此外我们还观察

到新现象,如两螺旋波波头相互排斥、周期时空斑

图、由被动介质因素导致的螺旋波漫游、螺旋波

转变为多螺旋波共存或反靶波现象,显示出被动介

质对螺旋波演化有重要影响. 下面先介绍模型, 然

后分两系统参数相同和不同两种情况介绍的数值
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模拟结果,最后是结论.

2 模 型

通过环境耦合的二维可激发系统的动力学方

程由 Bär模型方程给出 [21]:

∂u1

∂t
= f1(u1, v1) +D∇2u1 + c(u2 − u1), (1a)

∂v1
∂t

= g(u1, v1), (1b)

∂u2

∂t
= f2(u2, v2) + c(u1 + u3 − 2u2), (1c)

∂v2
∂t

= g(u2, v2), (1d)

∂u3

∂t
= f3(u3, v3) +D∇2u3 + c(u2 − u3), (1e)

∂v3
∂t

= g(u3, v3), (1f)
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)
,

g(u, v) =
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3
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1− v u > 1,

式中 u 和 v 分别为快、慢变量, D 为扩散系数,

a, b, ε为系统参数, c为耦合强度.角标 1, 2, 3分别

对应子系统 1 2, 3, 其中子系统 2 为环境层, 对应

的介质为被动介质, 在子系统 2中不存在扩散;子

系统 1和 3为工作层,对应的介质为活性介质. 从

文献 [21]知, 对于第一、三层子系统,当系统参数

取 a = 0.84, b = 0.07时,方程描述的系统为可激发

系统, ε的大小反映了系统的激发性强弱, ε越小,系

统的激发性越强.当 0 < ε < 0.06时,在适当初始条

件下得到的螺旋波是稳定的; 当 0.06 6 ε 6 0.069

时,螺旋波失稳发生漫游.

在数值解方程 (1)中, 本文始终采用向前欧拉

方法和二阶精度的有限差分法, 使用无流边界条

件,空间步长取 ∆x = ∆y = 0.4,时间步长取 ∆t =

0.02,系统尺寸为 N∆x × N∆y = 120 × 120,即系

统被离散成 N ×N = 300× 300个格点. 在本文中,

我们固定取 a = 0.84, b1,3 = 0.07, b2 = 0, D = 1, ε

为可调参数,而且只考虑稳定螺旋波的耦合,因此 ε

在 [0.03, 0.06]范围内取值.

为了描述子系统之间同步的程度, 子系统 1

和 3中斑图的同步差 δ定义为

δ =
1

N ×N

N∑
i,j=1

|u1(i, j)− u3(i, j)|, (2)

当 δ 6 10−12时,认为两个子系统达到完全同步.

3 在三子系统参数 ε 相同下的数值模

拟结果

为了说明子系统内初态螺旋波的差异,我们这

样定义螺旋波的相位: 当系统中的螺旋波为稳定螺

旋波时, 螺旋波波头顺时针做圆周运动, 其轨迹近

似为一个圆,如图 1所示;螺旋波波头运动一周,我

们定义其相位改变 2π,规定最右边的点的相位为 0

(单位弧度),等间隔划分相位,得到其他各点相位如

图 1所示.

图 1 在 ε = 0.03的情况下螺旋波波头的轨迹 (空心圆点
与标注的相位对应)

下面研究螺旋波的同步. 取参数 ε1 = ε2 =

ε3 = 0.03,环境层初态始终选为静息态 (u = v = 0

的态),子系统 1和 3的初态为稳定螺旋波态. 其中

系统 1的螺旋波相位为 ϕ1 = 0,子系统 3的螺旋波

相位为 ϕ3,相位差为 δϕ = ϕ3 − ϕ1, δϕ为可调参数.

考虑两种情况: 第一种情况, 螺旋波波头轨迹位置

相同,这时两子系统螺旋波波头的圆形轨迹的圆心

距离 d = 0;第二种情况,螺旋波波头的轨迹位置不

相同,这时 d > 0. 当 δϕ, d和耦合强度 c取不同值

时, 我们观察到螺旋波漫游、漂移和破碎, 螺旋波

破碎形成多个螺旋波共存、反靶波等时空斑图,通

过环境耦合的两子系统出现完全同步、出现周期

性变化的斑图、系统回到静息态等现象.
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图 2给出了在 d取不同值的情况下 δϕ-c平面

上的相图. 从图 2可以看出, 1)当 δϕ ̸= 0时,小的

耦合强度不能使螺旋波同步,但导致螺旋波漫游; 2)

当 δϕ 6 π/2时,耦合容易使子系统 1和 3同步,同

步的螺旋波在绝大部分情况下存在不同程度的漫

游,只有适当的耦合强度下螺旋波态才不出现漫游;

3)当 d > 0时,子系统 1和 3出现了 d = 0时未出

现的现象,如出现形状缓慢变化的周期斑图; 4)对

于 d = 0的情况,当相位差 δϕ较小时,螺旋波容易

演化到反靶波上;当相位差 δϕ较大时,系统 1和 3

更容易演化到静息态;反靶波和静息态的形成过程

如下: 首先,两系统的螺旋波波臂变宽,波臂宽度达

到最大值后在介质中形成传导障碍,然后在传导障

碍作用下, 螺旋波波臂快速消失, 在边界附近残留

的小片波臂,要么相遇后消失,或者运动出边界,使

系统回到静息态, 要么小片波臂演化为螺旋波, 导

致边界附近出现多个螺旋波,这些螺旋波波臂相遇

后形成向中心传播的反靶波; 对于 d = 2∆x 的情

况, 系统在更大的范围内出现同步, 但螺旋波容易

破碎,形成周期斑图,这表明适当选取 d值有利于同

步; 5)当 δϕ = d = 0时,子系统 1和 3始终同步.直

观感觉是,两个子系统的螺旋波态应该不受耦合强

度的影响, 但仔细研究发现, 不同的耦合强度会导

致系统演化到不同的态上,这与我们的直觉不一致.

图 2 在 ε1,2,3 = 0.03和 d取不同值的情况下 δϕ-c平面上的相图 (a) d = 0; (b) d = 2∆x;图中实心符号表示两子系统 1

和 3达到完全同步,空心符号表示两子系统 1和 3不同步 (静息态除外). 其中符号 ♢表示螺旋波漫游,符号△表示一个子系统
为螺旋波态,另一个子系统的螺旋波发生了破碎,符号9表示螺旋波破碎形成时空斑图,符号�表示稳定螺旋波,符号 H表示
子系统出现多螺旋波,符号 �表示螺旋波漫游,符号 ⋆表示螺旋波破碎成螺旋波对,符号I表示子系统出现形状缓慢变化的周
期斑图,符号 •表示螺旋波演化为反靶波 (波向中心传播),符号⃝表示两系统演化到静息态

为了对系统出现的现象有更直观的认识,图 3

给出了在 d = 0, δϕ = 0情况下不同耦合强度对应

的螺旋波轨迹. 图 3中灰色的圆环是耦合前的螺旋

波轨迹的位置,灰色轨迹线是耦合后处于暂态过程

中的螺旋波波头轨迹,深色线是进入渐进态后螺旋

波波头的轨迹. 从图 3可以看出,只有当耦合强度

适当选取时, 耦合后的螺旋波才不会发生漫游 (见

图 3(c)), 维持稳定螺旋波.图 4给出了在 d = 0和

不同 c, δϕ 情况下螺旋波破碎出现的斑图. 从图 4

可以看出,在子系统 1和 3的初态不同的情况下,耦

合导致螺旋波破碎后可以形成各种时空斑图,例如

蝴蝶状斑图、条纹状斑图、反靶波斑图 (图 4(b))、

靶波斑图 (图 4(e)),甚至出现时空混沌态 (图 4(f)).

当 d = 2∆x 时, 系统出现与 d = 0 不同的漫

游和漂移现象. 图 5 给出了在 d = 2∆x, δϕ = 0,

c = 0.1 情况下子系统 1 和 3 中螺旋波波头的轨

迹. 从图 5可以看出,耦合后,两螺旋波波头沿直径

为 d = 13∆x圆形轨道顺时针漫游,两个波头分别

位于圆形轨道的对称点上,表现为两螺旋波波头相

互追逐,但始终无法接近.图 6给出了在 d = 2∆x,

δϕ = 0, c = 0.2 情况下子系统 1 和 3 中螺旋波

波头的轨迹. 从图 6 可以看出, 两螺旋波做缓慢

无规漂移, 但是波头距离几乎在 2∆x 附近变化,

两个波头距离没有被拉大, 与图 5 情况不同. 对

比图 2(b)、图 5 和图 6 可以看出, 当 d = 2∆x,

δϕ = 0 时, 如果耦合强度较小, 耦合会导致两
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波头相互排斥, 维持一定的距离; 如果耦合强度

较大, 耦合才能导致两波头吸引, 使螺旋波实现

同步.

在 d = 2∆x情况下,不同的 c和 δϕ会导致系

统出现不同形式的多螺旋波共存现象,甚至出现形

状缓慢变化的周期斑图. 图 7 给出了在 d = 2∆x

和不同的 c和 δϕ情况下子系统 1和 3同步后的多

螺旋波共存斑图, 在 d = 0 的情况, 适当选择参数

也会得到类似的多螺旋波共存斑图. 图 8 给出了

在 d = 2∆x, δϕ =
π

4
, c = 2.2情况下子系统 1和 3

同步后在不同时刻的斑图. 从图可以看出斑图周期

为 3.8单位时间,周期斑图经过一段时间后发生小

变化.

图 2(b) 的结果表明, d ̸= 0 将导致子系统 1

和 3中螺旋波通过环境耦合更难同步,因为螺旋波

容易破碎, 为了了解增大 d 对螺旋波同步的影响,

固定 c = 0.7和 δϕ = 0,让 d逐渐增大.数值模拟结

果发现,当 d 6 7∆x时,子系统 1和 3的螺旋波可

以达到完全同步,完全同步状态下的螺旋波发生小

幅无规则漫游;当 d > 8∆x时,子系统 1和 3可以

同步,但两系统的螺旋波破碎而形成形状缓慢变化

的周期斑图.

图 3 在 d = 0, δϕ = 0情况下不同耦合强度对应螺旋波轨迹 (a) c = 0.2; (b) c = 0.3; (c) c = 0.6; (d) c = 0.8

图 4 在 d = 0和不同 c, δϕ情况下螺旋波破碎出现的斑图 (a) δϕ = 0, c = 2.4,与图 2中的符号 ⋆对应; (b) δϕ = 0, c = 2.5,

与图 2中的符号 •对应; (c) δϕ =
3π

4
, c = 0.9; (d) δϕ = π, c = 0.4; (e) δϕ =

5π

4
, c = 0.4; (f) δϕ =

6π

4
, c = 0.6;图 (c)—(f)

与图 2中的符号9对应
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图 5 在 d = 2∆x, δϕ = 0, c = 0.1情况下子系统 1(a)和 3(b)中螺旋波波头轨迹图,轨迹从中心开始,为了看出波头在末态的
位置,接近末态的波头轨迹用灰色线表示

图 6 在 d = 2∆x, δϕ = 0, c = 0.2情况下子系统 1(a)和 3(b)中螺旋波波头轨迹图

图 7 在 d = 2∆x和不同的 c和 δϕ的情况下子系统 1和 3同步后的多螺旋波共存斑图,与图 2中的符号H对应 (a) δϕ = 0,

c = 3.1; (b) δϕ =
3π

4
, c = 0.6; (c) δϕ = π, c = 0.6

上面研究了被动介质对活性介质状态演化的

影响, 下面研究活性介质状态如何影响被动介质

的动力学行为. 数值模拟结果表明, 当 c > 0.4 时,

由于耦合较强, 所以子系统 2 的斑图基本与子系

统 1 和 3 的斑图相似或相同. 当耦合强度 c 6 0.3

时, 子系统 1 和 3 中的螺旋波一般不同步 (d = 0,
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δϕ = 0 除外), 且处于漫游状态, 在 δϕ, d, c 取不

同值的情况下, 子系统 2 可出现靶波状、有线缺

陷的靶波状、螺旋波状和复杂波形等四种类型

的斑图, 如图 9 所示. 在 d = 0 和, δϕ = 0 的特

殊情况下, 子系统 2 出现同步振荡斑图, 如图 10

所示. 子系统 2 从图 10(a) 状态演化到图 10(e) 状

态, 然后反向演化, 即从图 10(e) 状态从右向左演

化到 10(a) 状态, 介质各格点完成一次振荡. 产

生这种现象的原因是两子系统初态螺旋波相同

(即同步).

图 8 在 d = 2∆x, δϕ =
π

4
, c = 2.2情况下子系统 1和 3同步后在不同时刻的斑图 (a) 100.2; (b) 101.4; (c) 102.6; (d) 103.8;

(e) 1900.2; (f) 1901.4; (g) 1902.6; (h) 1903.8

图 9 在不同参数下子系统 2在 t = 1000时刻的斑图 (a) d = 0, δϕ =
π

4
, c = 0.1; (b) d = 0, δϕ =

π

4
, c = 0.2; (c) d = 0,

δϕ =
π

4
, c = 0.3; (d) d = 2∆x, δϕ = 0, c = 0.1

图 10 在 d = 0, δϕ = 0, c = 0.1情况下不同时刻子系统 2的斑图 (a) t = 993.6; (b) t = 994.4; (c) t = 995.2; (d) t = 996;
(e) t = 996.8
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4 在三子系统参数 ε 不相同下的数值

模拟结果

下面我们取 ε1 = 0.06, ε2 = 0.03, ε3 = 0.04来

研究螺旋波的同步.考虑到在系统参数相同的情况

下,只有 δϕ = 0才容易同步,当参数不同时,螺旋波

的频率不同, 螺旋波更不容易同步, 所以这里我们

选子系统 1和 3的螺旋波初相位是 0 (即取 δϕ = 0)

和 d = 0,子系统 2的初态仍为静息态,而耦合系数

在 c = [0.1, 1.5]范围内取值,即我们不考虑耦合强

度较小的情况.

数值模拟结果表明, 这时无论耦合强度多大,

子系统 1和 3不会出现完全同步.当 c < 0.3时,两

系统出现的斑图不相似,例如系统 1出现螺旋波局

部发生破碎,而子系统 3的螺旋波只发生漂移,因为

子系统 3的 ε3 比较小,系统的激发性较高,相应的

螺旋波抗干扰能力较强,这时子系统 2的斑图与子

系统 1斑图相似. 当 c > 0.3时,两系统出现相似的

斑图,而且随着耦合强度的增大,同步差逐渐减小,

斑图的相似性就越高,这时子系统 2的斑图与子系

统 1和 3的斑图相似. 图 11给出了不同耦合强度

下系统 1出现的斑图. 当 c = 0.4时,两系统螺旋波

破碎,当 0.5 6 c 6 0.8时,螺旋波不破碎 (图 11(b)),

子系统 1 与系统 3 的螺旋波处于锁频状态, 两螺

旋波具有相同的频率,波头轨迹也相似,如图 12所

示, 这时我们说两系统达到相同步. 继续增大耦合

强度, 螺旋波将失稳, 当 0.9 6 c 6 1.1 时, 出现远

端的螺旋波波臂发生折断现象,如图 11(c)所示;当

1.2 6 c 6 1.3 时, 螺旋波开始由于传导障碍而破

碎, 在边界附近的波臂碎片演化为稳定的螺旋波

对,如图 11(d)所示;当耦合强度 c > 1.4时,系统回

到静息态,如图 11(e)所示,其机制与图 2所示的静

息态出现的机制相同. 上述结果表明, 当两系统参

数相差较大时, 不可能出现螺旋波同步, 只可能出

现相同步. 当两螺旋波具有不同的初相位时, 数值

模拟显示,相同步与两螺旋波的初相位有密切关系.

图 11 不同耦合强度下子系统 1在 t = 1000时刻的斑图 (a) c = 0.1; (b) c = 0.5; (c) c = 1.0; (d) c = 1.3; (e) c = 1.4

5 结 论

本文采用 Bär 模型研究了二维耦合可激发系

统中的螺旋波动力学,通过被动介质耦合的两个稳

定的螺旋波, 在适当的参数下, 稳定螺旋波出现漫

游和漂移,螺旋波破碎成多个螺旋波和各种时空斑

图, 两螺旋波实现同步和相同步, 耦合使系统回到

静息态, 这些现象是直接耦合系统可出现的现象.

但是我们还观察到新现象: 1)即使两子系统的螺旋

波初态完全相同,不同耦合强度对螺旋波的演化有

不同影响, 在耦合强度较小时, 耦合导致稳定螺旋

波漫游,只有在适当的耦合强度下耦合的稳定螺旋

波才不出现漫游, 当耦合强度较大时, 耦合导致螺

旋波破碎,螺旋波演化为反靶波; 2)当初态螺旋波

波头轨迹的位置不相同且耦合强度较小时,耦合导

致螺旋波的波头相互排斥,使两波头维持一定的距

离;当耦合强度足够大时,耦合才能使螺旋波的波

图 12 在耦合强度 c = 0.8下子系统 1和 3的螺旋波轨迹
图 (实圆心点代表子系统 1,空圆心点代表子系统 3)

头相互靠近, 实现同步; 3) 观察到形状缓慢变化

的周期斑图, 不同参数下得到的周期斑图不相同.
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这些结果表明, 被动介质对螺旋波演化的影响是

很大的.

被动介质的状态也受活性介质状态的影响.当

耦合强度较大时,子系统 2与子系统 1和 3的斑图

相似, 但是随着耦合强度的增大, 三层介质的耦合

行为一般不会趋向于两层活性介质直接耦合的行

为. 当耦合强度较小时, 被动介质的斑图一般与活

性介质的波斑图不相同,甚至导致被动介质集体同

步振荡,这时被动介质一般导致活性介质中的螺旋

波漫游, 影响活性介质中螺旋波的稳定性. 这些结

果表明,成纤维细胞与心肌细胞耦合对心肌细胞正

常工作有影响.有实验表明 [22],成纤维细胞可以调

节心脏电脉冲传导. 我们的结果可以帮助人们去理

解成纤维细胞如何调节电传导. 由于心脏内成纤维

细胞与心肌细胞耦合远比本文考虑的耦合复杂,甚

至成网络式耦合,因此有必要仔细研究心壁中成纤

维细胞对心脏动力学行为的影响,以便弄清楚心脏

中螺旋波动力学行为,提出有效抑制心脏中螺旋波

的方法. 希望本文的研究成果对心脏病的研究提供

有益参考.
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Abstract

Synchronization of two spiral waves in two-dimensional excitable systems interacting through a passive medium is studied by

using the Bär model. The passive medium is composed of excitable elements. There are no couplings among these elements. The

numerical results show that synchronization of spiral waves is significantly affected by the passive medium. When two subsystems

have the same initial spiral waves, the passive medium can induce meander of stable spiral waves and cause spiral waves to transform

into multi-spiral waves or anti-target waves. When initial spiral waves are in an asynchronization state, the synchronization and phase-

synchronization between two spiral waves are established if the relevant parameters are properly chosen. In addition, the following

phenomena are observed: the tips of two spiral waves repel each other, multi-spiral waves coexist, synchronized spatiotemporal pattern

repeats periodically, and the two systems evolves into the resting state. Wave patterns can generally be observed in passive medium.

However, passive medium can exhibit synchronous oscillation in certain circumstances. These results can help one understand the

formation of spatiotemporal patterns in the cardiac system.
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