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时延多智能体系统分组一致性分析*
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研究了拓扑结构为连通无向图与连通二分图的一阶时延多智能系统分别在两类控制协议下的分组一致性问题.

基于广义 Nyquist准则与频域控制理论的方法,分析并得到了多智能体系统渐进分组收敛一致的充分条件.通过该

条件发现系统分组一致性的达到与系统的时延以及智能体间的耦合强度相关.同时,时延的大小影响着系统的收敛

速度与动态性能.仿真实验的结果进一步验证了理论分析所得结论的正确性.
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1 引 言

作为分布式系统的一个重要分支,多智能体系

统的协调控制由于其在群集运动 [1]、分布式传感

器网络 [2] 等领域的广泛应用而引起了众多领域研

究者的浓厚兴趣. 多智能体系统一致性问题是多智

能体协调控制的基本问题之一, 近年来, 对一致性

问题的研究更是受到了广泛的关注. 其是指在没有

中央协调控制或者全局通信的情况下,智能体之间

通过彼此局部的耦合作用,最终使得系统中所有智

能体的状态趋于一致.

目前,对多智能体系统一致性问题的研究已取

得了许多丰硕的成果.1995年, Vicsek等 [3] 提出了

一个离散的多智能体模型, Jadbabaie 等 [4] 在线性

化 Vicsek模型的基础上,研究并分析了多智能体的

一致性问题. Olfati等 [5] 分析并得到了无向连通、

连接权重对称以及强连通拓扑结构的多智能体系

统收敛一致的条件. Ren[6]与Moreau等 [7]在 Olfati

的基础上,针对有向网络拓扑得到了与之类似的多

智能体系统收敛条件.此外, 针对具有时延、切换

等连续或者离散一阶、二阶多智能体系统一致性

问题的研究也取得了比较丰富的成果 [8−16].

在多智能体一致性协调控制中,系统中所有智

能体在控制协议的作用下最终收敛到一致的状态,

然而在实际应用中,随着系统复杂程度以及规模的

不断增加,此项工作的难度也随之不断加大甚至难

以实现. 故而有人提出了分组一致的控制策略.在

包含多个子网的复杂网络系统中, 分组一致的控

制策略允许系统中所有智能体状态最终按组收敛

到多于一个的状态值,即同一子网中所有智能体状

态收敛一致, 而不同的子网则收敛到不同的状态.

Wang等 [17]基于图着色理论等知识,研究了分组一

致控制协议的设计方法. Xia等 [18] 研究了特殊拓

扑结构下具有相同自动态和不同自动态多智能体

系统的分组一致性问题. Yu等 [19,20] 研究了拓扑结

构为无向图、强连通平衡图的多智能体系统分组

一致性控制协议的设计,并基于图论与矩阵理论的

知识分析得到了系统分组一致的收敛判据. 此外,

Yu等 [21,22] 还在文献 [19, 20]的基础上,基于双树

转化的思想,对切换、时滞系统的分组一致性进行

了分析研究,并给出了系统收敛的条件.王强等 [23]
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基于竞争机理的控制策略,研究了具有连通二分图

拓扑结构的多智能体系统的分组一致性问题,并给

出了分组一致达到时系统所能容许的时延上界.

分组一致的控制策略对大型复杂网络系统的

协调控制能起到重要的作用. 据我们所知, 目前国

际、国内有关此方面研究的文献资料还较少. 受上

述已有研究工作的启发,本文在当前多智能体系统

分组一致性问题已有研究成果的基础上,研究了拓

扑结构为连通无向图与连通二分图的两类一阶时

延系统的分组一致性问题,并基于广义 Nyquist准

则与频域控制理论的方法,分析得到了两类系统各

自达到分组一致的充分条件.其中, 文献 [23]中得

到的系统时延上界与本文针对同类问题分析所得

到的收敛条件相比,显得过于宽泛.文献 [19]的研

究内容是本文所讨论相关内容的一个特例,由于时

延的普遍存在,文中针对时延系统的研究更具有现

实意义. 最后, 通过仿真实验验证了本文理论分析

所得结论的正确性. 同时,对比实验结果,还可以看

出时延的存在影响着系统的收敛速度与动态性能.

2 问题描述与预备知识

考虑具有 n 个智能体的系统, 其拓扑结

构用无向图 G = {V,E,A} 表示, 其中顶点集

合 V = {v1, v2, · · · , vn}. 边集合 E ⊆ V × V , 结

点的下标集合 N = {1, 2, · · · , n}. 定义结点 vi 的

邻居集合为 Ni = {vj ∈ V : (vi, vj) ∈ E}. 图 G的

邻接矩阵 A = {aij} ∈ Rn×n, 其中矩阵元素 aij

为结点 vi 与结点 vj 的连接权重. 当 vj ∈ Ni 时,

aij > 0. 为便于讨论, 文中假设图 G 中任一顶点

无自环, 即对于 ∀ i ∈ N , aii = 0. 当 G 为无向图

时, 其邻接矩阵 A 为对称矩阵. 定义图 G 的度矩

阵 D = diag{di, i ∈ N},其中 di =
∑

vj∈Ni

aij ,其为

结点 vi的出度.

在无向图中, 如果顶点 vi 和 vj 之间存在一

个无向序列 (vi, vi1), (vi1, vi2), · · · , (vir, vj),则称顶
点 vi 和 vj 是连通的. 如果图中任意两个顶点都是

连通的,则称该图为无向连通图.

考虑一阶多智能体系统,其动态方程为

ẋi(t) = ui(t), (1)

其中 xi ∈ R和 ui ∈ R分别表示第 i个智能体的状

态和控制输入.

定义 1[5] 对于一阶多智能体系统 (1),当且仅

当对于 ∀ i, j = 1, 2, · · · , n,系统中各智能体的状态

满足 lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0 时, 称系统 (1) 能渐

进达到一致.

定义 2[20] 对于图 G = {V,E,A}, G1 =

{V1, E1, A1},当同时满足如下三个条件时,称图 G1

为图 G的子图.

1) V1 ⊆ V ; 2) E1 ⊆ E; 3) 邻接矩阵 A1 包含

于 A中.

假设包含 n + m (n, m > 1) 个智能

体的系统 (1), 其拓扑结构 G = {V,E,A}
包 含 两 个 子 图 分 别 为 G1 = {V1, E1, A1}
与 G2 = {V2, E2, A2}, 其中 V1 = {v1, v2, · · · , vn},

V2 = {vn+1, vn+2, · · · , vn+m}. 定义有限下

标集 L1 = {1, 2, · · · , n}, L2 = {n + 1, n +

2, · · · , n + m}. 结点 vi 在两个子图中的邻居集

合分别为 N1i = {vj ∈ V1 : (vi, vj) ∈ E}, N2i =

{vj ∈ V2 : (vi, vj) ∈ E},易知有 V = V1 ∪ V2, Ni =

N1i ∪ N2i. 在控制算法的作用下,如果使前 n个智

能体收敛到某一致状态,而另m个智能体收敛到其

他不同的一致状态,即系统中所有智能体的最终状

态按组收敛到两个不同的值.此时称系统实现了分

组一致.下面以两个分组为例 (多分组的情况与之

类似),介绍分组一致以及平均分组一致的定义.

定义 3[19] 对于包含 n + m (n, m > 1)个智

能体的一阶系统 (1),当且仅当其智能体状态满足:

1) lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0, ∀ i, j ∈ L1; 2)

lim
t→∞

∥xi(t)− xj(t)∥ = 0, ∀ i, j ∈ L2 时,称系统 (1)

能达到渐进分组一致.

定义 4[19] 假设 xi(0)为系统 (1)中第 i个智

能体的初始状态,如果

1) lim
t→∞

xi(t) =
1

n

n∑
j=1

xj(0), ∀ i ∈ L1;

2) lim
t→∞

xi(t) =
1

m

n+m∑
j=n+1

xj(0), ∀ i ∈ L2

成立,则称系统 (1)能达到平均分组一致.

定义 5[23]. 设无向图 G = {V,E,A}, 如果顶

点集 V 可分割为两个互不相交的子集 {V1, V2},使

得每条边 (vi, vj)所关联的两个顶点 vi, vj 分别属

于这两个不同的顶点集, 即 vi ∈ V1, vj ∈ V2, 则称

图 G为二分图.

以下是文中需要用到的几个引理.

引理 1[23] 如果拓扑结构图 G是一个连通二

分图,则矩阵 D + A的秩为 n− 1. 其中 D, A分别
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表示 G的结点度矩阵与邻接矩阵.

引理 2[24] 对于任意 γ ∈ [0, 1),当 w ∈ R时,

凸包 γCo (0 ∪ {Ei(jw), i ∈ N})不包含 (−1, j0)点.

其中, Ei(jw) =
π

2T
× e−jwT

jw
, T 为系统的时延.

引理 3[25] 对于 w ∈ R, 凸包 Co(0 ∪
{Wi(jw), i ∈ N})包含圆盘的集合 ∪

i∈N
Gi.

3 时延多智能体系统的分组一致

本节分别针对拓扑结构为连通二分图以及连

通无向图的时延一阶系统,分析并得到了其实现分

组一致时应满足的充分条件.

3.1 拓扑结构为连通二分图的一阶时延

系统分组一致

文献 [23]针对网络拓扑结构为二分图的多智

能体系统 (1), 设计了一类基于竞争机理的控制协

议 (2),并分析得到了系统分组收敛一致的状态,同

时还给出了系统在协议 (3)的作用下,实现分组一

致时所能容许的最大时延上界.

ui(t) =−
∑
j∈Ni

aij(xi(t) + xj(t)),

i ∈ N, (2)

ui(t) =−
∑
j∈Ni

aij(xi(t− τ) + xj(t− τ)),

i ∈ N, (3)

其中 τ 为系统的时延.

在网络通信过程中, 时延是难免存在的, 故而

分析时延系统的协调控制也更加具有实际意义.尽

管王强等 [23] 分析得到了在协议 (3) 的作用下, 系

统 (1)实现分组一致时系统时延的上界,但是并没

有分析给出时延系统分组收敛一致的条件.以下我

们基于频域控制理论的方法,分析并得到了系统分

组一致收敛的充分条件.

系统 (1)在协议 (3)的作用下,变为

ẋi(t) =−
∑
j∈Ni

aij(xi(t− τ) + xj(t− τ)),

i ∈ N. (4)

定理 1 拓扑结构为连通二分图且包含 n个智

能体的系统 (4),对于 ∀ i ∈ N ,如果max{diτ} <
π

4
,

则系统 (4) 能渐进达到分组一致. 其中, di =∑
vj∈Ni

aij .

证明 对 (4) 式做 Laplace 变换, 容易得到系

统的特征方程为 det(sI + e−τs(D + A)) = 0, 其

中 I 为单位阵, D, A分别表示系统拓扑结构所对应

的结点度矩阵与邻接矩阵.

令

F (s) = det(sI + e−τs(D +A)). (5)

根据系统稳定性的判定规则,易知系统 (4)要实现

渐进分组一致, 等价于 F (s) 的零点具有负实部或

者 s = 0. 下面分两种情况进行分析与讨论.

1)当 s = 0时, F (s) = det(D + A), 由引理 1

可知 s = 0为 F (s)的唯一零点.

2)当 s ̸= 0时,令

P (s) = det(I +G(s)). (6)

其中

G(s) =
D +A

s
e−τs. (7)

易知,如果 F (s)的零点都具有负实部,等价于 P (s)

的零点都具有负实部. 如果 P (s) 的零点都具有负

实部,则系统 (4)渐进达到分组一致.

令 s = jw,对于 (7)式,根据广义 Nyquist准则,

如果 ∀w ∈ R, λ(G(jw)) 的 Nyquist 曲线不包围复

平面的 (−1, j0) 点, 则 (7) 式所有的零点都具有负

实部.

根据 Gerschgorin 圆盘定理, 矩阵 G(jw) 的特

征值 λ(G(jw))满足

λ(G(jw)) ∈ ∪
i∈N

Gi. (8)

且

Gi =

{
ζ : ζ ∈ C,

∣∣∣∣∣ζ − ∑
vj∈Ni

aij
e−jwτ

jw

∣∣∣∣∣
6
∣∣∣∣∣ ∑
vj∈Ni

aij
e−jwτ

jw

∣∣∣∣∣
}
, (9)

其中, C 为复数域.令 di =
∑

vj∈Ni

aij ,则圆盘的中心

为 Gi0(jw) = di
e−jwτ

jw
.

当圆盘中心 Gi0(jw)的 Nyquist曲线随着 w ∈
R 变换时, 圆盘 Gi 也随之变化. 假设复平面的原

点为 O, O与 Gi0 连线的延长线交与圆盘的边界圆

周于 Wi 点, 易知随着 Gi 的变化, 端点 Wi 的轨迹

为Wi(jw) = 2di
e−jwτ

jw .
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由引理 2,令Wi(jw) = γi × Ei(jw). 当 γi < 1

时,容易得到 diτ <
π

4
.

令 γ = max {γi, i ∈ N},显然当 γ < 1, ∀i ∈ N ,

下式成立:

γCo (0 ∪ {Ei(jw)}) ⊇γiCo (0 ∪ {Ei(jw)})

=Co(0 ∪ {Wi(jw)}).

根据引理 2, (−1, j0) /∈ γCo (0 ∪ {Ei(jw), i ∈ N}),
所以 (−1, j0) /∈ Co(0 ∪ {Wi(jw), i ∈ N}). 由引
理 3 知, Co(0 ∪ {Wi(jw), i ∈ N}) ⊇ ∪

i∈N
Gi, 所

以 (−1, j0) /∈ ∪
i∈N

Gi. 故特征值 λ(G(jw)) 的轨迹

不包含 (−1, j0)点. 根据广义 Nyquist判据,特征方

程 (6)的所有特征根都具有负实部,即系统 (4)的状

态渐进达到分组一致.

定理 1证毕.

注释 1 文献 [23]中得到了系统达到分组收

敛一致时系统时延的上界. 然而, 从定理 1中系统

分组收敛的条件可知,系统的收敛要受到时延与智

能体间耦合强度的影响,从后文实验 2的分析与实

验对比结果容易知道,文献 [23]中所得到的系统时

延上界过于宽泛.

3.2 拓扑结构为无向连通图的一阶时延

系统分组一致

基于图论以及矩阵理论的知识,文献 [19—22]

针对以下控制算法:

ui =



∑
vj∈N1i

aij(xj(t)− xi(t))

+
∑

vj∈N2i

aijxj(t), ∀i ∈ L1,∑
vj∈N2i

aij(xj(t)− xi(t))

+
∑

vj∈N1i

aijxj(t), ∀i ∈ L2,

(10)

研究了拓扑结构为无向图、强连通平衡图 (含时滞

与切换两类情况)的多智能体系统的分组平均一致

性问题,并给出了相应的判据.

在协议 (10) 中, 对于 ∀i, j ∈ L1, aij > 0;

∀i, j ∈ L2, aij > 0; ∀i, j ∈ ϕ = {(i, j) : i ∈ L1, j ∈
L2} ∪ {(i, j) : j ∈ L1, i ∈ L2}, aij ∈ R. 同时假设协

议 (10)满足如下两个条件,以平衡两个分组间的相

互影响.

1)
n+m∑
j=n+1

aij = 0, ∀ i ∈ L1;

2)
n∑

j=1

aij = 0, ∀ i ∈ L2.

Yu等 [21,22] 基于控制协议 (10),研究了拓扑结

构为强连通平衡图的时滞切换系统,并给出了系统

分组收敛的相关判据. 受其相关工作的启发, 下面

我们分析拓扑结构为无向连通图的一阶时延系统,

并给出系统分组收敛一致的充分条件.

在协议 (10)的基础上,考虑如下控制协议:

ui =



∑
vj∈N1i

aij(xj(t− τ)− xi(t− τ))

+
∑

vj∈N2i

aijxj(t− τ), ∀ i ∈ L1,∑
vj∈N2i

aij(xj(t− τ)− xi(t− τ))

+
∑

vj∈N1i

aijxj(t− τ), ∀ i ∈ L2,

(11)

其中 τ 为系统的时延.

系统 (1)在 (11)式的作用下变为

ẋi(t) =



∑
vj∈N1i

aij(xj(t− τ)− xi(t− τ))

+
∑

vj∈N2i

aijxj(t− τ), ∀i ∈ L1,∑
vj∈N2i

aij(xj(t− τ)− xi(t− τ))

+
∑

vj∈N1i

aijxj(t− τ), ∀i ∈ L2.

(12)

定理 2 考虑拓扑结构为无向连通图 G 且包

含 n + m (n, m > 1) 个智能体的系统 (12), 其子

图 G1 与 G2 分别包含系统的前 n 和后 m 个结

点, 假设
n+m∑
j=n+1

aij = 0, ∀i ∈ L1 且
n∑

j=1

aij = 0,

∀i ∈ L2,如果 max{d̃iτ} <
π

4
, i = 1, 2, · · · , n +m,

则系统 (12) 能渐进达到分组一致. 其中, d̃i =
m+n∑

k=1,k ̸=i

aik.

对 (12)式做 Laplace变换,易得到其特征方程

为 det(sI + L(s)) = 0. 其中 L(s)定义如下:

L(s) = (lij(s)) =


−aij e

−sτ , j ̸= i;
m+n∑

k=1,k ̸=i

aik e
−sτ , j = i.

定理 2的证明过程与定理 1类似, 受篇幅限制,此

处不再赘述.

注释 2 当 τ = 0 时, 系统 (12) 与文献 [19]

的 (7)式一致,即文献 [19]的研究内容为系统 (12)

的特例.
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注释 3 当 τ ̸= 0 时, 考虑如下两种情况: 1)

n ̸= 0, m = 0; 2) n = 0, m ̸= 0, 此时分组一致协

议 (10)变为传统的一致性控制协议,且与文献 [5]

中协议 (A2)一致,容易看出定理 2所得到的系统收

敛条件与文献 [5]中 (44)式一致.

注释 4 从定理 1、定理 2所得到的系统收敛

条件可知, 当系统拓扑中其结点拥有较大出度时,

系统不能同时容忍较高时延. 然而, 系统的动态性

能一般能随着其拓扑连通强度的增大而得到改善.

所以在时延多智能体系统中,系统的性能与时延两

者之间存在着一个平衡. 同时, 随着系统拓扑连通

强度的增大,网络系统通信开销的成本也会随之增

加,故而多智能体网络系统的性能与其通信开销的

成本之间也存在着一个平衡的问题.

4 仿真实验

本节分别针对定理 1、定理 2, 结合具体实例

进行仿真实验,以验证所得结论的正确性.

假设系统 (4)的拓扑结构如图 1所示.

实验 1 假定智能体的初始状态为 x(0) =

[10.0 35.0 25.0 40.0 50.0]T, 系统中各智能体间的

连接权重如图 1 中所示. 现分别取时延 τ 的值

为 τ = 0.1 s、τ = 0.25 s,易知时延 τ 的取值都满足

定理 1的条件.系统 (4)中各智能体的状态分别如

图 2所示.

从图 2仿真实验的结果可以看出,系统均实现

了分组一致 (状态收敛到两个不同的值).且时延越

小,系统相对分组收敛得越快.

现将图 1 中各结点间的连接权重值由 1 均改

为 0.5,根据注释 4的分析,理论上系统的动态性能

会随着权重的降低而减弱,即系统的收敛时间会相

对变长. 此条件下, 系统 (4) 中各智能体的状态如

图 3所示.

1
2

3 
4 5 

1  

1

1

1  1  

图 1 系统拓扑结构图

对比图 2、图 3 的实验结果可以看出随着结

点间耦合强度的降低,系统的收敛速度会随之而变

慢. 由此, 进一步验证了文中相关理论分析内容的

正确性.

实验 2 从图 1得知, dmax = 3,结合定理 1的

收敛条件,可知时延 τ <
π

12
= 0.26 s. 在实验 1的

基础上,现取 τ = 0.26 s,系统 (4)中各智能体的状

态如图 4(a)所示.

从图 4(a)的实验结果可以看出,系统 (4)不能

达到渐进分组一致.

根据图 1, 容易计算得到矩阵 −(D + A)的特

征根分别为 λ1 = 0, λ2 = −0.8299, λ3 = −2, λ4 =

−2.6889, λ5 = −4.4812. 根据文献 [23]中所得到的

时延上界条件容易计算得到,当 τ ∈ (0, 0.35)时,系

统达到渐进分组一致.现取 τ = 0.3 s, 系统状态曲

线如图 4(b)所示. 显然,系统没能达到分组一致,从

而说明文献 [23]中所得到的时延上界过于宽泛.

0 4 8 12 16 20

-20

0

20

40

t/s
0 4 8 12 16 20

-40

-20

0

20

40

t/s

(a) (b)

图 2 多智能体系统状态图 (a) τ = 0.1 s; (b) τ = 0.25 s
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图 3 多智能体系统状态图 (a) τ = 0.1 s; (b) τ = 0.25 s
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图 4 多智能体系统状态图 (a) τ = 0.26 s; (b) τ = 0.3 s

1
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3

图 5 系统拓扑结构图

假设系统 (12)的拓扑结构如图 5所示.

实验 3 假定智能体的初始状态为 x(0) =

[−5 2 3 − 1 8]T, 系统中各智能体间的连接权

重如图 5 所示. 现分别取时延 τ 的值为 τ = 0 s,

τ = 0.15 s. 易知时延 τ 的取值都满足定理 2的条

件.系统 (12)中各智能体的状态分别如图 6所示.

从图 6两组实验的结果可以看出,系统均实现

了分组一致, 且随着时延的不断增大, 系统的收敛

时间也随之变长, 所以时延的存在, 影响着系统的

动态性能.
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图 6 多智能体系统状态图 (a) τ = 0 s; (b) τ = 0.15 s
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图 7 多智能体系统状态图 (τ = 0.20 s)

根据图 5,易知 max d̃i = 4,由定理 2的收敛条

件知 τ <
π

16
≈ 0.20. 现取 τ = 0.20 s,系统 (12)中

各智能体的状态曲线如图 7所示. 显然, 系统 (12)

没能达到分组一致.由此, 进一步说明了定理 2中

所得结论的正确性.

5 结论及展望

论文针对两种拓扑结构的一阶时延多智能系

统, 研究了其分组一致性的问题. 基于频域控制理

论的方法,分析并得到了系统分组收敛一致的充分

条件.文献 [23]的研究结论与文中定理 1的结论相

比,时延的上界过于宽泛.同时,由于时延的普遍存

在, 定理 2的研究内容与文献 [19]相比,更具有现

实意义.最后, 通过仿真实验验证了理论分析所得

结论的正确性.

尽管目前国际、国内众多的研究者对多智能

体系统一致性问题的研究已取得了丰硕的成果,但

是据我们所知,针对多智能体系统分组一致性的研

究还鲜有报道. 故而, 我们所做的工作是对目前该

领域相关研究工作的一个探讨与补充,相信针对不

同拓扑结构以及不同条件,如多时延、切换、高阶

等多智能体系统分组一致性问题的研究后续将会

得到越来越多研究者的关注.
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Abstract

In this paper, a new consensus problem is investigated which is group consensus. It contains such consensus problem as a spe-

cial case that all agents in a network reach a consistent value asymptotically. Consider a dynamic multi-agent system with connected

undirected or connected bipartite graph topology and delays, two novel consensus protocols are introduced to solve the group con-

sensus problem. The convergence analysis is discussed and the sufficient condition for system group convergence is obtained based

on the frequency-domain analysis and generalized Nyquist criterion, respectively. And we know that the condition of group conver-

gence is only depended on system’s time delay and the adjacent weight between the agents, meanwhile, delay can affect the dynamic

characteristics of the system. Finally, simulations are provided to demonstrate the effectiveness of our theoretical results.
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