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厄尔尼诺 -南方波涛动时滞海气振子耦合

模型的分岔分析*

徐昌进 †

(贵州省经济系统仿真重点实验室,贵州财经大学,贵阳 550004 )

( 2012年 5月 19日收到; 2012年 6月 2日收到修改稿 )

本文研究了一类具有时滞的厄尔尼诺 -南方波涛动模型. 得到了该模型在平衡点稳定的充分条件.通过选择时

滞 η 为分岔参数,得到了当时滞 η 通过一系列的临界值时, Hopf分岔产生,然后,应用中心流形和规范型理论,得到

了确定 Hopf分岔特性 (例如 Hopf分岔方向和分岔周期解的稳定性以及 Hopf分岔周期解的周期等)的计算公式. 最

后进行数值模拟验证了所得结果的正确性.
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1 引 言

厄尔尼诺 -南方波涛动 (ENSO)是发生在赤道

太平洋的大气和海洋运动相互作用的自然现象.它

是目前全球气候系统年际变化中最强的信号之一.

它的发生严重地影响全球各地区气候和生态等方

面的变化. 因此, ENSO 现象已经成为当前学术界

关注的焦点 [1−8]. 文献 [9] 研究了一类厄尔尼诺

时滞海 - 气振子摄动解, 文献 [10] 研究海 - 气振

荡子中的极限环解, 文献 [11] 讨论了 ENSO 非线

性模型的摄动解, 文献 [12] 分析了厄尔尼诺 - 南

方涛动时滞海 - 气振子耦合模型的解的渐近展开

式. 文献 [13]运用同伦映射方法给出了一个厄尔尼

诺 -南方海涛 (ENSO)的时滞振子的模型的的近似

解.2001年,王雯等 [14]研究了下列赤道太平洋的非

线性时滞模型:

dT

dt
= aτ1 − b1τ1(t− η)− εT 3,

dτ1
dt

= dT −Rτ1τ1,

(1)

其中 T 为区域 Niño-3 的 SST 异常,τ1 为在区

域 Niño-4 的信风强度异常, η 为西太平洋转到东

太平洋信风传播波的时间, a为关于 T 的正反馈系

数, b1 为由于在西海岸反射波的负反馈系数,d为联

系到 Niño-3区域的 SST异常到 Niño-4区域的信风

强度异常的系数, Rτ1 为信风衰减系数, ε为 SST的

立方衰减系数, 这里 ε为正的小参数. a, b1, d, Rτ1

均为正常数.

考虑到实际现象模型 (1)中的各系数一般与随

着时间发生变化, 文献 [1] 研究了下列厄尔尼诺 -

南方涛动时滞海气振子模型:

dT

dt
= a(t)τ1 − b1(t)τ1(t− η)− εT 3,

dτ1
dt

= d(t)T −Rτ1(t)τ1

(2)

的周期解问题,其中 a(t), b1(t), d(t)和 Rτ1 均为连

续的 ω周期函数. 运用重合度理论,文献 [1]得到了

系统 (2)存在周期解存在的充分条件.

我们知道时滞对系统动力学行为有着重要的

影响,本文将选择时滞 η为参数对 (1)进行 Hopf分
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岔分析,得到了系统 (1)的平凡解稳定的条件, Hopf

分岔产生的条件及确定 Hopf分岔方向和分岔周期

解的稳定性的计算公式.

2 平衡点的稳定性和 Hopf 分岔的
存在性

如果下列条件:

(H) a < b1

成立,则系统 (1)有唯一的平衡点 E(0, 0). 系统 (1)

的线性化方程为

dT

dt
= aτ1 − b1τ1(t− η),

dτ1
dt

= dT −Rτ1τ1.

(3)

(3)式的特征方程为

λ2 +Rτ1λ− ad+ b1d e
−λη = 0. (4)

引理 1 假设条件 (H)成立,则 (4)式当 η = ηk

时有唯一一对简单纯虚根 ±iω0,其中,

ηk =
1

ω0

[
arccos

ω2
0 + ad

b1d
+ 2kπ

]
,

(k = 0, 1, 2, · · · ), (5)

ω0 =
1√
2

[
−(2ad+R2

τ1)) +
√
∆
]1/2

, (6)

∆ =((2ad+R2
τ1))

2 − 4[(ad)2 − (b1d)
2]. (7)

证明 若 λ = iω, (ω > 0)是 (4)的根,则当且

仅当 ω满足

b1d cosωη = ω2 + ad,

b1d sinωη = Rτ1ω.
(8)

两式平方相加得

(ω2 + ad)2 + (Rτ1ω)
2 =(b1d)

2, (9)

ω4 + (2ad+R2
τ1)ω

2 + (ad)2 − (b1d)
2 =0. (10)

于是由 (10)式知该方程有正根

ω0 =
1√
2

[
−(2ad+R2

τ1)) +
√
∆
]1/2

,

其中 ∆ 由 (7) 式定义, 由 ω0 是 (10) 式的根 (也就

是 (9)式的根),从而有

(ω2 + ad)2 + (Rτ1ω)
2

(b1d)2
= 1.

因此
(ω2 + ad)2

(b1d)2
6 1.

于是

−1 6 ω2 + ad

b1d
6 1. (11)

令

ηk =
1

ω0

[
arccos

ω2
0 + ad

b1d
+ 2kπ

]
, (k = 0, 1, 2, · · · ).

由 (11)式知 ηk 有定义,于是 (ηk, ω0)是 (8)式的解,

故 λ = ±iω0 是 (4)式当 η = ηk 时的纯虚根,唯一

性显然. 令

K(λ, η) = λ2 +Rτ1λ− ad+ b1d e
−λη.

若 λ = iω0,不是 (4)当 η = ηk (k = 0, 1, 2, · · · )时
的单根,则有

dK

dλ

∣∣∣η=ηk

λ=iω0

=
[
2λ+Rτ1 − b1d e

−λητ
] ∣∣∣η=ηk

λ=iω0

= 0.

(12)

联立 (4)式与 (12)式有

b1d e
−iω0ηk =ω2

0 −Rτ1ω0 i + ad,

b1d e
−iω0ηkηk =− 2iω0 +Rτ1 .

(13)

两式相除得

ηk = − 2iω0 −Rτ1

ω2
0 −Rτ1ω0 i + ad

.

从而有

(ω2
0 + ad)ηk = Rτ1 ,

也就是

ηk =
Rτ1

ω2
0 + ad

. (14)

与 (5) 式矛盾. 故 λ = ±iω0 是 (4) 式当 η = ηk

(k = 0, 1, 2, · · · )时的单根.证毕.

记 λ(η) = α(η) + iω(η) 为 (4) 式的满

足 α(ηk) = 0, ω(ηk) = ω0 的根, 其中 ηk 由 (5) 式

定义.

引理 2 假设 (H)成立,则
dα(η)

dη

∣∣∣
η=ηk

> 0.

证明 把 λ(η) 代入 (4) 式, 两端对 η 求导, 整

理得 [
dλ(η)

dη

]−1

=
2λ+Rτ1

b1dλ e−λη
− η

λ
. (15)

把 η = ηk 代入 (15)式并根据 (8)式得[
dα(η)

dη

]−1

=
Rτ1 sinω0ηk + 2ω0 cosω0ηk

b1dω0
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=
R2

τ1 + 2(ω2
0 + ad)

b1d
> 0 (16)

证毕.
引理 3 对方程 (4), 假设 (H) 成立, 当 τ ∈

[0, τ0) 时, 其所有根具有严格负实部, 当 η = η0

时, (4) 式除 ±iω0 外的其他根都具有严格负实

部, 当 η ∈ (ηk, ηk+1] 时, (4) 式有 2(k + 1) 个具

有严格正实部的根, (k = 0, 1, 2, · · · ),其中,ηk 由 (5)

式定义.
证明 注意到在条件 (H) 下, 当 η = 0, (4) 式

的根都具有严格的负实部,再应用 [15] 中的引理及

上述引理 1和引理 2 ,即得该引理的证明. 证毕.
应用引理 1和引理 2,引理 3和Hale[16]的第 11

章的定理 1.1可得
定理 1 假设 (H)成立, 对系统 (1)有如下结

论: (i) η ∈ [0, η0),其零解是渐近稳定的; (ii) η > η0,

其零解是不稳定的; (iii) η = ηk (k = 0, 1, 2, · · · )
是 Hopf分岔值,其中 ηk 由 (5)式定义.

3 Hopf分岔方向及稳定性

本节我们利用中心流形理论和和规范型方

法 [2] 给出系统 (1)的 Hopf分岔方向,分岔周期解

的稳定性等计算公式.
为方便, 令 t = sη, T (sη) = x1(s), τ1(sη) =

x2(s), η = ηk + µ, µ ∈ R, ηk 由 (5) 式定义, 且仍

记 t = s,则系统 (1)等价于系统
dT

dt
= (ηk + µ)[aτ1 − b1τ1(t− 1)− εT 3],

dτ1
dt

= (ηk + µ)[dT −Rτ1τ1],

(17)

(17)式的线性部分为
dT

dt
= (ηk + µ)[aτ1 − b1τ1(t− 1)],

dτ1
dt

= (ηk + µ)[dT −Rτ1τ1].

(18)

(17)式的右端的非线性部分为

h = (ηk + µ)

−εT 3(t)

0

 . (19)

对 φ = (φ1, φ2)
T ∈ C([−1, 0], R2),记

Lµφ =Bφ(0) + Cφ(−1),

h(µ, φ) =(ηk + µ)

−εφ3
1(0)

0

 ,

这里

B =(ηk + µ)

 0 a

d −Rτ1

 ,

C =(ηk + µ)

 0 −b1
0 0

 .

于是, 由 Riesz 表示定理, 存在分量为有界变差函

数的二阶矩阵 η(θ, µ) : [−1, 0] → R2. 使对任意

的 φ ∈ C([−1, 0], R2)有

Lµφ =

∫ 0

−1

dη(θ, µ)φ(θ).

事实上,只要取

η(θ, µ) =


−C, θ = −1,

0, −1 < θ < 0,

B, θ = 0

即可.对 φ ∈ C([−1, 0], R2),定义

A(µ)φ =


dφ(θ)

dθ
, −1 6 θ < 0,∫ 0

−1

dη(s, µ)φ(s), θ = 0,

Rφ =

0, −1 6 θ < 0,

h(µ, φ), θ = 0.

于是 (17)式可写成如下形式:

ẋt = A(µ)xt +Rxt. (20)

其中 x = (x1, x2)
T. 对 α ∈ C([0, 1], (R2)∗),定义

A∗α(s) =


− dα(s)

ds
, s ∈ (0, 1],∫ 0

−1

dηT(t, 0)φ(−t), s = 0.

对 φ ∈ C([−1, 0], R2)和 ψ ∈ C([0, 1], (R2)∗),定义

双线性积

⟨ψ,φ⟩ = ψ(0)φ(0)−
∫ 0

−1

∫ θ

ξ=0

ψT(ξ−θ)dη(θ)φ(ξ)dξ.

这里 η(θ) = η(θ, 0), 则算子 A = A(0) 与 A∗ 是共

轭算子.
由第 2 节的讨论及变换 t = sη 可知, ±iω0ηk

是算子 A = A(0)的特征值,且 A的其它的特征值

都具有严格负实部,从而, ±iω0ηk 也是算子 A∗ 的

特征值,于是有
引理 4 q(θ) = (1, α)T e iω0ηkθ是算子A(0)关

于 ω0ηk i 的特征向量, q∗(s) = D(1, β)T e iω0ηks 是
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算子 A∗ 关于 −ω0ηk i 的特征向量并且 ⟨q∗, q⟩ = 1,

⟨q∗, q⟩ = 0,其中

α =
iω0

a− b1 e−iω0ηk
,

β =
iω0

d
,

D =
1

1 + αβ − ηkb1ᾱ e iω0ηk
.

上述引理的证明直接计算即可, 故我们省略.

令 z(t) = ⟨q∗, xt⟩,其中 xt 是方程 (20)当 µ = 0时

的解,则由文献 [2]有
dz(t)

dt
= iηkω0z(t) + q̄∗(0)f̄(z, z̄), (21)

其中 f̄(z, z̄) = h(0,W (z, z̄) + 2Re{zq}), W (z, z̄) =

xt − 2Re{zq}. 而

W (z, z̄) =W20
z2

2
+W11zz̄ +W02

z̄2

2
+ · · · . (22)

再把 (21)式改写为
dz(t)

dt
= iτkω0z(t) + g(z, z̄),

其中

g(z, z̄) = g20
z2

2
+ g11zz̄ + g02

z̄2

2
+ · · · . (23)

又

W ′ = xt
′ + z′q − z̄′q̄. (24)

将 (20), (21)式代入 (24)式得

W ′ =

AW − 2Re{q̄∗(0)f̄ q(θ)}, −1 6 θ < 0,

AW − 2Re{q̄∗(0)f̄ q(θ)}+ f̄ , θ = 0,

def
=AW +H(z, z̄, θ), (25)

其中

H(z, z̄, θ) = H20
z2

2
+H11zz̄+H02

z̄2

2
+ · · · . (26)

且

W ′ =Wzz
′ +Wz̄ z̄

′ = AW +H(z, z̄, θ).

将上述相应的级数展式代入,比较系数得

(AW − 2iηkω0)W20 = −H20(θ), (27)

AW11(θ) = −H11(θ). (28)

注意到

xt(θ) =(x1t(θ), x2t(θ))

=W (z, z̄, θ) + zq(θ) + z̄q̄(θ)

=

W (1)(z, z̄, θ)

W (2)(z, z̄, θ)

+ z

 1

α

 e iη0ω0θ

+ z̄

 1

ᾱ

 e−iη0ω0θ,

我们有

x1t(0) =z + z̄ +W
(1)
20 (0)

z2

2
+W

(1)
11 (0)zz̄

+W
(1)
02 (0)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3.

由 f̄ = h和 h的定义,有

f̄(z, z̄) = ηk

−ε(z + z̄ +W
(1)
20 (0)z

2

2 +W
(1)
11 (0)zz̄ +W

(1)
02 (0) z̄

2

2 +O(|(z, z̄)|3))3

0

 .

另一方面,

g(z, z̄) =q̄∗(0)f̄(z, z̄) = D̄ηkε

[(
z + z̄ +W

(1)
20 (0)

z2

2
+W

(1)
11 (0)zz̄ +W

(1)
02 (0)

z̄2

2
+O(|(z, z̄)|3)

)3
]
. (29)

比较 (23), (29)式并注意到 (22)式有

g20 = g11 = g02, g21 = 2D̄ηkε.

于是我们可以计算如下数值:

c1(0) =
i

2ω0ηk

(
g20g11 − 2|g11|2 −

|g02|2

3

)
+
g21
2

= D̄ηkε,

µ2 =− Re{c1(0)}
Re{λ′(ηk)}

,

β2 =2Re(c1(0)),

T2 =− Im{c1(0)}+ µ2Im{λ′
(ηk)}

ω0ηk
. (30)

定理 2 在假设 (H) 的条件下, µ = 0 是

系统 (1) 的 Hopf 分岔值. 分岔方向由 µ 确定, 如

果 µ > 0 (µ < 0),则系统 (1)有超临界分岔 (次临界

分岔); 分岔周期解稳定性由 β2 确定, 如果 β2 > 0

(β2 < 0),分岔周期解是稳定的 (不稳定的);分岔周
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期解的周期由 T2 确定,如果 T2 > 0 (T2 < 0),分岔

周期解的周期是增加的 (减小的).

4 数值模拟

在这一节, 我们取不同的时滞 η 对系统 (1)进

行数值模拟,我们考虑下列系统：

dT

dt
= 0.5τ1 − 0.9τ1(t− η)− 0.6T 3,

dτ1
dt

= 0.6T − 0.8τ1,

(31)

显然, 系统 (31) 有唯一平衡点 E(0, 0) 并且满

足定理 1 的条件, 经计算得 ω0 = 0.89458,

η0 = 1.55, λ′(η0) = 0.48954 − 0.43233i, 从而,

c1(0) = −16.2754 − 32.5538i, µ2 = 22.4508 > 0,

β2 = −17.4869 < 0, T2 = 27.5301 > 0. 故得到

当 η < η0 = 1.55时,正平衡点 E(0, 0)是渐近稳定

的,当 τ 通过临界值 τ0 = 1.55时,正平衡点 E(0, 0)

失去稳定性, Hopf 分岔产生, 由 µ2 > 0, β2 < 0

知 Hopf 分岔为超临界的, 分岔方向为 η > η0 且

从 E(0, 0)附近产生的 Hopf分岔周期解是稳定的,

其数值模拟见图 1和图 2.
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图 1 当 η = 1.5 < η0 ≈ 1.55时,系统 (31)的波形图和相图,平衡点是渐近稳定的,初值为 (0.1, 0.1)

5 结 论

本文研究了一类厄尔尼诺 -南方波涛动时滞海

气振子耦合模型的 Hopf分岔特性. 通过选择时滞

为分岔参数, 得到了系统产生 Hopf分岔的时滞临

界值的表达式. 当时滞超过某一临界值时, 系统失

稳且在平衡点附近产生一簇周期解.运用中心流形

和规范型理论得到了确定 Hopf 分岔方向和 Hopf

分岔周期解的稳定性的具体计算公式. 最后, 运

用MATLAB软件进行数值模拟验证了所得理论分

析结果的正确性. 结果表明: 西太平洋转到东太平

洋信风传播波的时间对系统的动力学行为有重要

影响,可以导致系统产生周期震荡. 我们可以通过

调节西太平洋转到东太平洋信风传播波的时间来

对系统进行控制. 另外, 当西太平洋转到东太平洋

信风传播波的时间继续增大是系统可能表现出更

复杂的动力学行为, 如混沌的出现, 其相应的现象

和机理将有待今后继续研究.
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图 2 当 η = 1.65 > η0 ≈ 1.55时,系统 (31)的波形图和相图,平衡点处 Hopf分岔产生,初值为 (0.1, 0.1)
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Abstract

In this paper, a delayed sea-air oscillator coupling model for the ENSO is investigated. We obtain the sufficient condition of

stability in equilibrium. By choosing delay η as a bifurcation parameter, we show that Hopf bifurcation can occur when delay η passes

through a sequence of critical values. Meanwhile, based on the center manifold theory and the normal form approach, we derive the

formula for determining the properties of Hopf bifurcating periodic orbit, such as the direction of Hopf bifurcation, the stability of Hopf

bifurcating periodic solution and the periodic of Hopf bifurcating periodic solution. Finally, numerical simulations are carried out to

illustrate the analytical results.
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