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蒙特卡罗模拟中相关变量随机数序列的产生方法
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蒙特卡罗模拟有时需要对多维相关随机变量进行模拟抽样. 本文介绍基于 Choesky因子线性变换 -非线性变换

产生具有指定边缘分布和相关系数的多维相关随机变量抽样序列的一般方法,给出一种简单易行的高效数值实现

途径和一些模拟结果.模拟结果表明,该方法产生的各随机变量抽样序列间具有预期要求的相关性,并能通过指定

边缘分布 Kolmogorov-Smirnov非参数假设检验. 对该方法应用中的一些限制问题进行了讨论.
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1 引 言

自蒙特卡罗方法于 20 世纪 40 年代作为一种

独立的统计模拟方法被提出以来,已在多个研究领

域得到了广泛的应用 [1−8]. 由具有已知分布的随机

变量总体中抽取简单子样,在蒙特卡罗方法中占有

非常重要的地位 [1]. 对于多维随机变量的蒙特卡罗

方法模拟问题,往往假定各随机变量是相互独立的,

因此对由各已知分布随机变量总体中抽取产生满

足独立性和均匀性要求的伪随机数序列子样的方

法研究较为充分深入. 在某些科学问题中, 需要对

多维具有相关性的随机变量进行模拟,首先要从各

已知边缘分布总体中抽取子样产生具有指定相关

系数 (或协方差矩阵)的多个随机数序列. 对多维正

态分布的相关变量随机数抽样序列的产生方法,已

有较多文献介绍,基于协方差矩阵 Cholesky因子分

解的线性变换方法被认为是最好的一种方法 [9−13].

但由于线性变换不能保证非正态分布随机变量的

分布规律不发生改变,因此对于多维非正态分布相

关随机变量的抽样无法通过线性变换产生. 一些

重要的蒙特卡罗专著中较少见到关于非正态分布

相关随机变量抽样序列模拟的深入讨论 [11−16]. Li

和 Hammond, Ronald 和 Conover, Ronald 和 James,

Charles等对多维非正态分布相关随机变量抽样的

一般方法进行过探讨 [17−20]. Li和 Hammond的方

法基于线性变换 -非线性变换两步变换法,从原理

上看实现过程比较容易控制,在具体实现方法上采

用的是 Newton-Raphson 迭代, 需要计算比较复杂

的函数导数. Ronald等的方法基于 Spearman相关

系数矩阵的调整, 数值实现过程较难控制. Charles

介绍的方法基于快速发展中的联接函数 (copula)理

论,并对部分同概率分布的二维相关随机变量进行

过模拟抽样. 另有一部分文献仅涉及一些特殊分布

相关随机变量伪随机数序列的抽样方法 [21,22]. 金

畅、夏尊铨对相关随机变量抽样序列模拟作过一

些理论介绍,但对实现方法没有深入讨论 [23]. 本文

介绍基于两步变换法的多维相关随机变量随机数

序列模拟的一般方法,并给出一种简单易行的高效

实现技术途径和一些模拟结果.

2 相关随机变量模拟方法

2.1 正态分布相关随机变量模拟方法

由于正态分布具有在线性变换下保持分布规
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律不变的独特性质, 因此多维相关正态分布随机

变量抽样序列可以通过协方差矩阵的 Cholesky因

子对独立正态分布随机变量抽样序列进行线性变

换来产生 [9—13]. 多维正态分布相关随机变量随

机数序列产生方法是两步变换法产生多维非正态

分布随机变量随机数抽样序列的基础,为便于应用

并与 Matlab等通用数学软件的向量和矩阵运算规

则协调一致, 本文在此一并给出, 数学表示上与文

献 [9—13]略有不同.

令Xm×n = (X1, X2, · · · , Xn)为需要产生的 n

维相关正态分布随机变量抽样序列, 其中每个变

量 Xi(i = 1, 2, · · · , n)均为m个随机数抽样序列构

成的列向量 (蒙特卡罗模拟中, m是各变量需要进

行的模拟抽样总次数,一般情况下 m远大于 n),其

均值为 µ = (µ1, µ2, · · · , µn),协方差矩阵为

vn×n =


v11 v12 · · · v1n
v21 v22 · · · v2n
· · · · · · · · · · · ·

vn1 vn2 · · · vnn

 , (1)

则产生 n维相关正态分布随机变量抽样序列 X 的

步骤如下.

步骤 1 产生 n维独立标准正态分布随机变

量抽样序列 Ym×n = (Y1, Y2, · · · , Yn),每个变量抽

样序列随机数个数为m;

步骤 2 将协方差矩阵 vn×n 进行 Cholesky

分解 (实际存在的随机变量抽样序列的协方差矩

阵 vn×n 总是对称、正定的
[24],这种分解总是可行

的), vn×n = CT
v · Cv,其中 Cv,n×n为上三角矩阵;

步骤 3 进行线性变换,令

Xm×n = Ym×n · Cv,n×n + µm×n. (2)

产生已知相关系数矩阵的相关正态分布随机变量

抽样序列也是比较容易的. 实际上, 如果需要产生

的 n维相关正态分布随机变量抽样序列的相关系

数矩阵为

Rn×n =


1 r12 · · · r1n
r21 1 · · · r2n
· · · · · · · · · · · ·

rn1 rn2 · · · 1

 . (3)

对 Rn×n进行 Cholesky分解 Rn×n = CT
r Cr,则

X ′
m×n = Ym×n · Cr,n×n. (4)

为具有给定相关系数矩阵 Rn×n 的标准正态分

布,令

Xi = σi ×X ′
i + µi, i = 1, 2, · · · , n, (5)

也可得到标准偏差为 σi和平均值为 µi的相关正态

分布随机变量抽样序列 Xi,各 Xi 仍然具有相关系

数矩阵为 Rn×n的相关性.

2.2 非正态分布相关随机变量模拟方法

2.2.1 两步变换法

产生具有指定相关系数矩阵 RZiZj 和边缘分

布的 n维相关随机变量抽样序列 Z 的两步变换法

途径示于图 1[17], 其中, Y 为独立标准正态分布随

机变量抽样序列; V 为相关正态分布随机变量抽样

序列,它具有下文给出方法计算得到的 RViVj
构成

的相关系数矩阵.

Y 

 
 V  Z 

 hi, i=1,2,3SSSn

图 1 产生相关非正态分布随机变量抽样序列的两步

变换法

第一步变换是由独立正态分布随机变量抽样

序列 Y 变换到具有需要相关系数矩阵 RViVj
的相

关正态分布随机变量抽样序列 V . 选择相关正态分

布随机变量作为中间变换变量是因具有需要相关

系数矩阵的相关正态分布随机变量抽样序列容易

通过 2.1节所述方法实现.

第二步变换操作是对各相关正态分布随机变

量抽样序列 (各列向量)进行非线性变换,其中 Z的

各变量可以指定具有不同的分布函数,已知 Z 的各

变量分布的方差则 Z 的相关系数矩阵和协方差矩

阵可以相互换算得到. 利用该非线性变换,可以根

据要求产生的非正态分布相关随机变量 Z 的相关

系数矩阵确定需要的相关正态分布随机变量 V 的

相关系数矩阵. 事实上, V 的相关系数矩阵通常不

同于 Z 的相关系数矩阵.

该方法的具体实施步骤如下.

步骤 1 确定由正态分布随机变量 Vi 到要求

产生的随机变量 Zi非线性变换 hi;

步骤 2 根据 RZiZj 和非线性变换确定相

关正态分布随机变量抽样序列 V 的相关系数矩

阵 RViVj ;
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步骤 3 通过 Cholesky 分解 RViVj 确定线性

变换矩阵;

步骤 4 产生独立的正态分布随机变量抽样

序列 Y ;

步骤 5 通过线性变换产生相关正态分布随

机变量抽样序列 V ;

步骤 6 由非线性变换 hi 将正态分布随机变

量 Vi 变换到要求产生的随机变量 Zi,构成随机变

量抽样序列 Z.

可以看出,相关非正态分布随机变量抽样序列

产生所特有步骤是这里的步骤 1、步骤 2和步骤 6,

而步骤 6在步骤 1完成后很容易实施.

2.2.2 非线性变换

假定要求产生的随机变量抽样序列 Z 的各变

量 Zi 概率密度函数 fZi
(zi)已知,则存在单调函数,

使得∫ vi

−∞
fVi(vi)dvi =

∫ zi

−∞
fZi(zi)dzi = FZi(zi),

i = 1, 2, · · · , n, (6)

其中 fVi(vi)为需要的正态分布中间变量的概率密

度函数. 两个积分结果实际上是相应分布概率密

度函数的累加分布函数. 为使变换简化, 可以让所

需正态分布中间变量 V 的概率密度函数 fVi(vi)具

有”0”期望值和单位方差的标准形式, 其累加分布

函数可以用标准误差函数来表示,因此有

zi = F−1
Zi

[
1

2
(1 + erf(vi))

]
. (7)

(6)式实际上定义了从标准正态分布到所要求概率

分布随机变量的非线性变换,即

zi = hi(vi) = F−1
Zi

[
1

2
(1 + erf(vi))

]
. (8)

文献 [17]中将标准正态分布的累加分布函数等同

表示为标准误差函数,与目前概率统计学中通常定

义的标准误差函数不一致, (7)式和 (8)式对此作了

修正.

2.2.3 相关系数阵 RViVj
的确定方法

下面导出任何一对输入随机变量 Vi, Vj 和对

应输出随机变量 Zi, Zj 的相关系数 RViVj 和 RZiZj

间的关系,其中 i, j = 1, 2, · · · , n, i ̸= j. 文献 [17]

在推导时假设了随机变量 Zi, Zj 的期望值为 “0”,

为避免应用于非 “0”期望分布时疏忽带来错误,本

文在一般情况下进行推导. 设输出随机变量 Zi,

Zi 的期望值为 µZi , µZj , 标准偏差 σZi , σZj , 则 Zi

和 Zi相关系数可以表示为

RZiZj =
E
[
(Zi − µZi)

(
Zj − µZj

)]
σZi

σZj

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

(hi(vi)− µZi
)

σZi

(hj(vj)− µZj )

σZj

× fViVj
(vi, vj)dvidvj ,

i, j = 1, 2, · · · , n, i ̸= j, (9)

其中 hi 和 hj 为对 Vi 和 Vj 的非线性变换,

fViVj
(vi, vj) 为二元正态分布的联合概率密度函

数,其中 Vi, Vj 的边缘分布均为期望值为 “0”,方差

为 “1”的标准正态分布,相关系数为 RViVj . 可以看

到, 一旦所有非线性变换确定, RZiZj 仅依赖于联

合概率密度函数 fViVj (vi, vj), 最终决定于未知参

数 RViVj . 可将 (9)式进一步写为

RZiZj

=

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞

(
F−1
Zi

[
1

2
(1 + erf(vi))

]
− µZi

)
σZi

×

(
F−1
Zj

[
1

2
(1 + erf(vj))

]
− µZj

)
σZj

× 1

2π
√
1−R2

ViVj

× exp

−(
v2i − 2 ·RViVj

· vivj + v2j
)

2
(
1−R2

ViVj

)
 dvidvj ,

i, j = 1, 2, · · · , n, i ̸= j. (10)

实际上, (10)式把相关系数 RViVj 和 RZiZj 联系起

来,其中 RZiZj 已知而 RViVj 未知.

在积分可以解析运算的情况下 RViVj 可以容

易地得到,如 Zi, Zj 均为均匀分布时,

RViVj = 2 · sin
(
π

6
RZiZj

)
. (11)

如要产生的 Zi, Zj 均为 σ 参数相同的对数正态分

布, 文献 [23] 给出了 RViVj
的理论解析计算公式,

但该式的推导存在错误,依据该式不能产生所需的

抽样序列. 正确的计算公式如下:

RViVj =
ln(RZiZj

×
[
exp(σ2)− 1

]
+ 1)

σ2
. (12)

通常 (10) 式积分不易处理, 必须用数值方法. 文

献 [17]给出了 (10)式基于 Newton-Raphson迭代数
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值解法,该方法需要知道 (10)式关于 RViVj 的导数,

即使采用数值计算也是比较麻烦的. 本文给出另一

种具体确定方案.

在标准偏差 σZi , σZj 一定的情况下, RViVj

和 RZiZj 是由 (10)式的单值函数确定的,而 RViVj

和 RZiZj 的取值范围均在 [−1, 1] 区间. 因此, 我

们可以计算 RViVj
在 [−1, 1] 区间系列的值对应

的 RZiZj
, 通过拟合插值反过来确定要求的 RZiZj

下对应的所需 RViVj
. 由于 fViVj

(vi, vj) 是二元标

准正态分布的联合概率密度函数, 数值计算中

两积分的积分上下限选择 [−4, 4] 就足够精确了.

这种方法通过数值计算实施起来要容易方便、快

捷得多.

3 相关随机变量模拟示例和一些结果

3.1 指定 RZiZj 对应的 RViVj 的数值计

算

计算了产生多种概率分布组合要求相关随机

变量的 RZiZj
所需相关标准正态分布的 RViVj

值,

表 1给出了要求产生的 Zi, Zj 为均匀分布和对数

正态分布时对应的 RViVj
的数值方法计算结果和

理论解析计算结果.

表 1 产生相关系数为 RZiZj
随机变量序列所需的 RViVj

值

RZiZj

需要的相关标准正态分布的 RViVj
值

Zi, Zj 服从均匀分布 Zi, Zj 服从参数 σ = 1的对数正态分布

数值计算 理论值 数值计算 理论值

−1 −1.000 −1 不合理 不合理

−0.9 −0.90826 −0.90798 不合理 不合理

−0.8 −0.81379 −0.81347 不合理 不合理

−0.7 −0.71707 −0.71674 不合理 不合理

−0.6 −0.61837 −0.61803 不合理 不合理

−0.5 −0.51796 −0.51764 不合理 不合理

−0.4 −0.41612 −0.41582 不合理 不合理

−0.3 −0.31311 −0.31287 −0.72477 −0.72461

−0.2 −0.20923 −0.20906 −0.42116 −0.42107

−0.1 −0.10476 −0.10467 −0.18858 −0.18853

0 0 0 0 0

0.1 0.10476 0.10467 0.15863 0.15857

0.2 0.20923 0.20906 0.29556 0.29539

0.3 0.31311 0.31287 0.41603 0.41574

0.4 0.41612 0.41582 0.52359 0.52314

0.5 0.51796 0.51764 0.62077 0.62011

0.6 0.61837 0.61803 0.7094 0.70851

0.7 0.71707 0.71674 0.79086 0.78973

0.8 0.81379 0.81347 0.86621 0.86484

0.9 0.90826 0.90798 0.93625 0.9347

1 1 1 1 1

数值计算结果表明,如果要求产生随机数抽样

序列的相关随机变量中的某个变量 Zi 指定是均匀

分布,则产生该变量抽样序列的标准正态分布中间

变量 Vi 与产生其他变量 Zj 抽样序列的标准正态

分布中间变量 Vj 的相关系数 RViVj 不依赖于该均

匀分布随机变量 Zi 分布区间的起始点和宽度.如

果要求产生的两个随机变量 Zi, Zj 抽样序列服从

相同 σ 参数的对数正态分布时, 其 RViVj
结果只

与 σ 和要求的相关系数 RZiZj
有关, 与参数 µ 无

关.而理论分析和计算也可说明这一点. 对某些要

求的概率分布随机变量 Zi, Zj 及 RZiZj ,数值计算

和理论分析计算都得不到合理的 RViVj 值,比如绝

对值以不可接受的误差范围大于 1,或者可能出现

复数.
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3.2 相关随机变量的模拟抽样示例结果

第一个例子是要求产生具有如下相关系

数矩阵的相关均匀分布 Z1, Z2, Z3, 其中 Z1,

Z2 ∼ U(−1, 1), Z3 ∼ U(0, 4):

RZ1Z2Z3 =


1 0.8 −0.8

0.8 1 −0.375

−0.8 −0.375 1

 .

0

0 0.5-0.5-1.0 1.0

(a)

(b)

(c)

0.4

-0.4

0.8

-0.8

Z
2

Z1

0 0.5-0.5-1.0 1.0

Z1

0

1.0

0

2.0

3.0

4.0

0.5-0.5-1.0 1.0
Z2

Z
3

1.0

0

2.0

3.0

4.0

Z
3

图 2 Z1, Z2, Z3 两两关系散点图 (a) Z1-Z2 (RZ1Z2 =

0.8); (b) Z1-Z3 (RZ1Z3 = −0.8); (c) Z2-Z3 (RZ2Z3 =

−0.37)

一个抽样总数为 200000 的示例结果给出

的 Z1, Z2, Z3相关系数矩阵为

RZ1Z2Z3 =


1 0.7994 −0.7998

0.7994 1 −0.3728

−0.7998 −0.3728 1

 .

图 2为各抽样数为 20000时绘制的 Z1, Z2, Z3

之间两两关系散点图. 从图 2中可以看出各随机变

量分布区间和它们之间大致的相关关系.
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图 3 Z1, Z2 的抽样序列关系和归一化统计直方图 (a)

Z1, Z2 抽样序列散点图; (b) (0, 4)均匀分布 Z1 抽样; (c)

自由度为 10的 χ2 分布抽样

第二个例子是产生要求相关系数为 −0.8相关

分布 Z1, Z2, 其中 Z1 ∼ U(0, 4), Z2 ∼ χ2(10). 抽

样总数为 200000 的一个示例结果给出的 Z1, Z2

相关系数为 −0.8017. Z1, Z2 的关系散点图和统计
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直方图示于图 3. 其中图 3(a) 的 Z1, Z2 抽样数各

为 20000, 图 3(b), (c) 的统计直方图是在抽样数各

为 200000时得到的,图 3(c)中的曲线为 χ2(10)分

布的概率密度理论曲线.从图中可以看出产生的随

机变量抽样序列服从指定概率分布.

对两个例子产生的 Zi 均进行了 Kolmogorov-

Smirnov检验, 所有产生的随机变量抽样序列均通

过了服从预期分布的非参数假设检验.

4 讨 论

如表 1所示,对某些要求产生的相关随机变量

分布,存在一定相关系数 RZiZj 范围得不到合理的

对应相关标准正态分布的 RViVj 值.在这种情况下,

无法通过本文两步变换法产生具有所要求相关关

系的指定分布随机变量抽样序列. 这是本方法受到

限制的情况之一.

本方法能够成功的充分必要条件是相关系数

矩阵 RViVj 是非负定的. 由于任意一组实际存在的

随机变量抽样序列的协方差矩阵是对称、非负定

的 [24], 而相关系数矩阵可以看作是方差为 1的标

准化协方差矩阵,因此相关系数矩阵也是对称、非

负定的. 要产生具有指定相关关系的正态分布,如

果要求相关关系是合符逻辑的,即其相关系数矩阵

是对称、非负定的, Cholesky 分解总是可行的, 总

可以按 (4)式产生所要求的相关正态分布.因此,如

果要求的相关系数矩阵无法进行 Cholesky分解,即

不是非负定的, 那么可以认为,不存在这样一组相

关关系的相关正态分布随机变量.

然而如果要产生具有指定相关关系的多维任

意非正态分布随机变量抽样序列,情况就要复杂一

些. 对于二维任意非正态分布相关随机变量抽样序

列的产生,只要能够从要求的相关系数 RZiZj
得到

合理的对应相关标准正态分布的 RViVj
值,两步变

换法总是可以实施,得到要求相关关系的任意非正

态分布随机变量抽样序列 Z1, Z2. 对于三维以上任

意非正态分布相关随机变量抽样序列的产生,则有

可能发生这样的情况: 要求的非正态分布随机变量

相关系数 RZiZj 矩阵是对称、非负定的,对每一对

要求相关系数 RZiZj 也能够得到合理的对应相关

标准正态分布的 RViVj 值,然而, RViVj 构成的矩阵

却不是非负定的. 例如,要求的产生在 [−1, 1]均匀

分布、相关系数 RZiZj 矩阵为


1 −0.4 0.2

−0.4 1 0.8

0.2 0.8 1


的三维随机变量抽样序列 Z1, Z2, Z3, 由于该矩阵

是正定的,具有这样的相关性关系的均匀分布随机

变量及其抽样序列 Z1, Z2, Z3 应该是存在的,但非

线性变换要求的标准正态分布的相关系数 RViVj

矩阵是 
1 −0.4162 0.20923

−0.4162 1 0.81379

0.20923 0.81379 1

 .

该相关系数矩阵却不是非负定的,由本两步变换方

法也无法产生要求分布和相关关系的随机变量抽

样序列. 这是本方法应用的另一个会受到限制的情

况.

另外, 由于数值计算舍入误差和其他误差的

原因, 也可能出现由非线性变换要求产生的标准

正态分布中间变量的相关系数 RViVj
矩阵无法进

行 Cholesky分解的情况,与前面所述情况不同,这

种情况下 RViVj
矩阵的行列式值接近于 “0”, 可以

进行微扰调整补救, 以使得 Cholesky 分解能够进

行,并进一步产生与预期要求相关系数阵接近的随

机变量抽样序列 [25].

关于随机变量相关性的研究,目前较前沿的课

题为 copula函数理论 [20,26,27]. 基于 copula函数理

论的方法可能解决本方法受到限制的情况,对于三

维以上不同分布的相关随机变量抽样序列的产生

方法值得研究.

5 结 论

重新推导并给出了产生具有任意指定概率分

布和相关系数 (或协方差)矩阵的多维数相关随机

变量抽样序列方法新的数学表示. 相关正态分布随

机变量抽样序列产生基于相关系数 (或协方差)矩

阵 Cholesky因子的线性变换,相关非正态分布随机

变量抽样序列通过线性变换 -非线性变换产生,其

中各非正态分布随机变量可以具有不同分布函数.

对确定产生具有规定相关系数的非正态分布随机

变量抽样序列所需相关标准正态分布随机变量的

相关系数的通用公式进行了推导完善,提出了一种
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简单易行的高效数值实现途径. 给出了部分计算结

果和相关非正态分布随机变量抽样序列模拟抽样

结果,产生的序列通过 Kolmogorov-Smirnov检验服

从指定分布并具有要求的相关关系.讨论了两步变

换法应用的限制条件,在计算得到的所需相关正态

分布随机变量抽样序列的相关系数不合理时,或从

多维非正态分布相关随机变量相关系数得到的相

关正态分布相关系数矩阵不符合非负定要求时,该

方法不适用. 研究基于 copula函数理论对于三维以

上不同分布相关随机变量抽样序列的产生方法可

能有助于该问题的解决,是作者有关本问题的未来

研究方向.

感谢上海公共研发服务平台提供服务和帮助.
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Abstract

Correlated pseudorandom variables with prescribed marginal distribution functions sometimes are required in simulation such

as in Monte Carlo studies. In this paper, we present a general procedure and a simple but effective numerical approach to generating

correlated random variables sampling sequence with prescribed marginal probability distribution functions and correlation coefficient

matrix based on linear transformation-nonlinear transformation with Choesky factor. Some simulation results are reported. Simulation

results show that the collections of random numbers generated by the presented procedure have desired correlations and pass the

Kolmogorov-Smirnov non-parametric hypothesis test of specified marginal distribution. Some restrictions on the application of this

method are discussed.
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