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多进制量子图态纠缠的确定*
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图态是可以与数学上的图对应起来的多组分纠缠态,图的顶点在此扮演多进制量子位而连线则表示两个多进

制量子位之间的相互作用. 图态在量子纠错码、多体量子计算和单向量子计算中起重要作用. 本文系统研究多进制

图态纠缠,使用迭代计算等方法计算了局域幺正变换和图同构下不等价的所有 9点图以下的三进制图态的纠缠及

一部分四进制和五进制图态的纠缠,纠缠测度可以是几何纠缠、相对熵纠缠和鲁棒性纠缠. 我们对计算结果进行了

分类,并分析了所得到的最近分离态.
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1 引 言

量子纠缠作为量子信息一种最基本的资源,它

在量子纠错、量子通信、量子密码及量子计算等

领域起非常重要的作用. 至今, 已经提出了多种不

同的纠缠度量方法, 其中有几何度量 [1]、相对熵

纠缠 [2,3]、鲁棒性纠缠 [4] 等多组分纠缠度量. 图

态 [5,6] 在构造量子码中起关键作用,它是稳定子态

的一个子集,其结构可以由数学中的图简明地表示.

图态最早是由测量基与单向量子计算 [7,8] 的相关

问题中提出的, 作为多组分量子纠缠态的一类, 它

是单向量子计算模型特定的算法资源. 作为量子多

组分纠缠态的一个重要分支,图态在量子通信和量

子信息处理中将得到越来越广泛的应用.

图态纠缠的度量比一般的量子多组分态纠缠

度量要相对简单,这里因为可以采用图的语言来进

行描述, 避免了繁琐的多变量极值问题.量子比特

系统图态的纠缠已经得到了广泛的研究 [9−13], 研

究了图态的 Schmidt 测度 [9], 证明了 (对数) 几何

测度、相对熵纠缠、对数鲁棒性纠缠三种纠缠测

度对图态是相等的 [10], 其上界由局域测量所能区

分的正交态的个数决定 [11], 还可以在图上用最大

不相连点数直接表示 [12], 局域测量上界还被应用

于一般多组分纯态 [13]. 研究了非整数的量子图态

纠缠及其最近乘积态 [14]. 量子多进制系统图态的

研究用于多进制量子纠错码 [15,16], 同时量子多进

制 [17](高维)和多组分系统 [18] 也有很多实验研究.

对于量子多进制图态, 根据其特性, 我们可以首先

确定纠缠的上下界 [12], 如果上下界相等即能确定

纠缠量, 如果不相等则进一步计算, 从而减少了图

态纠缠度量的复杂性. 下面介绍通过确定图态纠缠

上下界得到纠缠值的方法. 图定义为 G = (V,E),

其中 V = {1, · · · , n} 是顶点的集合, E ∈ [V ]2 是

边的集合.在图态研究使用的图中, 不存在从一个

顶点到自身的边, 对于 d进制而言, 两个顶点之间

最多只有 d − 1条边. 如果顶点 a和 b是同一条边

的端点,则 a和 b相邻. 根据图 G中顶点之间的相

邻关系, 可以定义 n × n 邻接矩阵 Γ . 矩阵元 Γab

等于顶点 a 和 b 间连接的边的数目. 给定顶点 a,

定义所有和 a相邻的顶点组成的集合为 a的邻点

集 Na := {b ∈ V |{a, b} ∈ E}. 在图定义的基础上,
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每个顶点对应一个多进制量子位, 图态就是对应

的 Hilbert空间 H = (Cd)⊗n 中的 n量子位的纯态.

对于二进制图态有

|G⟩ = 1√
2n

∑
µ∈Zn

2

(−1)
1
2µΓµT

|µ⟩ , (1)

其中 Z2 = {0, 1}将其推广到 d进制,即得到

|G⟩ =
∑

µ∈Zn
d

αµ |µ⟩, (2)

其中 Zd = {0, 1, · · · , d − 1}, αµ = d−
n
2 ω

1
2µΓµT

,

ω = exp(i2π/d). 相应于二进制的量子位称为量子

比特,通常 d进制量子位称为 qudit,若 d为素数 p,

即 p进制的的量子位可称为 qupit,其中三进制的称

为 qutrit. 图态是下列稳定子的唯一的本征值为 +1

的共同本征态:

Ka = XaZNa = Xa

∏
b

(Zb)
Γab ,

其中 X =
∑

l∈Zd

|l + 1⟩ ⟨l|, Z =
∑

l∈Zd

ωl |l⟩ ⟨l|. 图态与

乘积态之间的保真度为

f = |⟨G| (|ψ0⟩ |ψ1⟩ · · · |ψn−1⟩)|

=

∣∣∣∣∣∑
µ

α∗
µx0µ0

x1µ1
· · ·x(n−1)µn−1

∣∣∣∣∣ , (3)

其中

|ψi⟩ =
d−1∑
j=0

xij |j⟩ , (i = 0, 1, · · · , n− 1) (4)

满足条件
d−1∑
j=0

|xij |2 = 1. 图态的 (对数)几何纠缠便

可以通过下式得出:

Eg = min
ϕ∈Pro

(− logd |⟨G/ϕ⟩|
2
)

=− logd

(
max
ϕ∈Pro

f2
)
, (5)

其中 Pro 表示乘积态集合. 因图态是纯态, 几

何纠缠对乘积态求极值即可. 这是因为分离态

总是可以写成乘积态的概率和, 即分离态 σ =∑
i

pi |ϕi⟩ ⟨ϕi|, 其中 |ϕi⟩ 为乘积态. 这可以由分离

态的定义 σ =
∑
j

qjρ
A
j ⊗ ρBj , 以及态 ρAj , ρ

B
j 的谱

分解而得到,其中 qj 为概率分布.从而 ⟨G|σ |G⟩ =∑
i

pi |⟨G|ϕi⟩|2 6 max
ϕ∈Pro

|⟨G|ϕ⟩|2.

2 多进制量子图态纠缠上下界的确定

2.1 图态的纠缠上界

仿照量子比特图态有关公式的推导 [12], 对于

素数进制的图态而言,有下式成立:

N 6DH/(1 +R(|G⟩)) = DH/p
ER(|G⟩)

=DH/p
Eg(|G⟩), (6)

其中 N 是使用局域变换和经典通信所能区分的

图态基量子态 {|Gi⟩ , i = 1, · · · , N} 的最大个
数, 图态基是在图态上作用泡利 Z 算符的结果;

DH = dn 是总的希尔伯特空间的维数; Eg(|G⟩),
ER(|G⟩), R(|G⟩), 分别是几何纠缠、相对熵纠缠
以及鲁棒性纠缠, 其定义与量子比特系统类似, 只

是将对数的底改为 d. 对于图态而言, 它的几何

纠缠、相对熵纠缠及对数鲁棒性纠缠是相等的,

即 E ≡ Eg(|G⟩) = ER(|G⟩) = logd(1 +R(|G⟩)).
设在图中至多可以找到 A个点,相互之间无连

线,则可以对该 A个点同时做 X 测量,得到这些点

上 X 算符的本征值,对余下的所有点进行 Z 测量,

并把测量结果通过经典信道传输给 A个点,因此我

们可以通过局域测量和经典通信同时测得 A个点

的稳定子算符的本征值,对图态中的量子态进行重

新排序得

|Gk1k2···kA00···0⟩ = Zk1
1 Zk2

2 · · ·ZkA

A |G⟩ , (7)

可以确定我们测量得到的就是这些态之一, 因此,

我们通过 LOCC 能区分的相互正交的态的数目

是 N = dA,由 (6)式可得纠缠上界

E 6 ELOCC = n− logdN = n−A, (8)

因此,寻求纠缠上界问题就简化为求图态所基于图

的最大不相邻点的集合.当得到这个最大顶点数时,

我们就可以使用顶点数目 n减去这个最大不相邻

顶点数,得到纠缠的上界.

2.2 图态的纠缠下界

对于多进制量子图态的纠缠下界,可以通过放

松完全可分的限制而得到. 定义一个二组分划分的

几何纠缠测度 Egbi,因为完全可分态是二组分划分

态的一个子集,根据几何纠缠的定义可得

Eg > Egbi. (9)
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寻找下界的方法就是找一个合适的二组分划分法

使得两组分纠缠尽量大,纯态两组分划分的纠缠就

是其约化态的熵,可以直接计算.更简单地,我们可

以利用图来得到, 对于较复杂的图, 可以采用图态

的局域补变换使图得到简化. 可以采用控制相位门

消去组分内的所有连线,同时采用局域补变换消去

二组分之间同一顶点对另一组分中多个点的连线,

剩下的二组分之间的成对连线的数目就是二组分

纠缠值. 通过适当的划分和变换, 我们可以得到最

优数目的扩展 Bell态,即可以得出二组分划分最大

纠缠值,它决定图态的下界. 求下界的一种实用的

次优方法是在图上寻找最大不相邻边的数目,每一

条边代表一个扩展 Bell态,不相邻即代表独立.

3 图态纠缠的计算

3.1 迭代算法

图态 |G⟩的纠缠可以用 (5)式计算,设

L = |f |2 −
∑
i

λi

∑
j

|xij |2 − 1

 , (10)

其中 λi 是拉氏乘子. 对上式等号左右求 xij 的偏导

数,得到

∂L

∂xij
=

∂f

∂xij
f∗ − λix

∗
ij = 0. (11)

因此我们可以得出递推公式

x∗ij =
f∗

λi

∂f

∂xij
, (12)

具体计算可以先任意给定 Ti = f∗/λi 的值, 对给

定的 i, 计算出各 x∗ij 然后用归一化条件 x∗ij ⇐
x∗ij/(

∑
j

∣∣x∗ij∣∣2)1/2 重新赋值.迭代算法达到稳定状

态就结束. 注意到

f =
∑

α∗
µ0,µ1···µn−1

x0µ0
x1µ1

· · ·x(n−1)µn−1
, (13)

∂f

∂xij
=

∑
µ0,µ1··· ,µi−1,
µi+1,··· ,µn−1

α∗
µ0,··· ,µi−1,j,µi+1,··· ,µn−1

×x0µ0 · · ·x(i−1)µi−1
x(i+1)µi+1

· · ·x(n−1)µn−1
. (14)

这样通过迭代,我们得到最后一轮稳定的 xij ,可以

代入方程则得到 f ,进而求得纠缠值 E.

3.2 改进的迭代算法

对于大多数图态,使用上述迭代方法就可以成

功计算出其纠缠值, 然而, 也存在一些图态, 它们

在迭代的过程中可能会出现死循环、嵌套循环、

以及迭代效率低下等问题. 为此我们提出了新的

解决方案,即在迭代的过程中, 我们不再使用上一

轮 (k − 1轮)的 x
(k−1)
i 直接进入下一轮迭代,而是

用上一轮的 x
(k−1)
i 以及上上一轮的 x

(k−2)
i 的线性

组合 x
(k)
i = ax

(k−1)
i + bx

(k−2)
i ,其中 a, b为正实数

且满足 a + b = 1, xi = (xi0, xi1, · · · , xi,d−1)
T. 通

过这样的算法改进,迭代时就能成功地规避死循环

等问题,另外,它大大地加快了程序迭代的效率,改

进前可能要迭代 100 次才能得到稳定值的情况在

改进后可能只需要 20次,节约了迭代时间.

4 qutrit图态纠缠

研究图的局域幺正变换可以利用所谓局域补

变换,局域补不等价的量子 qutrit图态在文献 [19]

已经给出,去除其中的非连通图,并按顺序编号,则

其中 2点与 3点图各 1个、4点图 3个、5点图 5

个、6点图 21个、7点图 73个、8点图 659个,共

计 763个. 9点图有 17588个,而至于 10点图则有

上百万个. 5点以内连通图如图 1所示. 我们已用局

域补变换对图进行了简化.

图 1 依次为 2点图, 3点图, 3个 4点图, 5个 5点图 (细实

线表示一条邻接线,粗实线表示两条邻接线)

由图可以写出邻接矩阵,例如最后一个图的邻

接矩阵为

Γ =



0 1 0 0 1

1 0 2 0 0

0 2 0 1 0

0 0 1 0 2

1 0 0 2 0


.

进而由 (1)式得到图态.
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在计算图态纠缠上下界之后,我们发现纠缠上

下界相等的 2—9点图图态共有 915个,分布如表 1

所示. 对其余图态进行迭代计算,得到其精确的纠

缠值.通过计算,发现有一部分图态,其纠缠值为整

数；剩下的图态, 它们的纠缠值是以小数结尾的,

只有有限的几种小数出现. 见表 2,其中 k为整数.

表 1 2—9点图图态纠缠上下界相等的图态

E 图态数量

1 8

2 42

3 189

4 676

表 2 2—9点图图态纠缠上下界不相等的图态

E 图态数量 示性数

k 14768 0

k + 0.9583 2022 1

k + 0.9628 339 3

k + 0.7381 168 2

k + 0.6883 138 4

k + 0.6735 1 —

对于 E = k + 0.9583 这类图态, 其最简单

的图态是 5 顶点的 5 环图, 两根连线是双股连

线 (Γab = 2),这两根连线不共顶点,其中有三根连

线是单股连线 (Γab = 1). 设将两根单股连线的共同

顶点标记为第一个 qutrit,其余顺序编号,则最近分

离态 (图态在其上的投影绝对值最大的分离态)为

Φ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ⊗ |ψ3⟩ ⊗ |ψ4⟩ ⊗ |ψ5⟩ ,

其中

|ψ1⟩ = |0⟩+ e−i 2π3 |1⟩ ,

|ψ2⟩ = |0⟩+ |2⟩ ,

|ψ3⟩ = |0⟩+ e i
2π
3 |2⟩ ,

|ψ4⟩ = |1⟩+ |2⟩ ,

|ψ5⟩ = |0⟩ − 2 e i
2π
3 |1⟩+ e−i 2π3 |2⟩ ,

为分离态的各 qutrit(未归一化). 相应的纠缠可以严

格得出为

E =
3

2
(3− 3

√
4) + 2 log3(3−

√
2) ≈ 2.9583, (15)

如果我们忽略连线的股数, 仅以连通和非联通计,

得到的简化图称为骨架图, 则这里的 qutrit五环骨

架图与量子比特图态情况下的五环图 (第 8 号图)

是一样的. 注意到最近乘积态中第 5 个 qutrit|ψ5⟩
是三个能级态的叠加, 而叠加系数的绝对值之比

为 1:2:1, 对下文所述的其他图态, 我们可能得到

其最近分离态中包含着 |ψ5⟩ 的变型, qutrit 包含

的三个能级态的叠加而叠加系数的绝对值之比

为 1 : 1 : 2或 2 : 1 : 1, 我们将最近分离态中包含

的这类 qutrit的个数叫做图态的示性数, 各类图态

的示性数见表 2,同时纠缠为整数的图态的示性数

为 0.

对于 E = k + 0.9628这类图态,纠缠可利用最

近分离态严格得到为,例如

E = 2
√
2 +

1

3
log3(3−

3
√
3) ≈ 2.9628, (16)

对应的骨架图包含 6顶点的 3棱柱图,即量子比特

情形下的第 19号图.

对于 E = k + 0.7831这类图态,严格的纠缠值

可得到为,例如

E = 5− 3
5
6 +

1

2
log3 2 ≈ 4.7381, (17)

对应的骨架图包含 7顶点的图,不过对量子比特系

统, 7量子比特图不出现新的纠缠为小数的类型,因

此这是 qutrit系统出现的新情况.

对于 E = k + 0.6883这类图态,严格的纠缠值

可得到为,例如

E = 2 +
2

3
log2(3−

3
√
3) + 2 log3 2 ≈ 1.6883, (18)

有些图可以明显看出来的包含有子图其骨干图为 6

顶点的 3棱柱图,但是子图的单双股的位置和数量

与 E = k + 0.9628的这类图态不同.

对于 E = k + 0.6735这类图态,仅在 9点图中

发现一例,严格的纠缠值可得到为

E =5 +
3

2
log3(3− 2

2
3 ) +

1

2
log3(3− 3

1
3 )

≈5.6735, (19)

该图的最近分离态有简单的规律,但是不能用示性

数表示.
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表 3 四进制图态纠缠

图态编号 No. 4. E 图态编号 No. 4. E 图态编号 No. 4. E

1 1 13 2 25 2

2 2 14 2 26 3

3 1 15 2.5 27 3.5

4 1.5 16 2.5 28 3

5 1.5 17 2.5 29 3

6 2 18 2 30 3

7 1 19 2.5 31 3

8 2 20 1.5 32 3

9 2.5 21 1 33 3

10 2.4367 22 2 34 3

11 2.5 23 2 35 3

12 3 24 2 — —

5 部分多进制 qudit图态纠缠

下面来看一下四进制和五进制的情况. 连通且

局域补不等价的图态数据同样来源于文献 [19].

5.1 四进制图态纠缠

由于四进制图态的构成太复杂,数据库 [19] 中

也只有 3—6 qudit的图态共计 35个,将其转换为矩

阵,编号为 No. 4.1—No. 4.35并直接计算其纠缠值,

结果列在表 3中.

我们发现,仅 No. 4.10的尾数呈现出非整数状

态 (以 0.5结尾的除外),它的纠缠为

ENo.4.10 =1 + 2 log2(3− 31/3) +
1

4
log3 2

≈2.4367, (20)

我们可以看到,有 10个图态的纠缠值是以 0.5结尾

的, 之所以会出现这样的情形, 是因为对于一个四

进制图态而言,我们定义它的几何纠缠是取 4为底

的对数. 注意到确定一个图态的纠缠上下界时, 方

法仅限于 p进制 (p为素数)图态. 在对四进制图态

求纠缠时, 我们并没有计算其纠缠上下界, 其纠缠

可能并不落于通过寻找最大不相邻顶点和最大不

相邻边确定的上下界之间.

5.2 五进制图态纠缠

对于五进制图态, 数据库 [19] 中也只有 3—6

qudit的图态 49个,同样将其转换为邻接矩阵并依

次编号为 No.5.1—No.5.49. 直接使用迭代算法计算

其纠缠值如表 4所示.

求其纠缠上下界,得到的值如表 4中括号内数

字所示,其中 Eu = n − A为上界,其中 El = Egbi

为下界,这进一步验证了纠缠上下界求法适用于素

数进制下的情形.

6 结 论

本文在二进制纠缠计算的基础上,将其方法推

广到素数多进制的情况下,提出图态纠缠上下界限

和迭代计算几何纠缠的方法. 该算法是通过计算图

态与其最近可分离纯态 (乘积态)的最大保真度得

来的. 通过迭代得出图态的最近乘积态, 进而计算

可得图态的纠缠. 对于 d进制,我们采用对数的底

为 d,显示出纠缠值的规律.计算了 2—9 qutrit图态

的纠缠,对得到的非整数纠缠值给出了严格的表达

式, 对其最近乘积态进行了分析,结果表明在骨干

图的意义下, 与量子比特系统可以联系起来, 特别

在 5环图和 6点三棱柱图方面,另外出现 7点图和

一例 9点图的纠缠不是整数的新情况;非整数纠缠

的 qutrit图态只有有限几类,除一例 9点图外,其他

都可以用我们提出的图态示性数进行分类. 计算了

四、五进制图态的纠缠,表明上下界对四进制不适

用, 对五进制是正确的, 也就是二进制下的纠缠上

下界能推广到素数进制,但不能推广到四进制.
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表 4 五进制图态纠缠及其上下界

图态 No.5. E(Eu, El) 图态 No. 5. E(Eu, El) 图态 No. 5. E(Eu, El)

1 1(1, 1) 18 1(3, 1) 35 3(4, 3)

2 2(2, 2) 19 3(3, 3) 36 3(4, 3)

3 1(1, 1) 20 3(3, 2) 37 2(2, 2)

4 2(2, 2) 21 2(3, 2) 38 3(4, 3)

5 2(2, 2) 22 2(2, 2) 39 3(4, 3)

6 2(2, 2) 23 3(4, 3) 40 3(4, 3)

7 2(2, 2) 24 3(3, 3) 41 3(3, 3)

8 1(1, 1) 25 2(2, 2) 42 3(4, 3)

9 3(3, 2) 26 3(3, 3) 43 3(4, 3)

10 2.8485(3, 2) 27 2(2, 2) 44 3.7796(4, 3)

11 3(3, 2) 28 2(2, 2) 45 3(4, 3)

12 2(3, 2) 29 3(4, 3) 46 3.7318

13 3(4, 3) 30 2(2, 2) 47 3.6301(4, 3)

14 3(3, 3) 31 2(2, 2) 48 3.8009(4, 3)

15 3(3, 3) 32 2(2, 2) 49 3.7539(4, 3)

16 3(3, 3) 33 3(3, 3) — —

17 3(3, 3) 34 3(3, 3) — —
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Abstract

Graph states are multipartite entangled states that correspond to mathematical graphs, where the vertices of the graph now play

the role of quantum multilevel systems and edges represent interactions of the systems. Graph states are the basis of quantum error

correction and one-way quantum computer. We systematically study the entanglement of non-binary graph states. Using iterative

algorithm and entanglement bounds, we calculate the entanglement of all the ternary graph states up to nine vertices and parts of

quaternary and quinary graph states modulo local unitary transformations and graph isomorphisms. The entanglement measure can

be the geometric measure, the measure of relative entropy of entanglement or the measure of logarithmic robustness. We classify the

graph states according to the entanglement values obtained. The closest product states obtained in the calculations are studied.
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