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研究了处于对称双势阱中玻色 -爱因斯坦凝聚体 Rosen-Zener跃迁过程的多体量子涨落效应,分析了末态平均

布居数差与扫描周期的关系.线性情况下,得到了末态平均布居数差关于扫描周期的解析表达式,该结果与平均场

下的结果完全一致,并利用数值方法进行了验证. 非线性情况下,通过数值计算发现,快速扫描时末态平均布居数差

与平均场情况下的结果符合比较好;然而绝热扫描时与平均场情况却有着很大的不同:末态平均布居数差随扫描周

期的变化不再是平均场情况下的方波形式而是类似于正弦型的振荡,而且振荡周期会随着粒子数 N 以及非线性参

数 c的增加而增大.
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1 引 言

1932年 Rosen和 Zener为解释双 Stern-Gerlach

实验中自旋反转概率问题提出了 Rosen-Zener 模

型 [1]: 通过扫描外场来实现双曲正割函数形式的

能级耦合强度,从而控制系统的跃迁行为.之后,又

有大量工作研究了扫描方式为矩形 [2]、高斯 [3]、

指数 [4] 的模型, 得到了其解析解, 并进行了详细

的讨论 [5−10]. 这些工作大大促进了人们对微观世

界 [11−13],特别是两能级系统在外场下跃迁行为的

理解,也引发了包括离子与原子碰撞导致的非共振

电荷交换 [14], 激光导致的粒子激发 [15,16], 表面离

子中和 [17] 以及计算电子能量传递率 [18] 等诸多领

域的广泛应用.

另一方面, 1995 年玻色 - 爱因斯坦凝聚

体 (Bose-Einstein condensate, BEC) 的实现 [19−22]

引起了物理学界的广泛关注. 它具有许多奇特

的动力学性质, 如自俘获 [23,24]、动力学不稳定

性 [25,26] 以及调制不稳定性等. 这些性质使 BEC

中的 Rosen-Zener 过程表现出一些奇特的现象, 如

随着扫描周期的变化,系统的布居数差会出现周期

的振荡 [27,28]. 此性质可被应用于 BEC 系统的非

线性量子干涉与测量 [29,30], 冷原子的分子原子转

化 [31,32],量子相干控制 [33,34] 以及超导 [35] 等多个

方面. 然而,前述大部分工作主要研究了 BEC在平

均场下的 Rosen-Zener 跃迁行为, 忽略了量子涨落

对系统动力学行为可能造成的影响.特别是在非线

性情况, 即考虑粒子相互作用时, 量子涨落很可能

会极大的改变系统的动力学行为 [23].

本文考虑了 Rosen-Zener 模型的多体量子涨

落效应, 从线性和非线性两方面对 BEC 的 Rosen-

Zener过程的动力学行为做了研究.线性情况下,我

们得到了量子框架下末态平均布居数差的解析表

*国家高技术研究发展计划 (863计划)(批准号: 2011AA120101)资助的课题.

† E-mail: wjzh6815@163.com

c⃝ 2012 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

220305-1



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 22 (2012) 220305

达式, 发现量子涨落对其没有影响, 并通过数值方

法作了验证. 非线性情况下, 数值结果显示了不同

于平均场情况的结果,我们从系统能级对非线性参

数 c和粒子数 N 的依赖关系讨论了量子涨落对末

态平均布居数差的影响.

2 多体 Rosen-Zener模型

对于双势阱中的 BEC 体系, 其平均场模型已

经在文献 [27]中进行了讨论,与其对应的多体哈密

顿量 [36−39]为

Ĥ =
γ

2
(â†â− b̂†b̂) +

v

2
(â†b̂+ b̂†â)

− c

4N
(â†â− b̂†b̂)2, (1)

其中 â†(b̂†), â (b̂)分别代表左 (右)阱的产生、湮没

算符, γ 是两阱的基态能级差, c表示粒子间的相互

作用强度, v 是两势阱的耦合强度, N 为总粒子数,

是守恒量. 在 Rosen-Zener过程中, 参数 γ, c, N 不

随时间变化, v由外场调制,取如下形式:

v =


0, t < 0, t > T,

v0 sin
2

(
πt

T

)
, t ∈ [0, T ],

(2)

其中 T 是外场的扫描周期.本文仅考虑对称双势阱

的情况,即 γ = 0.

系统的波函数可以用福克 (Fock) 态 {|n,N −
n⟩} (n = 0, 1, · · · , N) 来 展 开, 即 ψ(t) =∑
n
an(t) |n,N − n⟩, 其中, n 表示左阱中的粒子

数. 为了与平均场模型进行对比, 定义平均布

居数差 S̄(t) =
∑
n

|an(t)|2 (N − 2n)

N
. 我们假设

初始时刻 BEC 完全制备在左阱中, 即初态波函

数 ψ(t = 0) = |N, 0⟩, S̄(t = 0) = −1. 本文主要研

究扫描结束时的平均布居数差与扫描周期的关系

即 S̄(T )函数. 下面我们将对线性情况 (c = 0)和非

线性情况 (c ̸= 0)分别进行讨论.

3 线性情况 (c = 0)

线性情况下, 我们引入如下的赝自旋角动量

算符:

Sx =
1

2
(â†b̂+ b̂†â), (3a)

Sy =
i

2
(â†b̂− b̂†â), (3b)

Sz =
1

2
(b̂†b̂− â†â), (3c)

从而系统哈密顿量可写作

Ĥ = v0 sin
2

(
πt

T

)
Sx. (4)

此 时, 系 统 可 看 成 一 个 处 于 磁 场 B =(
v0 sin

2

(
πt

T

)
, 0, 0

)
中自旋为 N/2的粒子, Sx 为

此自旋的 x方向分量. 为解析求解 (4)式中哈密顿

量的动力学演化,我们作 Sz 表象 (|n,N − n⟩是 Sz

的本征波函数)到 Sx 表象的变换,问题转化为求解

如下方程:

i~
d

dt
ψx = (SHzS

† + i~ṠS†)ψx. (5)

其中, ψx 表示在 Sx 表象下的波函数, S 表示从 Sz

表象到 Sx 表象的变换矩阵, Ṡ 表示变换矩阵对时

间的一阶导数, Hz 表示 Sz 表象下的哈密顿量.
事实上,从 Sz → Sx 的表象变换只需将自旋所

在空间的坐标轴 x, y, z进行轮换,即

x→ z′, z → y′, y → x′. (6)

这样,由转动算符可得 Sz → Sx的表象变换矩阵 S:

Si,I =

min(I,N−i)∑
k=max(0,I−i)

(−1)
k−I

×
√
(N − i)!i!(N − I)!I!

k!(I − k)!(N − i− k)!(i− I + k)!

×

(√
2

2

)N

. (7)

经此变换,初始波函数 ψ(t = 0) = |N, 0⟩在 Sx 表

象下可写作

ψx(t = 0) =
∑
n

(−1)n
√
Cn

N

2N
ϕn,

其中 Cn
N =

N !

(N − n)!n!
, ϕn 表示 Sx 表象下的基矢

波函数. 求解 (5)式,得到波函数

ψx(t) =
∑
n

(−1)
n

√
Cn

N

2N

× e
−i(N−2n)

∫ t
0

v0
2 sin2

(
πt′
T

)
dt′
ϕn, (8)

逆变换后可得 Sz 表象下的波函数, 则末态平均布

居数差 (即 Sz 表象下算符 2Sz/N 的平均值)为

S̄(T ) = ⟨ψz(t = T )| 2Sz

N
|ψz(t = T )⟩

= ⟨ψx(t = T )| 2Sx

N
|ψx(t = T )⟩
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=− cos

(
v0T

2

)
. (9)

上式表明,末态平均布居数差不依赖于系统的总粒

子数 N ,此结果和文献 [27]中得到的平均场情况相

同. 我们借助 4—5 阶龙格 - 库塔 (Runge-Kutta) 法

对系统动力学进行了数值计算,如图 1(a)所示, 平

均布居数差呈现出余弦型的规则振荡,且不依赖于

粒子数 N ,这和解析公式 (9)结果相符合.

4 非线性情况 (c ̸= 0)

非线性情况下, 系统的动力学要复杂得多. 不

论在平均场近似还是全量子框架下,我们都不能对

其解析求解. 我们利用 4—5阶 Runge-Kutta方法对

薛定谔 (Schrödinger)方程

i
d

dt
ψ =

[
− c

4N
(â+â− b̂+b̂)2

+
v0
2
sin2

(
πt

T

)
(â+b̂+ b̂+â)

]
ψ, (10)

进行了数值求解,并最终确定了末态平均布居数差.

在计算中, 我们选取最大耦合强度 v0 作为能量标

度.下面我们将分别讨论弱非线性 (c/v0 < 1)和强

非线性 (c/v0 > 1)情形.

弱非线性情况下 (图 1(b), (c)),快扫描时,周期

振荡遭到破坏;而在绝热扫描时, 规则的振荡会重

现. 但与平均场情况不同,此时的周期振荡不再是

矩形的, 而类似于正弦型, 且振荡周期不仅依赖于

非线性参数 c,也受粒子数 N 影响.

强非线性情况下 (图 1(d)),在快扫描下,末态平

均布居数差和平均场结果符合的很好.在绝热扫描

下,粒子数 N 较小 (如 N = 2)时,与平均场情形不

同, 周期振荡并没有被破坏, 出现了类正弦型的振

荡. 粒子数 N 较大时,这种周期行为不太明显.
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图 1 末态平均布居数差随扫描周期的规律 线性情况: (a) c/v0 = 0;非线性情况: (b) c/v0 = 0.6, (c) c/v0 = 0.9,
(d) c/v0 = 1.3. 取 v0 = 1, N = 2和N = 20的曲线只被包含于 (d)中, (d)中的平均场、N = 100和N = 200的曲

线已基本重合

为理解上述结果,我们利用能级结构进行了定

性分析.在图 2 中, 我们给出了不同非线性参数以

及粒子数下系统的能级结构随时间的变化. 线性情

况下, 初始态和末态都是 N + 1重简并态, 在扫描

过程开始之后,系统立即出现 N + 1条解简并能级,

并且这些能级完全被包裹于平均场能级中. 非线

性情况下,初始时刻和末时刻的系统包含一系列双

重简并态 (粒子数为偶数时,最高能级是非简并态),

随着扫描的进行,系统同样会解简并为 N + 1条能

级,此时的解简并能级并不能完全被包裹于平均场
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能级中. 由此可见,非线性的变化从根本上改变了

系统能级结构. 在另一方面, 粒子数的增加虽不改

变系统能级的总体结构,但会使量子能级向上移动

且各能级逐渐靠拢 (即影响能级的细节). 在粒子数

无穷大时,量子能级最终被完全包裹于平均场能级

之中.

快速扫描下,系统不能完全跟随绝热能级运动,

在扫描结束之后系统的末态会同时存在于多个本

征能级之上,对扫描过程中的能级细节体现的不是

太明显. 所以, 快速扫描下的末态平均布居数差与

能级总体结构有很大的关系,而系统能级的细节信

息对其影响不大,即系统的非线性参数对末态平均

布居数差起主要影响. 这就解释了在快速扫描下,

量子和经典情况符合的比较好.然而,绝热扫描时,

系统完全可以跟随绝热能级运动,末态只处于初始

的能级本征态上. 则末态平局布居数差会完全依赖

于初始本征能级的所有信息,所以系统的非线性参

数和粒子数对末态平均布居数差的影响都很大.
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图 2 量子能级以及平均场能级图,线为量子能级,点为平均场能级, v0 = 1. (a), (b), (c)非线性参数为 c/v0 = 0(线
性情况),粒子数分别为 1, 4, 10; (d), (e), (f)非线性参数为 c/v0 = 0.6 (弱非线性情况),粒子数分别为 4, 5, 10; (g, h, i)
非线性参数为 c/v0 = 1.3 (强非线性情况),粒子数分别为 4, 5, 10

以下我们着重讨论绝热扫描下系统的性质.

绝热扫描时, 系统可以完全跟上系统能级的

变化, 量子跃迁的性质完全由能级的总体分布和

相应本征态的特性来决定. 因而, 只需知道初始波

函数如何随能级的变化便可了解末态波函数的分

布. 图 2 中, 始末时刻的系统都由简并态组成, 在

扫描中体系会变为非简并态. 本文中考虑的系统

初态 |N, 0⟩作为基态,将跟随能级运动变为非简并

态, 最终会回到 |N, 0⟩和 |0, N⟩的简并态. 正是在

扫描过程中, 初态将不再仅处于同一条能级上 (这

是量子与平均场处理的不同之处)随能级运动,因

此扫描结束时的末态波函数是由 |N, 0⟩ 和 |0, N⟩
叠加产生,即 ψ (T ) = aN (T ) |N, 0⟩+ a0 (T ) |0, N⟩,
这里要求 |aN (T )|2 + |a0 (T )|2 = 1,则末态平均布

居数差 S̄ (T ) = |a0 (T )|2 − |aN (T )|2. 其中, a0 (T ),

aN (T ) 都会随着扫描周期 T 连续变化 (可从下面
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的相位差的结果中导出),这就是不出现方波振荡的

原因.
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图 3 基态与第一激发态所积累的相位差随粒子数的变化,
其中扫描周期 T = 2200,取 v0 = 1

在扫描周期 T 一定的情况下, 末态波函数的

系数 aN (T ) 和 a0 (T ) 由扫描过程中经过两条能

级 (基态与第一激发态)时所积累的相位差确定. 而

相位差的积累依赖于两条能级的能量差以及扫描

周期, 即图 2 中的基态两条能级所围成的面积. 随

着扫描周期 T 的变化,经过两条能级所积累的相位

差会出现变化,末态波函数分布也会出现周期变化

行为,所以末态平均布居数差出现了周期振荡. 图 3

给出了在不同非线性参数 c下,扫描周期 T = 2200

所积累的相位差与粒子数 N 的关系:粒子数 N 一

定的情况下,随着非线性参数 c的增加,两能级的相

位相差的积累会减少. 因此积累同样的相位差需要

更长的扫描周期,这就解释了图 1(b), (c), (d)中振荡

周期随着非线性参数 c增大而增大的现象;非线性

参数 c相同时,随着粒子数 N 的增大,所积累的相

位差变小,所以系统中 aN (T ) (a0 (T ))的变化周期

同样会变大, 则系统的振荡周期变大. 值得注意的

是,当非线性参数 c和扫描周期 T 都确定的情况下,

随着粒子数 N 的变大, 影响系统末态平均布居数

差的两个本征能级会趋近于平均场能级 (见图 2),

所以系统所积累的相位差会趋于平均场下系统所

积累的相位差,振荡周期也会趋于平均场下的方波

振荡周期.特别是在强非线性 (c/v0 > 1)情况下,平

均场方波的振荡周期为无穷大.例如 c/v0 = 1.3情

况,图 3中的曲线随着粒子数 N 的增大,相位差很

快趋于零, 这说明振荡周期很快趋近于无穷大, 只

有当粒子数 N 比较小的时候才可能发现周期振荡,

如图 1(d)中的 N = 2和 N = 20;当粒子数比较大

的时候, 振荡周期已经变的很大, 要观测到周期振

荡就比较困难, 然而, 在这种情况下系统仍然存在

能级解简并行为,扫描过程中也就会有相位差的积

累, 这说明只要扫描时间范围足够大, 系统还会出

现周期振荡.

5 结 论

本文对多体 Rosen-Zener跃迁中的量子涨落效

应进行了研究,主要讨论了末态平均布居数差与扫

描周期的关系. 在线性情况下, 推导了平均布居数

差与扫描周期的解析表达式,该结果与平均场下的

结果相同,即量子涨落对末态平均布居数差没有影

响,并用数值方法进行了验证. 在非线性情况下,数

值计算表明, 在快速扫描时系统的性质和平均场

情况符合的很好;而在绝热扫描下, 出现了与平均

场情况不同的现象:弱相互作用时, 多体效应导致

的周期振荡不再是平均场情况下的方波而是类似

正弦型, 同时振荡周期会随着粒子数 N 的增大而

增大; 强相互作用时, 在粒子数 N 较小时, 发现了

周期的振荡, 粒子数比较大的时候, 振荡便不明显

了. 我们从能级结构出发给出了解释: 认为存在量

子叠加态是出现正弦型振荡的原因,而振荡周期是

由系统的基态与第一激发态在整个 Rosen-Zener过

程中所积累的相位差所决定的. 相位差的积累受

到非线性参数 c 和粒子数 N 的影响: 系统积累相

同的相位差所需的时间会随着粒子数以及非线性

参数的变大而增加. 当粒子数 N → ∞时,振荡周

期就是平均场情况下的振荡周期.所以在弱非线性

时, 平均场下的振荡周期比较小, 能比较容易的观

察到周期振荡; 在强非线性时, 平均场下的振荡周

期是无穷大,系统只是在粒子数比较小的情况下才

有比较明显的相位差的积累, 而在粒子数较多时,

系统所积累的相位差大大减少,振荡周期明显变长,

因此我们认为强相互作用下粒子数大的周期振荡

“消失”了.
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Abstract

We investigate many-body quantum fluctuation effects of Rosen-Zener transition of Bose-Einstein condensate (BEC) in a sym-

metric double-well potential through the relation between the average population imbalance of the final state (APIFS) and scanning

period. In the linear case, we deduce the analytical expression of the APIFS which has the same behavior as in the mean-field level.

We also employ numerical calculation to demonstrate it. In the nonlinear case, numerical results show that the APIFS in the sudden

limit also accords with that in the mean-field level whereas in the adiabatic limit the many-body result is quite different from that of

the mean-field case: the behavior of APIFS with respect to scanning period is similar to sinusoidal rather than rectangular oscillation,

besides the oscillation period increases with both the total number N and the nonlinear parameter c increasing.
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