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强相互作用费米气体在谐振子势中的干涉演化*
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通过数值求解超流序参量方程,研究了强相互作用费米气体从光晶格中释放后的干涉条纹在谐振子势中的演

化. 发现对于强相互作用的费米气体,膨胀时弹性碰撞使得干涉条纹模糊. 为了消除原子间的弹性碰撞而获得近弹

道膨胀,实验上采用了快速磁场扫描技术. 数值模拟了强相互作用费米气体在膨胀前的快速磁场扫描过程,得到了

清晰的干涉条纹,且发现干涉条纹在谐振子势中做长时间周期振荡. 计算了在不同超流区域所形成的干涉条纹,与

实验观测到的一致.
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1 引 言

近 几 年, 在 超 冷 费 米 原 子 气 体 中 研
究 Bardeen-Cooper-Schrieffer(BCS)- 玻色 - 爱因斯
坦凝聚 (Bose-Einstein condensation, BEC) 渡越, 无
论是从实验还是理论方面都引起了人们极大的关

注,也取得了一系列激动人心的进展 [1]. 之所以成
为当今物理研究的热点,得益于实现的超冷费米气
体不同于过去熟知的相互作用费米体系,其具有可
操控性和纯净等特点. 利用 Feshbach共振技术 [2],
可以改变费米原子间的 s波散射长度,从而实现从
弱耦合的非局域 Cooper对的凝聚到紧束缚的双原
子分子凝聚的转变. 利用光晶格, 即一束或几束激
光交叉形成的空间周期势,就可以通过费米子在周
期势中的运动来模拟电子在金属、半导体以及其

他固体材料中的行为 [3,4]. 光晶格可以精确地调节,
在实验中通过选择激光的布局、强度和频率等来

调节晶体常数、势的深度以及形状. 毫无疑问, 光
晶格中的超冷费米原子气体提供了一个有效结合

多体理论和实验的格子体系来解决凝聚态理论中

的重要问题.
研究光晶格中的超冷费米气体涉及到的一个

重要课题是超流特性 [5,6]. 2006 年 [6], Ketterle 小
组为了探究光晶格中超冷费米原子气体的超流特

性, 将气体制备在由光晶格和谐振子势构成的组
合势中, 当气体处于超流态时, 即具有长程相相干
性 (long-range phase coherence), 突然撤掉组合势,
气体在解除囚禁后膨胀,处于各个晶格格点的气体
与附近格点的气体相干重叠,形成清晰的干涉条纹.
为了理论分析实验结果, 我们基于序参量方程, 利
用传播子方法解析研究了撤除组合势后费米气体

的相干动力学演化, 所得计算结果 [7] 与实验结果

符合得很好.
本文将进一步讨论超流费米气体在两维光晶

格和谐振子势构成的组合势中的基态分布,以及重
点研究仅撤除光晶格而保留谐振子势后,气体在谐
振子势中的相干演化. 前期工作中 [7,8], 讨论了撤
除组合势后气体的演化,在气体快速膨胀的情形下,
原子间的相互作用可以忽略不计,从而可以采用传
播子方法 [7−10]. 但对于仅撤除光晶格, 有谐振子
势囚禁的情形 [8,11],就不得不考虑原子间的弹性碰
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撞,传播子方法不适用. 为了研究强相互作用费米
气体在整个渡越过程中, 干涉条纹的形成和演化,
我们直接数值求解序参量方程,得到超流费米气体
在组合势中的基态分布, 以及撤除光晶格后, 干涉
条纹在谐振子势中的形成和演化. 数值结果表明因
为强相互作用, 干涉条纹中的次级边峰严重变形.
为了消除强相互作用对干涉条纹的影响,我们数值
模拟了 Ketterle小组实验中采用的快速磁场扫描技
术 (fast magnetic field ramp technique), 即将气体制
备在强相互作用区域, 在撤除外势的同时, 调节磁
场强度使得气体处在弱相互作用区域,从而避免在
膨胀过程中弹性碰撞对干涉条纹的破坏,所得结果
与实验数据符合.

2 模型

零温下超流费米原子气体在整个 BCS-BEC渡
越过程的动力学行为可以用超流序参量 (宏观波函
数)方程描述 [7,12−16]

i~
∂Ψs

∂t
=

[
−~2∇2

2M
+ V ext

s (r) + µs(ns)

]
Ψs, (1)

其中 Ψs 是描述凝聚费米子的序参量, 则原子
对的密度为 ns = |Ψs|2. 序参量满足归一化条
件

∫
dr|Ψs|2 = N , N 是超流费米气体的原子对

总数, M = 2m是原子对质量,其中m是原子质量.
利用 Feshbach共振技术,调节磁场强度,可以任意
改变原子的 s波散射长度 as (引入一个无量纲的相
互作用参数 η0 ≡ 1/(k0Fas), 其中 k0F = (6π2n0)1/3

是费米波数,由费米能 ε0F = (~k0F)2/(2m)确定),从
而实现 BCS 超流区域 (η0 < −1), 即费米子通过
有效弱吸引相互作用形成的弱耦合 Cooper对的凝
聚；BEC区域 (η0 > 1),即弱相互作用的玻色分子
凝聚；以及物理机理更复杂的 BCS-BEC渡越 (强
相互作用)区域 (−1 6 η0 6 1)；其在 η0 = 0处 (称
为幺正极限), 散射长度 as → ±∞. 大量实验表
明 BCS-BEC渡越过程是一个连续变化过程 [1],所
以我们可以在一个统一的理论框架下讨论超冷费

米原子气体在不同超流区域的相干特性.
序参量方程 (1) 中态方程 µs(ns) = 2µ(2ns)

的 µ(n) = ∂[nε(n)]/∂n [17] 表达式比较复杂, 为了
能解析地讨论 BCS-BEC渡越区域中超流费米气体
的特性,我们利用多方近似 [7,14,15]

µs(ns) =2µ0
(
ns/n

0
)γ
, (2a)

γ =γ(η0) =

(
n
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∂µ
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)
η=η0

=

2
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σ(η0)− 2η0
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σ′(η0) +

(η0)2

15
σ′′(η0)

σ(η0)− η0

5
σ′(η0)

,

(2b)

其中 µ0 和 n0 分别是参考化学势和参考粒子密度,
σ(η0) 是分段函数 [17]. 通常我们选取理想费米气
体的中心原子密度为参考密度, 参考化学势则相
应地为 µ0 = ε0F(σ(η

0) − η0σ′(η0)/5). 值得注意的
是, 在 BEC区域和稳态条件下, 序参量方程 (1)可
以由 Bogoliubov-de Gennes 方程组严格导出；且
当 η0 > 1, γ ≈ 1,序参量方程即为 Gross-Pitaevskii
(GP)方程 [18].
考虑组合势 V ext

s (r) = V ho
s +V op

s ,分别由谐振
子势

V ho
s (r) =

M

2
[ω2

⊥(x
2 + y2) + ω2

zz
2], (3)

和两维光晶格

V op
s (x, y) = sER

[
sin2(qx) + sin2(qy)

]
(4)

构成. 其中 ω⊥,z 分别是谐振子势在 (xy, z) 方

向上的频率. s 是表征光晶格强度的无量纲参
量, ER = ~2q2/(2M) 是光晶格的反冲能量, 激
光的波数 q 由波长 λ 确定. 进一步, 考虑在 z

方向的囚禁势远远大于 xy 方向, 即 ωz ≫ ω⊥,
凝聚体呈盘形, 在准两维近似下 [19], 序参量
可以写为 Ψs(r) = G0(z)ψ(x, y, t). 由于轴向
强囚禁势压制了凝聚体在 z 方向的运动, 所
以 z 方向可以由一维谐振子方程的基态波函

数 G0(z) = (Mωz/~π)1/4 exp(−z2/2a2z) 描述, 其
中 az =

√
~/Mωz 是谐振子长度, 表征凝聚体

在 z 方向的宽度, 基态波函数满足归一化条
件

∫
dz G2

0(z) = 1. 将序参量方程两边同乘以 G0,
并对 z积分,我们可以得到准两维序参量方程

i~
∂ψ

∂t
=

[
− ~2

2M

(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+
Mω2

⊥
2

(x2 + y2)

+ V op
s (x, y) +Q|ψ|2γ

]
ψ, (5)

其中Q = 2µ0/[(n0azπ
1/2)γ

√
γ + 1],参考化学势在

准两维近似下为 µ0 = ε0F(σ(η
0) − η0σ′(η0)/5), 其

中 ε0F = ~ω⊥
√
2N , 参考密度为准两维理想费米气

体的中心密度 n0 = mε0F/(2az~2π3/2). 注意的是,
方程 (5)右边方括号中还有一项 ~ωz/2对后面将要
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讨论的动力学问题没有影响, 这里忽略掉. 本文中
我们选取实验参数 ω⊥,z = 2π× (15, 3500),准两维
凝聚体的原子总粒子数 N = 200不能太大,小于临
界粒子数 N cr

2D
[15,20]为

N cr
2D =

ω2
z

384ω2
⊥

[(
σ(η0)− η0σ′(η0)

5

)1/γ

×
π1/2(1 + γ)Γ (

1

γ
+

5

2
)

8γΓ
( 1
γ
+ 2

) ] −6γ
2+3γ

. (6)

从而体化学势小于轴向的基态谐振子能 ~ωz/2,体
系在 z方向处在谐振子的基态.
为了数值求解准两维序参量方程, 我们对方

程 (5) 进行无量纲化, 引入无量纲量 (x′, y′) =

(x, y)
√
2/a⊥, t′ = tω⊥, ψ′ = (a2⊥/2N)1/2ψ,和Q′ =

Q(2N/a2⊥)
γ/~ω⊥,其中 a⊥ =

√
~/Mω⊥,则方程 (5)

变为

i
∂ψ

∂t
=

[
−
(
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
+ V ext

s +Q|ψ|2γ
]
ψ,

(7)

为了方便,我们已经去掉无量纲量上的撇. 归一化
条件为

∫
dxdy|ψ|2 = 1,其中组合势为

V ext
s =

1

4
(x2 + y2) + s

4π2

λ20

[
sin2

(
2π

λ0
x

)
+ sin2

(
2π

λ0
y

)]
, (8)

选取光晶格的参数 λ0 =
√
2λ/a⊥ = 1,和 s = 5 [21].

3 数值结果

3.1 t = 0时的密度分布

由于谐振子势和光晶格的囚禁, 超流费米原
子气体呈周期分布. 图 1 显示的是 t = 0 时气体

在 xy 平面的基态密度分布 ns = |ψ(x, y)|2. 图 1(a)
和 (b)分别表示超流气体处在 BCS端 (η0 = −0.5,
γ = 0.6)和 BEC极限 (η0 = 6, γ = 1). 数值结果表
明费米凝聚体在光晶格中形成一个个子凝聚体,在
不同的超流区域,凝聚体的尺度不同.很明显,尺度
从 BCS端到 BEC极限变得越来越小,且各个方向
上子凝聚体的个数减少. 值得注意的是,在 BEC极
限, γ = 1,序参量方程 (1)即为 GP方程,描述的是
由两个费米原子结合成的紧束缚玻色分子凝聚体

的动力学行为,所得到的数值结果,见图 1(b),与基

于 GP 方程得到的结果一致 [21]. 以上得到的这些
反映不同超流区域特性的数值结果,与我们前期工
作中利用解析方法得到的结果一致 [7,8]. 前期工作
中, 我们利用传播子方法计算了关闭组合势后, 凝
聚体自由膨胀所形成的干涉条纹. 要注意的是传
播子适用的前提是膨胀时不考虑相互作用. 然而
对于本文,保留谐振子势,只撤除光晶格,就不得不
考虑原子的相互作用, 特别是在强相互作用区域,
即 BCS-BEC渡越过程 (−1 6 η0 6 1),传播子的方
法不适用. 下一小节我们数值模拟无量纲序参量方
程 (7)来探究费米凝聚体在谐振子势中的干涉, 以
及相互作用对干涉演化的影响.
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图 1 准两维超流费米气体在光晶格和谐振子势中的

密度分布. 分别处在超流区域的 (a) BCS 端 (η0 = −0.5,
γ = 0.6)和 (b) BEC极限 (η0 = 6, γ = 1)

3.2 干涉条纹在谐振子势中的含时演化

为了数值模拟凝聚体从光晶格中释放后,在谐
振子势中的演化. 我们将 3.1 小节中得到的组合
势中的基态分布 ψ(x, y, t = 0)(见图 1) 作为初始
值, 代入方程 (7), 并令方程中光晶格强度 s = 0,
做无光晶格的含时演化. 图 2(a), (b), (c) 和 (d) 分
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别对应 t = 0.25, 0.75, 1.0, 和 1.4 时刻的密度分

布 ns(x, y, t) = |ψ(x, y, t)|2,其中 t以 1/ω⊥ = 0.01 s
为单位. 从图中可以发现,当撤除光晶格势后,子凝
聚体从每个晶格中释放, 膨胀, 与相邻格点中的子
凝聚体相互重叠, 干涉, 由于相位相干而形成清晰
的干涉条纹. 形成的干涉条纹包括一个不动的中心
主峰和对称分布 (x或 y 方向上)的两个次级边峰.
次级边峰因为具有动量, 随时间远离中心主峰, 且
速度越来越慢,边峰的宽度越来越窄,当 t = 1.0,边
峰速度反向, 向中心主峰方向运动, 从而在整个演
化过程 (图 2) 我们看到了边峰在谐振子势中来回
振荡,谐振子势中干涉条纹的振荡现象首先是在原
子 BEC中发现的 [9,10,11].
本文的重点是讨论强相互作用对干涉演化的

影响, 这是利用解析方法所不能研究的. 从图 2
中我们可以看到干涉条纹的边峰严重变形, 从而
使得干涉条纹模糊, 这是由于膨胀过程中原子间

的弹性碰撞造成的 [22]. 虽然 Adhikari 等也利用
数值方法求解了 GP 方程, 得到了由原子 BEC 形
成的干涉条纹在谐振子势中的演化, 但并未发现
条纹中的边峰在演化时有明显的变形 [21], 这是
由于 GP 方程主要描述的是零温下弱相互作用的
玻色气体, 不同于我们这里的强相互作用费米气
体, 图 2 显示强相互作用对演化有很明显的影响.
为了近一步分析相互作用对干涉条纹的影响, 在
图 3 中我们计算了 t = 1.0 时刻超流费米气体在

不同超流区域的密度分布.图 (a), (b)和 (c)分别对
应 BCS 端 (η0 = −0.5, γ = 0.6), BEC 端 (η0 = 1,
γ = 1.0) 和 BEC 极限 (η0 = 6, γ = 1.0). 从 BCS
端到 BEC 极限, 即从强相互作用区域到弱相互作
用极限, 随着原子之间相互作用变弱, 条纹清晰度
增高, 边峰变形程度减弱, 边峰的速度变大. 我们
所得到的在 BEC极限 (图 3(c))情形下的数值结果
与 Adhikari等基于 GP方程得到的结果一致.
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图 2 超流费米原子气体处于幺正极限 (η0 = 0, γ = 0.67),从光晶格中释放,气体密度在谐振子势中随时间 t的演

化. (a) t = 0.25, (b) t = 0.75, (c) t = 1.0和 (d) t = 1.4, t以 1/ω⊥ = 0.01 s为单位
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(a) ηO=0.5
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图 3 超流费米气体分别处于 (a) BCS 端 (η0 = −0.5,
γ = 0.6), (b) BEC 端 (η0 = 1, γ = 1.0) 和 (c) BEC 极
限 (η0 = 6, γ = 1.0),从光晶格中释放后,在谐振子势中演
化 t = 1.0后的密度分布,单位与图 2一致

3.3 快速磁场扫描后干涉条纹的演化

快速磁场扫描技术在超流费米气体实验中起

很重要作用,也是最早利用这项技术观测到了超冷
费米气体在渡越区域超流相的转变. 之后, 它又被
成功地运用在观测整个 BCS-BEC渡越过程中费米

对的凝聚,量子化涡旋的形成,干涉条纹的形成,以
及涡旋格子的膨胀. 快速磁场扫描技术的核心思想
是, 将超冷费米气体制备在强相互作用区域, 当达
到全局平衡后,为了消除强相互作用对超流费米气
体特性的影响,在探测特性的同时借助 Feshbach共
振技术, 迅速地将体系远离强相互作用区域. Ket-
terle小组就是将超冷费米气体制备在渡越区域,关
闭组合势的同时调节磁场到弱相互作用区域,费米
气体弹道膨胀,观测到清晰的干涉条纹 [6].
为了数值模拟快速磁场扫描技术, 我们仍然

将 3.1小节中得到的基态分布 ψ(x, y, t = 0)作为初

始值,代入方程 (7),并令方程中光晶格强度 s = 0,
不同于 3.2 小节, 我们将描述相互作用参数的 Q
变量置于相对应于 BEC 极限 η0 = 6, γ = 1.0 的

值 (弱相互作用极限), 做含时计算. 图 4 显示了将
超流费米气体制备在幺正极限 (η0 = 0, γ = 0.67),
经过快速磁场扫描到 BEC 极限后, 干涉条纹在
谐振子势中的演化. 数值结果表明, 相比于图 2,
干涉条纹的边峰没有明显的变形；我们可以清

楚地看到整个凝聚体在谐振子势中的振荡. (a)
t = 0.65 次级边峰远离中心主峰, 速度越来越慢,
之后反向 (b) t = 0.65 靠近主峰, 到 (c) t = 1.8

干涉条纹如同 t = 0时刻,最后到 (d) t = 2.1边峰

又远离主峰.
图 4 显示超冷费米气体经快速磁场扫描技术

后, 在谐振子中的干涉演化. 因为减弱了相互作用
对其破坏,所以得到的强相互作用的费米气体的干
涉现象与原子 BEC的情形非常相似. 一个很自然
的问题:是否快速磁场扫描技术破坏了气体在不同
超流区域的特性,使得我们得到的干涉条纹不能很
好地分辨体系处在哪个超流区域?为了解决这个问
题,我们计算了费米气体分别制备在不同超流区域,
在关闭光晶格的同时都经快速磁场扫描到 BEC极
限后,在谐振子势中密度随时间的分布.图 5(a), (b),
和 (c)分别给出制备在 BEC端,幺正极限和 BCS端
后,在谐振子势演化 t = 1.0后的密度分布.从图中
可以看出, 边峰都没有变形, 虽然都是被磁场扫描
到 BEC极限,边峰的宽度却不同,从 BEC端图 5(a),
经幺正极限图 5(b), 再到 BCS端图 5(c), 边峰的宽
度越来越大,即虽然在膨胀时都扫描到 BEC极限,
但演化时仍保留了基态时的特性,我们仍能从干涉
条纹中分辨出各个超流区域,这一结论与在实验中
观测到的一致 [6].
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(d) t=2.1
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图 4 超流费米气体被制备在幺正极限 (η0 = 0, γ = 0.67),关闭光晶格的同时经快速磁场扫描到 BEC极限 (η0 = 6,
γ = 1.0),气体密度在谐振子势中随时间 t的演化. (a)t = 0.65, (b)t = 1.4, (c)t = 1.8和 (d)t = 2.1,单位与图 2一致.
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图 5 超流费米气体分别制备在 (a)BEC 端 (η0 = 1, γ = 1.0), (b) 幺正极限 (η0 = 0, γ = 0.67) 和 BCS 端 (η0 = −0.5,
γ = 0.6),在关闭光晶格的同时 (a), (b)和 (c)都经磁场快速扫描到 BEC极限 (η0 = 6, γ = 1.0),气体密度 t = 1.0时的分布
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4 结 论

我们直接数值求解了序参量方程,得到了在不
同超流区域,费米气体在光晶格和谐振子势中的基
态分布, 以及撤除光晶格后, 干涉条纹在谐振子势
中的形成及演化；分析了强相互作用对干涉条纹

的影响,发现从 BEC极限到 BCS端,相互作用越来

越强, 干涉条纹越来越模糊; 为了减弱原子之间弹
性碰撞对干涉条纹的影响,我们模拟了实验上采用
的快速磁场扫描技术,发现经磁场扫描后干涉条纹
没有明显的变形,且所形成的干涉条纹在不同超流
区域有明显的不同. 我们所得的结果在 BEC 极限
情况与以往基于 GP方程得到的一致,在强相互作
用区域与实验观察到的一致.
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Abstract

We study the evolution of the interference patterns of strongly interacting Fermi gases in a harmonic trap after removal of the

optical lattice, by numerically solving the superfluid order-parameter equation. We find that for the strongly interacting Fermi gas

elastic collisions during the expansion blur the interference peaks. In order to obtain a nearly ballistic expansion, the fast magnetic field

ramp technique is applied in experiment. We simulate the fast magnetic field ramp process before expansions of strongly interacting

Fermi gases. We find that clear interference patterns are formed, and oscillate for a long time in the harmonic trap. We also calculate

the interference patterns in different superfluid regimes, which accord with the experimental observations.
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