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应用约化密度保真度确定自旋为 1的一维量子

Blume-Capel模型的基态相图*

赵建辉†

(重庆大学科学与工程博士后流动站,重庆 400030 )

( 2012年 3月 30日收到; 2012年 5月 26日收到修改稿 )

约化密度保真度 (reduce density fidelity)可以用来描述量子多体系统的量子相变,其是两个约化密度矩阵距离的

度量. 本文应用 MERA (multi-scale entanglement reorganization ansatz)算法,模拟自旋为 1的一维量子 Blume-Capel

模型,并通过对约化密度保真度的计算,确定出其基态相图. 单点和两点约化密度矩阵所包含的至关重要的信息的

量是不同的,其会体现在约化密度保真度上. 另外,本文还从局域序参量和系统能隙的角度,来探讨量子多体系统的

相变.
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1 引 言

量子相变 [1] 是当代凝聚态物理研究的热点

之一, 它是在绝对零度下, 量子系统随着一些确
定的非热变量 (如压强、磁场和化学势等) 的变
化而发生相变. 传统的热力学相变是由热力学涨
落引起的, 而量子相变的驱动力是量子涨落. 最
近, 人们从纠缠和保真度, 这些来自于量子信息
与量子计算领域的基本概念, 来研究量子多体系
统的量子相变 [2−6]. 在数值模拟领域, 近年来基
于基态波函数的矩阵乘积态 (matrix product states)
表示提出了张量网格 (tensor network) 算法. 张
量网格算法包括一维的 iMPS (infinite matrix ma-
trix product states) 算法 [7], 二维的 PEPS (projected
entangled-pair states) 算法 [8,9] 和原则上可以任意

维数的 MERA (multi-scale entanglement reorganiza-
tion ansatz) 算法 [10−12]. 这些算法的提出, 为人们
研究量子多体系统的相变, 提供了强有力的数值
模拟工具.

Blume-Capel自旋模型 [13,14]是BEG[15,16](Blume-
Emery-Griffiths) 自旋模型的简化. BEG 自旋模型
可以用来描述 He3-He4 混合物质的三相点 [16−18].
Blume-Capel 自旋模型具有 BEG 自旋模型大部
分的性质, 其基态相图先前已经被很多种方法
研究过, 例如 MFA[19] (mean field approximation),
FSS[16,20](finite-size scaling) 和 RG[19,21] (renormal-
ization group) 等方法. 最近在文献 [22] 提出了应
用保真度理论研究量子多体系统的相变. 并在文
献 [23] 证明了对于 D 维量子格子系统, 其基态保
真度等价于同一格子上的 D 维经典统计力学系统

的配分函数,这就建立了量子信息与量子多体系统
之间的联系. 单位格点的基态保真度 (ground-state
fidelity per lattice site)是量化两个基态之间的至关
重要的信息, 约化密度保真度是两个量子状态之
间的最大的距离度量 [24]. 在文献 [25, 26] 中, 应
用 iMPS 算法模拟一维无限格点系统的量子 Ising
模型和在外磁场中的自旋 1/2量子 XYX 模型,分
别从单位格点的基态保真度的分岔和约化密度保

真度的分岔,这两个方面来研究量子自旋链的量子
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相变,详细说明了保真度的分岔来源于系统的自发
性对称破缺,其应用并不局限于量子多体系统的具
体模型.
本文应用MERA数值算法,模拟自旋为 1的一

维有限格点的量子 Blume - Capel模型. 主要目的是
通过模拟这个具有一级量子相变和连续量子相变

的物理模型,来说明约化密度保真度可以不通过分
岔, 直接用来确定量子相变的临界点, 并且其同样
不依赖于具体的物理模型. 单点和两点约化密度矩
阵计算获得的约化密度保真度,其在数值上存在一
点差别,这体现了单点和两点约化密度矩阵在描述
系统状态时, 所包含的至关重要信息量的不同. 另
外本文还从系统的局域序参量和能隙的角度来讨

论了量子多体系统的相变.

2 理论模型、约化密度保真度和数值
模拟方法

2.1 理论模型

自旋为 1的一维量子 Blume-Capel模型 [16,27]

可以用下面的哈密顿量来描述:

H = −
∑
ij

Sz
i S

z
j +

∑
i

(
γSx

i + δ(Sz)2i
)
, (1)

这里的 Sx 和 Sz 分别为在 x和 z 分量的自旋为 1

的自旋算符

Sx =
1√
2


0 1 0

1 0 1

0 1 0

 , Sz =


1 0 0

0 0 0

0 0 −1

 .

这个模型是不能精确求解的, 它有两个控制参
量 γ 和 δ. 这里存在一个从一级相变到二级相变
的三临界点 (tricritical point): (γtr, δtr)

[16,27,28]. 对
于 γ > γtr 的系统由 CFT (conformal field theory)
可以知: 系统经历的量子相变属于 central charge
c = 1/2的量子 Ising普适类;在三临界点 (γtr, δtr)

上其 central charge c = 7/10;当 γ < γtr 时,系统经
历一级相变 [16,28].

2.2 约化密度保真度

保真度是量子计算和量子信息里的概念, 它
度量的是物理学信息在系统演化过程中对原

有信息的忠诚度. 保真度也可以理解为现有信
息与原有信息的相差在距离上的一个度量 [24].
从约化密度矩阵的角度出发, 保真度可以定义
为 F (ρ′, ρ) ≡

√
ρ1/2ρ′ρ1/2 = max |⟨ψ |φ⟩ |[24,26],其

中 ρ和 ρ′ 表示两个不同的系统状态的约化密度矩

阵, |ψ⟩ 和 |φ⟩ 是相应的两个不同的系统状态. 可
以证明 F (ρ′, ρ) 是两个量子状态之间最大距离的

度量 [24]. 对于同一相中不同控制参量的约化密度
矩阵的距离主要来源于无关紧要的信息,而不同相
中的约化密度矩阵的距离则来源于至关重要的信

息 [22,26]. 约化密度矩阵所蕴含的至关重要的信息,
决定了两个系统的状态是否处于同一相.这里的约
化密度矩阵可以是一点、两点、三点以及半链长

的约化密度算子. 约化密度保真度和局域序参量有
着不同的含义,约化密度保真度只表示两个不同量
子态的距离,而局域序参量则表示量子状态处在什
么样的量子序 [1].

对于约化密度保真度的计算,首先选定一个量
子状态为参考态, 如 ρ′, 另一个密度算子 ρ随着某

一个控制参量从某一相变化到另一相,等到所有量
子状态都为作过参考态后, 这时约化密度保真度
会在量子临界点处呈现一个挤点 (pinch point), 这
个挤点就是量子相变点 [22,25,26]. 约化密度保真度
具有以下性质 [22,25,26]: 1)归一性: F (ρ, ρ) = 1; 2)
变量交换不变性: F (ρ, ρ′) = F (ρ′, ρ); 3)取值范围:
0 6 F (ρ′, ρ) 6 1. 在本文的第三部分采用一点、两
点的约化密度矩阵计算约化密度保真度来确定量

子相变的临界点,并得到系统的基态相图.

2.3 数值模拟方法

MERA算法是一种辩分的数值模拟算法,其算
法的基本思想是基于实空间重整化群理论 [10−12].
在MERA算法中,系统波函数的精度取决于表示波
函数的张量的最大维数 χ的大小,其一般称为截断
维数. 截断维数 χ越大,表示波函数的张量的元素
个数就越多, 其表示的基态波函数也就越精确, 计
算资源 (内存与计算时间)的消耗与截断维数的关
系为 O(χ8)[10−12]. 这里应用有限格点的 MERA算
法,模拟自旋为 1的一维量子 Blume-Capel模型. 为
了去掉边界对量子系统的影响,这里采用的是周期
性边界条件.
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3 数值模拟的结果

这里应用 MERA 算法模拟自旋为 1 的一维
量子 Blume-Capel 模型, 采用周期性边界条件, 链
长为 N = 54, 表示波函数的张量的最大截断维
数 χ = 8. 下面将从系统的局域序参量、约化密度
保真度和系统的能隙三个方面来讨论自旋为 1 一
维量子 Blume-Capel模型的量子相变.
根据朗道 -金兹堡 -威尔逊 (Landau-Ginzburg-

Wilson)范式,系统的相变可以通过局域序参量 (lo-
cal order parameters)来刻画 [1,29]. 序参量的一般定
义是: 在有序相其序参量不为零, 在无序相其序参
量为零. 如果系统经历一级相变, 那么在量子临
界点处其序参量是不连续的, 反之系统经历连续
性 (二级相变)相变,其序参量是连续的 [1,29].
图 1是固定外参量 δ 不变,局域算符 sz 和 sx

的平均值随外参量 γ 从有序相到无序相的变化.
图 1(a)是局域算符 sz的平均值,在有序相 ⟨sz⟩ ̸= 0,
而在无序相 ⟨sz⟩ = 0. 根据朗道的序参量理论 [29],
局域算符 sz 是 Blume-Capel 模型的局域序参量.
随着 δ 的从小到大的变化, 局域序参量 sz 的平均

值 ⟨sz⟩从连续逐渐过渡到不连续,这表明相变类型
从连续相变过渡到一级相变. 根据 MERA 模拟的
数据可知,这个从连续相变到一级相变的三临界点
为 (γtr ≈ 0.911, δtr ≈ 0.414),此数值和文献 [16,28]
中确定的三临界点 (γtr ≈ 0.9102, δtr ≈ 0.4156)相

接近.图 1(b)是局域算符 sx 的平均值,无论在有序
相还是在无序相,局域算符 sx 的平均值 ⟨sx⟩都不
为零,所以其不是局域序参量. 从图 1(b)可以看出
局域算符 sx 的平均值 ⟨sx⟩随着 δ的变化也会从连

续逐渐过渡到不连续.从局域算符 sz 和 sx 的平均

值可以得出,描述一维量子 Blume-Capel模型的相
变所需要的物理信息,完全可以由单点约化密度矩
阵来提供,即通过单点约化密度矩阵就可以分刻画
系统的相变.
图 2 是用单点约化密度矩阵计算得到的约化

密度保真度 F1(γ
′, γ). 图 2(a)—(d)是对于固定不同

的外参量 δ, F1(γ
′, γ)在量子临界点处呈现挤点,并

且随着外参量 δ 的数值从小到大的变化, F1(γ
′, γ)

由连续到不连续的变化,这表明量子相变的类型从
连续相变到一级相变的过渡.
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图 1 局域算符 sz 和 sx 的平均值 (a)局域算符 sz 的平均值; (b)局域算符 sx 的平均值

为了更清楚的显示约化密度保真度在量子临

界点附近的变化行为,在图 3画出了约化保真度的
二维图, 在图 3 中固定外参量 δ 不变,在有序相任
意选取一个量子状态作为参考态 (同样这个参考态
也可以在无序相选取), 随着外参量 γ 从有序相过

渡到无序相,约化密度保真度逐渐从连续过渡到不
连续. 图 3(a) 和 (b) 是选取相同的参考态, 分别用
单点和两点约化密度矩阵计算约化密度保真度的

图示. 从图中可以清晰的看到 F1(γ
′, γ)和 F2(γ

′, γ)

主要区别是 F2(γ
′, γ) 的数值在非参考态的相中

比 F1(γ
′, γ)的数值小,这说明两点约化密度矩阵比

单点约化密度矩阵包含更多的至关重要的信息.这
也从侧面说明单点约化密度矩阵,其虽然能够描述
一维量子 Blume-Capel模型的量子相变,但是还是
丢失了一些至关重要的信息,不过这里只是量的丢
失,其并不影响对系统状态的描述.
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图 2 由单点约化密度矩阵计算得到的约化密度保真度 F1(γ′, γ) (a) 当控制参量 δ = 0.9 时, 约化密度保真
度, F1(γ′, γ)随着控制参量 γ 呈连续变化,其在 (δ = 0.9, γ = 0.437)点处出现挤点,即量子相变点; (b)当控制参
量 δ = 0.91 时, 约化密度保真度 F1(γ′, γ) 在相变点 (δ = 0.91, γ = 0.42) 处呈现挤点, 且随着控制参量 γ 是连

续变化; (c) 当控制参量 δ = 0.911 时, 约化密度保真度 F1(γ′, γ) 在相变点 (δ = 0.911, γ = 0.414) 处呈现挤点,
这时, F1(γ′, γ)是不连续,这表明系统从连续相变过渡到到一级相变; (d)控制参量 δ = 0.915单点约化密度保真

度 F1(γ′, γ)是不连续的,且在相变点处 (δ = 0.915, γ = 0.407)呈现挤点
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图 3 约化密度保真度 (a)单点约化密度保真度 F1(γ′ = 0.1, γ),参考态选取的是单点约化密度矩阵 ρ1(γ = 0.1);
(b)两点约化密度保真度 F2(γ′ = 0.1, γ),参考态选取的是两点约化密度矩阵 ρ2(γ = 0.1)
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根据上面的约化密度保真度,可以确定出自旋
为 1的一维量子 Blume-Capel模型的基态相图,见
图 4. 在图 4中给出了,应用 MERA, RG和 FSS方
法确定的基态相图 [16,27]. 通过对比发现, MERA算
法确定的基态相图和 FSS方法确定的基态相图基
本相同,这说明了MERA数值模拟算法的正确性.
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图 4 自旋为 1 的一维量子 Blume-Capel 模型在参数
空 γ − δ 基态相图 (实心三角形、交叉和四方形分别是应
用 RG, FSS和MERA方法确定的三相点)

在量子临界点处,系统的关联长度是发散的即
系统的能隙是闭合的. 从图 5中可以看出随着外控
制参量向量子临界点靠近,系统的能隙在量子临界

点处消失.特别在图 5(b)中, 能隙在量子临界点处
闭合行为表现的更加清楚.

4 结 论

本文通过应用 MERA算法模拟自旋为 1的一
维量子 Blume-Capel模型,并计算约化密度保真度
得到了系统的基态相图. 约化密度保真度是两个约
化密度矩阵之间最大的距离度量 [24], 其可以用来
探测量子相变点,并且可以通过判断其连续和不连
续性, 来确定从连续相变到一级相变的三临界点.
从单点约化密度矩阵和两点约化密度矩阵计算得

到的约化密度保真度存在差异,其说明包含格点数
越多的约化密度矩阵,包涵系统状态的至关重要的
信息越多, 越有利于辨别系统所处的不同的相. 应
用约化密度保真度来确定量子相变的临界点优越

性在于: 对于不同的量子模型不必考虑与模型有关
的局域序参量,其量子临界点可以直接通过约化密
度矩阵计算得到. 因此在完全不知道系统序参量的
情况下,可以通过计算约化密度保真度来确定量子
系统的临界点. 在得到关于量子临界点有关信息后,
就可以根据模型具体的物理性质来寻找和模型相

关的序参量. 另外本文也从局域序参量和系统的能
隙的角度来探讨量子系统的相变.
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图 5 (a)在量子临界点附近,系统的基态能量和第一激发态能量随控制参量 δ的穿过量子临界点; (b)在量子临界点
附近,系统的能隙 (基态和第一激发态的能量之差)随控制参量 δ的穿过量子临界点
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Ground state phase diagram of the quantum spin 1
Blume-Capel model: reduced density fidelity study∗
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Abstract

The reduced density fidelity is a measure of distance between two reduced density matrix, which can be used to characterize

quantum phase transitions in quantum many-body systems. In this paper, we use the multi-scale entanglement reorganization ansatz

(MERA) algorithm to simulate the spin 1 quantum Blume-Capel model and determine its ground-state phase diagram through calculat-

ing the reduced density fidelity. The qualitative relevant information contained in one site reduced density matrix is different from that

contained two-site reduced density matrix, which can be detected by using the reduced density fidelity. In addition, we also characterize

quantum phase transitions in quantum many-body systems by using the local parameters and energy gaps.
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