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(2+1)维 sine-Gordon方程的三种函数混合解*
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基于一构造的Wronskian形式展开法,获得了 (2+1)维 sine-Gordon方程的一系列新形式的混合解.这些解是三

角函数、双曲函数及 Jacobi椭圆函数等三种函数的组合形式.
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1 引 言

众所周知, sine-Gordon型方程在非线性光学、
等离子物理、生物工程和超导物理的 Josephson结
构等自然科学领域中都有着广泛的应用. 因此, 寻
求 sine-Gordon型方程的精确解是非线性科学研究
中的一个重要课题.近年来,随着吴消元法 [1] 的提

出,一些复杂冗长的代数运算能够在计算机上加以
处理, 使得人们获得了 sine-Gordon 型方程的很多
新的精确解 [2−6]. 然而,获得高维的 sine-Gordon型
方程的混合解,特别是由 Jacobi椭圆函数、双曲函
数及三角函数等组成的混合解是非常困难的. 通过
对 Wronskian 技巧 [7−9] 的研究, 受文献 [10] 的启
发,本文重新构造了Wronskian行列式中的函数,并
求解了如下 (2+1)维 sine-Gordon方程:

uxx + uyy − utt = sinu, (1)

获得了一系列新的精确解. 这些解是三角函数、双
曲函数和 Jacobi椭圆函数等三种函数的组合.

2 Wronskian 形式展开法和新形式的
混合解

考虑方程 (1),作变换 u = 2i ln
f∗

f
,可得 (2+1)

维 sine-Gordon方程的双线性形式:

(D2
x +D2

y −D2
t )(f · f)− 1

2
(f2 − f∗2) = 0, (2)

其中 f∗是 f 的共轭函数, D是双线性算子:

Dm
x Dn

t (a · b) ≡
(

∂

∂x
− ∂

∂x′

)m (
∂

∂t
− ∂

∂t′

)n

× a(x, t)b(x′, t′)|x=x′,t=t′ .

则,求解步骤如下.

1)寻求具有如下形式的波解:

u = 2i ln
f∗

f
= 4arctan

q

p
, (3)

其中

f = ̂(N − 1) = W (ϕ1, ϕ2, · · · , ϕN )

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1 ϕ

(1)
1 · · · ϕ(N−1)

1

· · · · · · · · · · · ·

ϕN ϕ
(1)
N · · · ϕ(N−1)

N

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,

ϕ
(j)
i =

∂j

∂xj
ϕi, 1 6 j, 1 6 i 6 N ,且 ϕi(1 6 i 6 N)

满足一些线性偏微分方程组. 为计算简便,取 N =

2, f = p+ iq.
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2)选取函数 ϕ1, ϕ2为

ϕ1 = snξ1 + sin ξ1, ϕ2 = cosh(ξ2 + θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2), (4)

其中 snξ1 ≡ sn(ξ1,m)是模数为m的 Jacobi椭圆函数, θ是一任意实常量. 则

u′ =2i ln
f∗

f
= 4arctan

q

p
= 4arctan

sin θ(k2(snξ1 + sin ξ1) cosh ξ2 − k1(cnξ1dnξ1 + cos ξ1) sinh ξ2)

cos θ(k2(snξ1 + sin ξ1) sinh ξ2 − k1(cnξ1dnξ1 + cos ξ1) cosh ξ2)
,

ξj =kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2). (5)

u′ 并不是 (2+1)维 sine-Gordon方程 (1)的一个解.原因是 Jacobi椭圆函数 snξ1 并不满足与 (2+1)维 sine-
Gordon方程相关的任意的线性偏微分方程组,或者是任意的其他线性组合.但是,可以利用 u′ 的结构和形

式去求解方程 (1).
3)假设 (2+1)维 sine-Gordon方程 (1)具有与 u

′
相对应的Wronskian形式解

u =4arctan
a1(snξ1 + sin ξ1) cosh ξ2 + a2(cnξ1dnξ1 + cos ξ1) sinh ξ2
b1(snξ1 + sin ξ1) sinh ξ2 + b2(cnξ1dnξ1 + cos ξ1) cosh ξ2

,

ξj =kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2), (6)

其中 aj , bj , kj , cj , lj (j = 1, 2)为待定参数.
4)将 (6)式代入方程 (1),化简方程,并令所有约化后的方程的同次幂系数为零,可得到含有未知数 aj ,

bj , kj , cj , lj (j = 1, 2)的一个代数方程组.
5)利用Maple,解这些超定代数方程组,可确定未知数 aj , bj , kj , cj , lj (j = 1, 2).
6)将 aj , bj , kj , cj , lj (j = 1, 2)的值代入 (6)式,可得 (2+1)维 sine-Gordon方程的下列新形式的混合解:

u1 =4arctan
b1(snξ1 + sin ξ1) cosh ξ2 + b2(cnξ1dnξ1 + cos ξ1) sinh ξ2
b1(snξ1 + sin ξ1) sinh ξ2 + b2(cnξ1dnξ1 + cos ξ1) cosh ξ2

,

ξ1 =il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
t− ik2y,

其中 b1, b2, l1, k2是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
当m → 1, Jacobi椭圆函数退化为孤立波,则有

u11 =4arctan
b1(tanh ξ1 + sin ξ1) cosh ξ2 + b2(sech

2ξ1 + cos ξ1) sinh ξ2
b1(tanh ξ1 + sin ξ1) sinh ξ2 + b2(sech2ξ1 + cos ξ1) cosh ξ2

.

当m → 0, Jacobi椭圆函数退化为三角函数,则有

u12 = 4arctan
b1 sin ξ1 cosh ξ2 + b2 cos ξ1 sinh ξ2
b1 sin ξ1 sinh ξ2 + b2 cos ξ1 cosh ξ2

.

相似地,令 ϕ1, ϕ2的形式为

ϕ1 = snξ1 + sin ξ1, ϕ2 = sinh(ξ2 + θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2).

并利用上述步骤,可得

u2 = 4arctan
b1 sinh ξ2(snξ1 + sin ξ1) + b2 cosh ξ2(cnξ1dnξ1 + cos ξ1)

b1 cosh ξ2(snξ1 + sin ξ1) + b2 sinh ξ2(cnξ1dnξ1 + cos ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
t− ik2y,

其中 b1, b2, l1, k2是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
如果在Wronskian形式展开法中,取 ϕ1 = snξ1+cos ξ1, ϕ2 = sinh(ξ2+θ i), ξj = kjx+cjt+ljy, (j = 1, 2),

则

u3 = 4arctan
b1 sinh ξ2(snξ1 + cos ξ1) + b2 cosh ξ2(cnξ1dnξ1 − sin ξ1)

b1 cosh ξ2(snξ1 + cos ξ1) + b2 sinh ξ2(cnξ1dnξ1 − sin ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
t− ik2y,
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其中 b1, b2, l1, k2是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
若选取的函数 ϕ1, ϕ2为如下形式: ϕ1 = snξ1+cos ξ1, ϕ2 = cosh(ξ2+θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2),

可得

u4 = 4arctan
b1 cosh ξ2(snξ1 + cos ξ1) + b2 sinh ξ2(cnξ1dnξ1 − sin ξ1)

b1 sinh ξ2(snξ1 + cos ξ1) + b2 cosh ξ2(cnξ1dnξ1 − sin ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
t− ik2y,

其中 b1, b2, l1, k2 是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
若函数 ϕ1, ϕ2为 ϕ1 = cnξ1 + sin ξ1, ϕ2 = cosh(ξ2 + θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy (j = 1, 2),计算得

u5 = 4arctan
b1 cosh ξ2(cnξ1 + sin ξ1) + b2 sinh ξ2(snξ1dnξ1 − cos ξ1)

b1 sinh ξ2(cnξ1 + sin ξ1) + b2 cosh ξ2(snξ1dnξ1 − cos ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
t− ik2y,

其中 b1, b2, l1, k2是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
假设 ϕ1 = cnξ1 + cos ξ1, ϕ2 = sinh(ξ2 + θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2),得

u6 = 4arctan
b1 sinh ξ2(cnξ1 + cos ξ1) + b2 cosh ξ2(snξ1dnξ1 + sin ξ1)

b1 cosh ξ2(cnξ1 + cos ξ1) + b2 sinh ξ2(snξ1dnξ1 + sin ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
t− ik2y,

其中 b1, b2, l1, k2是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
令 ϕ1 = dnξ1 + sin ξ1, ϕ2 = sinh(ξ2 + θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2),则有

u7 = 4arctan
b1 sinh ξ2(dnξ1 + sin ξ1) + b2 cosh ξ2(m

2snξ1cnξ1 − cos ξ1)

b1 cosh ξ2(dnξ1 + sin ξ1) + b2 sinh ξ2(m2snξ1cnξ1 − cos ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
t− ik2y,

其中 b1, b2, l1, k2是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
若取 ϕ1 = dnξ1 + cos ξ1, ϕ2 = cosh(ξ2 + θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2),可得

u8 = 4arctan
b1 cosh ξ2(dnξ1 + cos ξ1) + b2 sinh ξ2(m

2snξ1cnξ1 + sin ξ1)

b1 sinh ξ2(dnξ1 + cos ξ1) + b2 cosh ξ2(m2snξ1cnξ1 + sin ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
t− ik2y,

其中 b1, b2, l1, k2是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
如果 ϕ1 = cnξ1 + sinh ξ1, ϕ2 = cos(ξ2 + θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2),有

u9 = 4arctan
ib1 cos ξ2(cnξ1 + sinh ξ1)− ib2 sin ξ2(snξ1dnξ1 − cosh ξ1)

b1 sin ξ2(cnξ1 + sinh ξ1) + b2 cos ξ2(snξ1dnξ1 − cosh ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
it− ik2y,

其中 b1, b2, l1, k2是任意实常量,且 b1, b2不能同时为零.
假设函数 ϕ1, ϕ2为 ϕ1 = snξ1 + cosh ξ1, ϕ2 = sin(ξ2 + θ i), ξj = kjx+ cjt+ ljy, (j = 1, 2),经计算得

u10 = 4arctan
ib1 sin ξ2(snξ1 + cosh ξ1)− ib2 cos ξ2(cnξ1dnξ1 + sinh ξ1)

b1 cos ξ2(snξ1 + cosh ξ1) + b2 sin ξ2(cnξ1dnξ1 + sinh ξ1)
,

ξ1 = il1x+ l1y, ξ2 = k2x+
1

2
it− ik2y,
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其中 b1, b2, l1, k2 是任意实常量,且 b1, b2 不能同时
为零.

3 结 论

本文运用 Wronskian 形式展开法构造了一
些 (2+1) 维 sine-Gordon 方程的新形式的混合解.
这些解并非是同类函数之间的组合, 而是更为一
般的 Jacobi 椭圆函数、双曲函数及三角函数等三
种函数的组合. 与前人所做工作相比, 文中所得的

混合解所描述的相关物理过程更为复杂, 也更值
得探讨.

附 录

在 Wronskian形式展开法中, 也可选取更为一般的函

数,如取

ϕ1 = d1snξ1 + d2 cosh ξ1,

ϕ2 = d3 sin(ξ2 + θ i).

从而获得 (2+1) 维 sine-Gordon 方程 (1) 的更为一般的

混合解.
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Abstract

Based on a constructed Wronskian form expansion method, a few new types of hybrid solutions to the (2+1)-dimensional sine-

Gordon equation are obtained. These solutions are some various combinations of trigonometric functions, hyperbolic functions and

Jacobi elliptic functions.
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