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混沌系统模型误差平均绝对误差增长过程研究
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混沌系统的平均绝对误差增长最初是用来刻画初始值误差增长的,本文依照平均绝对误差增长的定义来研究

模型误差的增长过程,获得了一些很有意义的结论.研究发现,在初期模型误差的平均绝对误差增长呈指数级增长,

增长指数同模型的扰动相关,与真实系统最大 Lyapunov指数没有直接关系.其后模型误差进入非线性增长过程,误

差增长放缓,最终达到饱和.误差饱和值恒定,当真实系统和模型系统吸引子差别较小时,模型误差饱和值基本上同

真实系统的初始值误差饱和值相等. 利用上述研究结论可以求出模型的可预报期限,这在数值天气预报中具有重要

的意义.进而利用模型的可预报期限可以对同一真实系统的不同模型进行评价,相对真实系统越精确的模型拥有更

高的可预报期限.这对新模型的开发具有很强的指导作用.
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1 引 言

地球物理系统中大气和海洋状态量的预报,最
大的障碍来自两个方面: 第一是混沌系统不稳定性
对于初始场误差的放大作用; 第二是模型不精确,
难以完全地描述真实的物理过程. 因此形成预报误
差的两个来源, 前者称为初始值误差, 后者称为模
型误差. 文献 [1− 5]对混沌系统的初始值误差在系

统演化中的放大过程作了研究,提出了非线性误差
增长理论.文献 [6− 7]提出采用资料同化和集合预

报来提高观测数据的精度,减小初始值误差的方案.
自 Lorenz[8] 提出混沌系统对初始值的敏感性以来,
初始值误差一直是研究的焦点. 然而随着观测仪器
和资料同化技术的进步,模型初始场同真实数据间
的误差越来越小,对模型误差的研究也就得到越来
越多的关注. 一般认为初始值误差在中短期的预
报中占有较大影响,而模型误差则影响的是其长期
行为.Orrell 等指出模型误差对预报的影响可能被
低估了, 在文献 [9]中作者提出了一个描述模型误

差的方案,利用阴影和漂移等量来描述系统的模型
误差,并且能对不同模型进行比较. 其后, Orrell发

展了该方案 [10], 引入了集合预报来处理同时包含
初始误差和模型误差的情形,这样更加接近现实应
用. 但是该方法只是描述了模型的短期发展,而且
理论复杂实现困难.Nicolis[11,12] 建立了模型误差动
力学,用解析的方法建立了模型误差发展方程. 该
模型误差发展方程比较好的符合模型误差的短期

发展趋势,但是该方法的缺点是模型方程和真实系
统之间的差异要足够小,而且模型方程的解相空间
和真实系统相空间要一致.这样就极大的限制了该
模型误差发展方程的应用范围.
本文主要利用统计手段来研究模型误差增长

的长期过程. 借鉴非线性误差增长理论 [5,13,14] 中

对初始误差平均绝对误差增长的定义来定义模型

误差. 研究发现当初始值误差为零时, 模型误差的
平均绝对误差初期呈指数级增长,且随系统演化最
终达到饱和.对系统同一参数扰动形成的模型误差,
增长指数相同,改变扰动参数,增长指数不同.增长
指数同系统的最大 Lyzpunov指数没有直接的关系.
如果模型是对真实系统较好的模拟则误差饱和值

趋于固定值,否则误差饱和值将在一个区间内波动.
研究还发现,模型误差增长的饱和值趋于固定值时,
该固定值同真实系统和模型的吸引子相关,并不随
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初始误差变化而变化. 如果将模型误差达到误差饱
和值 99%时所对应的时间定义为可预报期限 [13],
则可以计算得到模型的可预报期限.因此在比较同
一真实系统下的不同模型时,可以利用模型的可预
报期限作为一个衡量模型优劣的标准.这对新模型
的开发具有很强的指导作用.

2 模型误差的平均绝对误差定义

为了更好的探索混沌系统的模型误差, 首先
需要对其有一个精确数学描述. 假定模型的状态
空间向量 x(t) ∈ Rn, 真实系统的状态空间向量
为 X̄(t) ∈ Rm,一般有 m > n. 假定存在一个一阶
连续的投影 P ,把真实系统状态空间向量映射到模
型的状态空间,在模型状态空间形成的轨道称之为
目标轨道

x̄(t) = P (X̄(t)), (1)

目标轨道 x̄(t) ∈ Rn 存在于模型空间中,代表模型
空间中所理解的真实系统的轨迹. 现在假设模型通
过如下方程给出:

dx

dt
= G(x(t)), (2)

其中 x ∈ Rn, 模型的轨道 x(t) 用来近似目标轨

道 x̄(t),因此得到 t时刻的模型误差为

δ(t) = x(t)− x̄(t). (3)

混沌系统的平均绝对误差增长过程最初是用来刻

画初始值误差增长的,本文依照平均绝对误差增长
的定义来研究模型误差的增长过程. 混沌系统平均
绝对误差增长的定义由文献 [14]给出

Ēabs(t) =

(
N∏
i=1

δi(t0 + t)

)1/N

, (4)

其中 δi(t0+ t)为 |δ(t0 + t)|的简化表示,即在 t0+ t

时刻的模型误差的范数, t0 表示开始时间, 一般
为 0, t表示持续时间. N 表示实验的次数.

3 模型误差的平均绝对误差增长过程

首先, 以 Lorenz63[15] 系统为例研究真实系统
和模型系统拥有接近吸引子时模型误差的平均绝

对误差增长过程. Lorenz63系统由如下方程给出:

Ẋ = σ(Y −X),

Ẏ = X(r − Z)− Y ,

Ż = XY − bZ,

(5)

设参数为 (σ, r, b) 时为真实系统, 对三个参数中的
一个加入一个小的扰动而得到的系统为模型系统,
当扰动较小时可以认为这时系统和模型的吸引子

相似. 根据 (4)式计算得到模型误差增长如图 (1)所
示. 从图可知,模型误差增长同初始值误差增长 [15]

相似, 在初期会呈较稳定的指数级增长, 一定时间
后进入非线性增长阶段, 增速放缓, 最终误差不再
增长达到饱和, 误差饱和值同吸引子相关. 事实上
当 t → ∞ 时误差会趋于恒定饱和值,这一结论可
以由 (4)式及一些合理的假设推导得出 [5],详细推
导过程见附录.
在误差增长的指数级增长阶段,对同一个参数

的不同扰动, 模型误差的增长指数不变, 对不同参
数的扰动, 模型误差的增长指数改变. 从文献 [13]

可知, 混沌系统初始值误差在指数级增长阶段的
增长指数等于系统最大 Lyapunov指数. 图 1(a)的
增长指数为 2.015,图 1(b)的增长指数为 2.180. 而
图中真实系统最大 Lyapunov 指数为 0.905. 可以
看出模型误差指数级增长阶段的增长指数同最

大 Lyapunov指数没有直接的关系.
当真实系统和模型系统拥有相似吸引子时,模

型误差平均绝对误差增长饱和值基本上同初始值

误差饱和值相等. 如图 1所示的 Lorenz63系统,从
文献 [15]可知系统在参数取 (10, 28, 8/3)时初始值
误差绝对误差增长饱和值为 2.771, 图 1 中模型误
差绝对误差增长饱和值为 2.753, 可以认为二者是
基本相等的,结论成立.
为验证上述结论对其他混沌系统有效,图 2测

试了 Lorenz96[16]系统.对参数 F 施加扰动,可以看
出模型误差增长完全符合上述结论.模型误差增长
饱和值为 3.300,依照文献 [14]可知, Lorenz96系统
维数等于 20, F = 10 时, 初始值误差增长饱和值
为 3.302,二者基本相等. 可知上述结论成立.
其次,研究了当真实和模型系统吸引子差别较

大时模型误差的增长过程. 以 Lorenz96 模型为研
究对象. Lorenz96模型是研究大气可预报性方面广
泛应用的一个模型,其方程为

d

dt
yi = −yi − yi−1(yi−2 − yi+1) + F, (6)
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图 1 Lorenz63 系统模型误差平均绝对误差增长过
程 (真实系统模型参数为 (σ, r, b), 其中 σ = 10, r = 28,
b = 8.0/3. 曲线从上到下对应扰动值为 {10−9, 10−10,
10−11, 10−12},共对 N = 200次试验求平均) (a)对参
数 σ 施加扰动,模型参数为 (σ + δσ, r, b); (b)对参数 r 施

加扰动,模型参数为 (σ, r + δr, b).

5

0

-5

-10

-15

-20

-25

-30

-35

I
n
E-

0 105 2015 25 30

n

δF=10-12

δF=10-11

δF=10-10

δF=10-9

δF=10-8

δF=10-7

图 2 Lorenz96 系统模型误差平均绝对误差增长过
程 (维数为 20, 参数 F = 10 时作为真实系统, 维数不
变, 对 F 施加扰动作为模型系统, 曲线从上到下对应扰
动分别为 {10−7, 10−8, 10−9, 10−10, 10−11, 10−12}. 共
对N = 200次试验求平均)

yi 呈环形分布, yi+N = yi. N 为其维数. 假
定 N0 = 20, F = 10 的 Lorenz96 系统为真实系
统.模型系统的维数 N < 20, F 不变.把真实系统
的前 N 维看作在模型空间的目标轨迹, 与模型轨

迹对比形成模型误差. 模型误差平均绝对误差增长
如图 3(a)所示. 由图可知,误差增长过程符合前文
描述. 由于模型和真实系统之间的吸引子差别较
大, 所以误差饱和值存在一定的波动, 而且当模型
的维数取不同值时, 模型误差增长饱和值也不同.
图 3(b)给出了初始值误差饱和值和模型误差饱和
值之间的关系, 可以看出, 模型误差饱和值介于真
实系统和模型系统初始值误差饱和值之间,一般同
模型的初始值误差饱和值一致.
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图 3 Lorenz96系统模型误差平均绝对误差增长过程 (真
实系统维数为 20维, F = 10. 模型系统改变维数, F 不变)
(a)给出了模型误差增长过程 (曲线从上到下模型维数 N

取值分别为 12, 14, 16, 18); (b)给出了模型误差增长,以及
对应模型的初始值误差增长过程 (初始误差取值为 10−10.
从上到下分别为真实系统的初始值误差增长曲线、模型

维数N 等于 16的模型误差及初始值误差曲线、模型维数
为 13的模型误差及初始值误差增长曲线)

4 模型可预报时间及模型的比较

自然界的混沌现象,其真实当前状态和运行规
则是不可能精确得出的,只能通过建立数学模型来
近似. 数学模型的建立基于不同的标准可以得出不
同的形式. 对于同一个真实系统,如何比较其各个
模型间的差异, 如何确定哪个模型更加接近真实,
是一个值得研究的问题.文献 [9]中,作者就利用模
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型误差方法比较了不同气象预报软件的精确性. 本
文从模型误差的可预报时间方面给出了一个模型

评价标准.
从上节的结论可知, 模型误差最终都会达到

饱和, 依照文献 [13] 的定义, 把误差达到饱和值
的 99%时的时刻值作为模型的可预报期限.因此可
以依据模型的可预报时间作为模型精确度的一个

衡量标准.它们之间一个简单的关系就是可预测时
间越长,模型越接近真实,模型也就越精确. 如图 1
中所示的 Lorenz63 模型, 可预报时间最长的就是
参数扰动最小的模型,因为此时模型最接近真实系
统. 下面以 Orrell 在 2003 年的文献 [17] 中提出的

两个 Lorenz96 II型系统的简化模型作为例子加以
验证.

Lorenz96 II型系统公式如下

dXk/dt =−Xk−1(Xk−2 −Xk+1)

−Xk + F −

 J∑
j=1

Yj,k

 ,

dYj,k/dt =− cb(Yj+1,k − Yj−1,k)

− cYj,k + (hc/b)Xk,

(7)

其中, k = 1到 n, j = 1, · · · ,m. 同 (6)式类似, X,Y

循环分布有 Xk+n = Xk, Yj+m,k = Yj,k+1. 真实系
统演化比较复杂, 分为两层, 文献 [17]提出有两种

简化方式分别为

线性模型:

dXk/dt =−Xk−1(Xk−2 −Xk+1)

−Xk + α0 + α1X; (8)

固定模型:

dXk/dt =−Xk−1(Xk−2 −Xk+1)

−Xk + Pc. (9)

以 (7) 式作为真实系统, 其中参数 n = 8, m = 4,
F = 10. 线性模型 (8)式作为其简化模型之一,其中
参数 a0 = 9.95, a1 = −0.122. 固定模型 (9)式,作为
其简化模型之二,其中参数 Pc = 9.62. 结果如图 4
所示. 图中左边曲线为固定模型, 右边曲线为线性
模型. 可以看出固定模型的模型误差增长速率要比
线性模型的要快,且其可预报时间要小于线性模型.
所以线性模型是真实系统更加精确地模拟,这与文
献 [17]中的结论完全相同.
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图 4 模型可预报时间 (左边曲线为固定模型,右边曲线为
线性模型. 水平线为饱和值的 99%,其与曲线的交点为模
型的可预报时间)

5 结 论

本文以统计手段研究了模型误差增长的长期

过程. 借鉴初始误差增长理论中平均绝对误差增长
的定义来定义模型误差的增长. 研究发现模型误差
的平均绝对误差增长同初始值误差的平均绝对误

差增长有一定的相似之处. 在初期都是呈指数级
增长, 然后经历一段非线性增长过程, 误差增长放
缓, 最终达到饱和. 初始值误差的增长指数等于系
统最大 Lyapunov 指数, 但模型误差增长指数同最
大 Lyapunov 指数没有直接关系. 模型误差饱和值
同模型和真实系统吸引子相关.当模型和真实系统
吸引子接近时,模型误差饱和值就基本上等于真实
系统的初始值误差饱和值.当模型和真实系统差异
较大时,模型误差饱和值介于真实系统和模型的初
始值误差饱和值之间,一般更靠近模型的初始值误
差饱和值.本文最后还给出了求模型可预报时间的
方法,即把达到模型误差饱和值 99%的时刻作为模
型的可预报时间. 通过模型可预报时间可以对一个
真实系统的不同模型进行评价,文中通过一个例子
验证了本方案的可行性.
模型误差在混沌系统误差分析中一直是一个

难点,本文从平均绝对误差增长的角度分析了模型
误差增长. 但是大多结论都是通过实验统计获得,
下一步可以通过建立模型误差的解析模型,来给出
更加严格的数学推导. 另外在实际应用中模型误差
和初始值误差都是同时存在的,下一步研究可以针
对模型误差和初始值误差的相互影响来展开.
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附录: 混沌系统误差收敛于固定值证明

引理 给定独立随机变量 X1, X2, · · · , Xn,拥有如下

的分布函数:

f(x) =

p(x), ε 6 x 6 α,

0, ε < x 或 x > α,
(A1)

其中 ε 表示任意小的正数, α 为正的常数, 且 p(x) 为闭区

间 [ε, α]上的连续函数. 使 Zn =
(∏n

i=1 Xi

)1/n,则有

Zn
p−→ c, (n → ∞), (A2)

其中,
p−→表示依概率意义收敛, c是同 p(x)相关的常数.
证明 首先对 Zn 取对数有

lnZn =
1

n

n∑
i=1

lnXi. (A3)

由于 Xi(i = 1, 2, · · · , n)是独立同分布随机变量,则 lnXi,

(i = 1, 2, · · · , n)也是独立同分布随机变量. 则数学期望

E(lnXi) =

∫ a

ε

lnx · p(x)dx = b, (A4)

其中 b为同 p(x)相关的常数. 由辛钦大数定理,当 n → ∞
有

lnZn
p−→ b, (A5)

因此有 Zn
p−→ eb = c,命题得证.

由 (4) 式知模型误差平均绝对误差形式为 Ēabs(t) =(
N∏
i=1

δi(t0 + t)

)1/N

, 对于混沌系统当 t → ∞ 时,

δ1(t), δ(t)2, · · · , δ(t)n 可以看作独立同分布的随机变量,

且其分布函数同 (A1)式相似. 于是有

Ēabs(t)
p−→ c, (t → ∞, N → ∞). (A6)

命题得证. 上述证明基本上引用文献 [5]中对初始值误差饱

和值的证明过程. 其中一个关键的假设为当 t → ∞时,混

沌系统误差 δ1(t), δ(t)2, · · · , δ(t)n 可以看作独立同分布的

随机变量, 当模型和真实系统吸引子差异较小时上述假设

可以认为是成立的.
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Abstract
Mean absolute growth of model error which is used to describe the initial error growth for chaos system, is employed in this paper

to investigate the model error growth, and some meaningful conclusions are drew from it. It is found that the mean absolute growth of

model error is initially exponential with a growth rate which has no direct relationship with the largest Lyapunov exponent. Afterwards

model error growth enters into a nonlinear phase with a decreasing growth rate, and finally reaches a saturation value. If the difference

between the attractor of real system and that of the model system is very small, the model error saturation level is consistent with the

initial error saturation level of real system. With these conclusions one can obtain the predictability limit of a model easily, which is

meaningful for weather prediction models. Also the predictability limit of model can be used for model comparison. The exacter model

has a higher predictability limit which is useful for new model development.
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