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扩展 HK网络结构与同步能力的研究*
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研究两种高聚类系数无标度网络演化机理对网络同步能力的影响.首先,以 Holme和 Kim(HK)模型为基础,提

出了度分布和聚类系数均可调的扩展 HK模型 (EHK模型). 扩展 HK模型将 HK模型中的三角结构扩展到了旧节

点之间,解决了 HK模型边的演化只存在新旧节点之间以及每个时间步加入网络节点的边数固定的不足. 其次,研

究了三角结构演化机理对网络同步能力的影响.最后,仿真研究发现三角结构的演化机理降低了两类无权网络的同

步能力.
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1 引 言

复杂网络研究的主要目的之一就是理解网络

的结构和动态特性之间的关系.目前大部分关于同

步问题的研究都是针对小世界网络或者是无标度

网络 [1,2]. WS小世界网络具有大的聚类系数和小

的平均路径长度 [3], BA无标度网络中节点的度具

有幂律分布的特性 [4]. 但是,现实生活中的网络几

乎同时具备这两种网络的特性,最近一些网络模型

描述了这种小世界无标度特性的网络 [5].

最初针对复杂网络结构特性与同步能力的关

系研究主要是针对无标度网络进行研究的 [6−11].

研究工作集中在平均最短路径,异质性和介数等对

网络同步能力的影响.既然无标度网络本身具有小

的平均最短路径,那么小世界无标度网络可以看作

是具有高聚类系数的无标度网络. 最早的高聚类系

数无标度网络模型是 Holme-Kim(HK)模型 [12],也

是最具代表性的高聚类系数的无标度小世界模型.

HK模型以 BA模型为基础,认为 BA模型中新增节

点的所有边全部遵循全局择优的原则与现实不符,

提出了一种被称为 TF (triad formation)的改进步骤,

同时保留了全局的择优 PA (preferential attachment)

步骤. HK模型是一种全局范围内聚类系数可调的

网络模型,使得人们可以研究聚类系数和网络同步

能力之间的关系.目前有很多文献对 HK模型进行

改进, 其中文献 [13]在 HK模型的基础上, 按照概

率调节了每个时间步三角结构的数量. 文献 [14]则

是考虑了网络的局部效应,在优先连接机理选择时,

不是在全局范围内选择的,而是在一个局部范围内

选择.文献 [15]将 HK模型扩展为加权的网络模型,

文献 [16]在加权 HK模型的基础上研究了加权网

络聚类系数和同步能力的关系.

但是, HK模型和这些改进的 HK演化模型,在

网络演化过程中,仅新加入的节点和旧节点之间存

在边的连接, 没有旧节点之间网络结构的演化, 我

们认为这种 TF 机理更容易在网络中的旧节点之

间产生. HK 模型新节点加入到网络中时, 每个节

点都具有相同的连接数, 我们把 HK 模型中的 TF

机理放到网络中的旧节点之间进行演化. 新节点

加入到网络中时,与网络中已存在的节点相连的边

数不再是固定的, 而是概率可调的. 基于此本文提
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出了两种扩展的 HK模型,对扩展 HK模型 (EHKI

和 EHKII) 进行了数值计算, 给出了网络的度分布

公式, 对网络的结构特性进行仿真分析. 数值计算

和仿真分析所提出的网络模型是具有高聚类系数

的无标度网络模型. 分析网络演化过程中, TF 机

理在旧节点之间产生和在新旧节点之间产生对网

络结构特性带来的区别.在 EHKI和 EHKII模型的

基础上, 研究了网络的演化规则与网络同步能力

的关系.

值得一提的是, 本文所提出的两种改进的 HK

模型,主要是通过在旧边中产生三角形来改变网络

的局部结构. 但早在 2007年,周涛等就提出了集团

度 (clique degree)的概念 [17,18],集团度可以用来刻

画包括三角形分布在内的局部结构在网络中的分

布情况. 后来 Yang 等 [19] 基于随机行走机理, Cui

等 [20] 基于共同邻居驱动机理,分别建立了理论模

型并再现了 Xiao等 [18]的实证发现. 本文的研究将

只讨论聚类系数对网络同步的影响,而不涉及高阶

集团度分布对网络性能的影响,但在以后的研究中

会对这部分内容做进一步的探讨.

2 EHKI高聚类系数网络模型

2.1 EHKI模型

HK模型是一种比较典型的高聚类系数网络模

型, HK网络演化规则如下: 1)每一时间步骤,在网

络中增加一个节点和 m 条边; 2) 以 PA 步骤增加

其中的一条边; 3)以概率 p进行 TF步骤或者以概

率 (1− p)进行 PA步骤,增加其余的 (m− 1)条边.

这种改进可以同时实现网络的高聚类系数和无标

度特征,成功地解决了复杂网络中小世界特征与无

标度特征的统一.但是,在 HK模型的演化过程中,

每个时间步加入的新节点 n都具有相同的边数 m

与网络中的节点相连, 并且网络边的产生只有新

节点和旧节点之间. 事实上, 这种边的演化机理更

可能存在于旧节点之间,并且每个时间步加入的节

点 n与网络中节点相连的边数可能是不确定的. 本

文将 TF机理移到了旧节点之间进行演化,成功的

解决了 HK模型的这两处不足. 所提出的 EHKI模

型演化如下.

1)初始状态: 网络初始状态含有 m0 个完全连

接的节点.

2)网络演化: 每一个时间步增加一个节点和m

条边,第一条边以 PA规则选取节点.其余的 (m−1)

条边以概率 p进行 TF连接,以概率 (1−p)进行 PA

连接. 给定概率 p ∈ [0, 1].

3)终止条件:网络的规模 N 达到所希望的值,

生成了一个网络节点数 N , 边的数量近似为 Nm

的网络模型.

其中, PA规则是 BA无标度网络中采用的节点

度优先的连接机理, 新节点 n加入到网络中时, 选

取节点 i进行连接的概率 Πi 与节点 i的度成正比,

如下式所示:

Π(ki) =
ki∑
j

kj
. (1)

TF 规则是指在网络中选取一个节点, 该节点的选

取依据 (1)式,然后给它的一对没有连接的邻节点

之间增加连接. 根据聚类系数的定义, TF连接增加

了节点的聚类系数.

在 EHKI 模型中, 新节点加入到网络中时,

有 1 + (1 − p)(m − 1) 条边与网络中的节点相连.

当概率 p = 0 时, 网络退化为 BA 无标度网络模

型; 当 p = 1 时, 网络中每个时间步加入的节点都

只有一条边与网络中的节点相连. 当给定一个概

率 0 < p < 1时,新增加的节点具有的边数不确定,

同时, 网络中两个不存在连接的节点, 由于中间节

点的影响而互相建立新的连接. 在社会网络中对应

的现象是与朋友的朋友互相结识. 因此, 本文所提

出的 EHKI模型具有一定的实际意义.

2.2 EHKI模型的度分布

Holme和 Kim给出 HK模型中 [12], 节点的度

是近似服从 γ = 3的幂律分布.这与 BA无标度网

络的度分布是一致的. 在 EHKI模型中,节点 i度的

增加有两种方式: 1)节点 i按照 PA规则被选取; 2)

节点 i的邻节点 j 被 TF规则选取,且节点 i被做为

增加连接的两个目标节点之一选取.

dki
dt

=
ki∑
l kl

+ (m− 1)(1− p)
ki∑
l

kl

+ (m− 1)p
∑

j∈Γ (i)

kj∑
l

kl

2

kj

=
ki∑
l

kl
+ (m− 1)(1− p)

ki∑
l

kl
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+ (m− 1)p
2(ki − αi)∑

l

kl

=
ki∑
l

kl
[1 + (m− 1)(1− p) + 2(m− 1)p]

− 2(m− 1)p
αi∑
l

kl

≈ ki
2mt

[m+ (m− 1)p]− (m− 1)pαi

mt

=
ki
t

(m+ (m− 1)p

2m

)
− 1

t
· (m− 1)pαi

m
, (2)

其中, αi表示节点 i度数为 1的邻节点的个数.

αi =
∑

j∈Γ (i), kj=1

kj . (3)

令 a =
m+ (m− 1)p

2m
, b =

(m− 1)pαi

m
.

dki
dt

= a
ki
t
− b

t
. (4)

当 p = 0时, a = 1/2, b = 0, 网络退化为 BA无标

度网络. 度分布为幂率分布,其分布指数为 γ = 3.

当 0 < p 6 1 时, 如果假定 αi = 0, 求解微分方

程 (4),得到

ki =

(
t

i

)α

(1 + (m− 1)(1− p)). (5)

如果 ki ∝ ( ti )
a, 那么 k 服从幂率分布 [21], P (k) ∝

k−γ ,因此得到的网络度分布为幂率分布,其幂率指

数 γ 为

γ = 1 +
2m

m+ (m− 1)p
. (6)

当 p分别取最大值 1和最小值 0的时候,对应的网

络幂率指数分别为 γ = (2 + 1)/(2m− 1)和 γ = 3.

因此,调节 TF的概率 p,可以调节网络的幂率指数.

得到的网络是介于 γ = (2 + 1)/(2m − 1)和 γ = 3

之间的可调网络模型. 当网络 TF 选取概率相同,

p > 0时,网络的度分布和网络每一个时间步加入

到网络中的边数 m 有关. 极限情况下, γmin → 2.

因此,此方法得到的网络模型为幂律指数可调的无

标度网络. 幂率分布指数介于 2—3之间, γ 由每一

个时间步加入到网络中的节点数 m和网络 TF概

率 p共同决定. 当网络的概率 p较小时,网络中度

数为 1的节点数量很小, 可以假设 αi = 0,进行近

似计算.

αi ̸= 0 时, 由于每一个节点具有度数为 1 的

邻节点的数目是不确定的, 因此不能用数值方法

分析网络的度分布. 只能对网络模型直接仿真分

析, 观察网络的度是否符合幂律分布. 事实上, 对

于 EHKI模型,每个时间步加入网络中的节点边数

是介于 1—m之间的,因此 αi不可能都等于 0.

2.3 仿真分析

HK模型中,网络的度分布是服从幂律分布的,

幂律指数 γ ≈ 3,在上一节的分析中, EHKI网络如

果对所有的节点都有 αi = 0,那么网络的度服从幂

律指数 2—3之间的幂律分布.但实际上当网络的 p

取较小的值时,网络中度数为 1的节点概率比较小,

可以采取这种近似计算网络的幂律指数. 但是, 当

网络的 p取值较大,网络中度数为 1的邻节点数量

明显增多, 则不能用这种近似的推导进行计算. 下

面通过计算机模拟,研究网络的结构特征.
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图 1 m = 4, p = 0.2时 EHKI与 HK模型的度分布比较

图 1给出了网络节点为 5000, m = 4, p = 0.2

时, EHKI与 HK模型的度分布比较,其中 HK模型

的幂律指数 γ = 2.83,而 EHKI的度同样服从幂律

分布,幂律指数 γ = 2.49. 在很多的真实网络中,都

可以观察到网络的聚类系数是服从幂律分布的,平

均聚类系数 C(k)按下式定义:

C(k) =
1

NP (k)

∑
i/ki=k

ci. (7)

C(k) 描述了度数为 k 的节点平均聚类系数,

C(k) 服从幂率分布, 则网络中度数大的节点具有

的聚类系数小, 度数小的节点具有的聚类系数大,

表明网络中度数小的节点之间互相连接比较密切.

图 2 给出了 EHKI 网络与 HK 网络聚类系数的比

较. 由图 2可以看出,网络 EHKI与 HK网络的聚类

系数 C(k) 随着网络节点度 k 的增加成幂律衰减.
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EHKI模型与 HK模型相比,度数 k 小的节点的聚

类系数更小一些,而度数大的节点的聚类系数更大

一些.

C
↼k
↽
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图 2 m = 4, p = 0.2时 EHKI与 HK模型的平均聚类系

数比较
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图 3 EHKI与 HK模型全局聚类系数 C 与可调参数 p关

系的比较

图 3 给出了网络节点为 5000, m = 4, EHKI

与 HK模型平均聚类系数 C 与调节参数 p的函数

关系.由图 3可以看出网络规模对 EHKI的平均聚

类系数有一定的影响, 网络规模越大, 相同条件下

网络的平均聚类系数越小. 无论网络的规模如何,

平均聚类系数与概率 p成线性关系.EHKI与 HK模

型相比, 在相同的网络规模和其他参数下, 网络的

平均聚类系数更小. 小世界网络是指具有大的聚类

系数和小的平均最短路径的网络,无标度网络是指

度分布服从幂律分布.而小世界无标度网络需要同

时具有以上三个特性. 图 1显示了 EHKI模型度分

布是服从幂律分布的无标度网络,图 3显示了网络

的平均聚类系数与概率 p成线性关系,可以通过调

节参数 p来调节网络的聚类系数,使得网络具有大

的平均聚类系数.

3 EHKII高聚类系数网络模型

3.1 EHKII模型

EHKI模型中,新节点加入到网络中时,有 1 +

(1− p)(m− 1)条边与网络中的节点相连,新节点 n

具有的边数在 1—m之间波动,网络中节点的最小

度为 1, (2)式中 αi 不能确定,得不到网络节点度的

确切分布公式. 如果每个时间步至少有两个 PA规

则,后面的m− 2个才是 TF规则,那么在网络的演

化过程中,所有节点的度都大于等于 2. 则可以对网

络的度进行公式化描述. 这种情况我们称为 EHKII

模型,具体描述如下.

1)初始状态: 网络初始状态含有 m0 个完全连

接的节点.

2)网络演化: 每一个时间步增加一个节点和m

条边,前两条边以 PA规则选取节点.其余的 (m−2)

条边以概率 p进行 TF连接,以概率 (1−p)进行 PA

连接. 给定概率 p ∈ [0, 1].

3)终止条件:网络的规模 N 达到所希望的值,

生成了一个网络节点数 N , 边的数量近似为 Nm

的网络模型.

其中, PA规则和 TF规则与 EHKI模型中采用

的规则相同.在网络的演化过程中,每一个时间步,

网络新加入的节点具有的边数为 2+(m−2)(1−p)

介于 2—m之间,保证了网络的最小度大于等于 2.

3.2 EHKII的度分布

EHKII模型中节点 i的度 ki 有两种方式增加:

1)节点 i按照 PA规则被选取; 2)节点 i的邻节点 j

被 TF规则选取, 且点 i被做为增加连接的两个目

标节点之一选取.

节点 i的度按照下式进行演化:

dki
dt

=
2ki∑
l

kl
+ (m− 2)(1− p)

ki∑
l

kl

+ (m− 2)p
∑

j∈Γ (i)

kj∑
l

kl

2

kj

=
2ki∑
l

kl
+ (m− 2)(1− p)

ki∑
l

kl

+ (m− 2)p
2ki∑
l

kl
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=
ki∑
l

kl
[2 + (m− 2)(1− p) + 2(m− 2)p]

≈ ki
2mt

[2 + (m− 2)(1 + p)]

=
ki
t

(
2 + (m− 2)(1 + p)

2m

)
, (8)

网络初始条件为 t = i时,节点 i的度为 2 + (m −
2)(1− p).

令

a1 =
2 + (m− 2)(1 + p)

2m
=

m+ (m− 2)p

2m
,

解微分方程,得到

ki = (2 + (m− 2)(1− p))
( t
i

)a1

. (9)

如果 ki ∝
(

t
i

)a1

, 那么 k 服从幂率分布, P (k) ∝
k−γ ,有 γ = 1+1/a1. EHKII模型服从幂律分布,指

数为

γ =1 +
2m

2 + (m− 2)(1 + p)

=
3m+ p(m− 2)

m+ (m− 2)p
. (10)

当 p = 0时,网络的度分布为指数 γ = 3的幂率分

布,退化为 BA无标度网络模型. 当 p = 1时,得到

网络的幂率指数最小值 γ = 2 +
1

m− 1
(m > 2),

因此, 所得到的网络模型是度分布可调的网络模

型, 幂率指数 2 +
1

m− 1
6 γ 6 3, 由每个时间步

加入到网络中的边的数目与网络的 TF 选取概率

共同决定.

3.3 仿真分析

对 EHKII模型的数值分析显示了 EHKII网络

是度分布可调的无标度网络,度分布的幂律指数 γ

由网络的调节参数 p和 m共同决定. 图 4给出了

网络规模为 5000, 参数 p = 0.2, m = 4 的 EHKII

和 HK网络度分布.仿真分析验证了 EHKII网络是

度分布异质性可调的网络模型. 图 5给出了两种模

型下平均聚类系数 C(k)与 k 的关系曲线.当度很

大时, EHKII网络的平均聚类系数 C(k)与 k 成幂

律分布. 与 HK 网络相比, 度数大的节点具有的聚

类系数更大一些. 图 6给出了两种网络聚类系数与

可调参数 p之间的函数关系.从图 6可以看出网络

的聚类系数随可调参数的增加而增加,两者近似成

线性关系.从图 6可以看出 EHKII网络在相同参数

和网络规模下,聚类系数的调节能力比 HK网络弱

一些. 随着网络生长过程中 m取值的增加,两个网

络的调节能力越接近.
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图 4 m = 4, p = 0.2时 EHKII与 HK模型的度分布
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图 5 m = 4, p = 0.2时 EHKII与 HK模型的平均聚类系数
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图 6 EHKII与 HK模型聚类系数 C 与可调参数 p关系

综上所述, 本文研究了 HK 模型中 TF 演化

机理位置不同时对网络的度分布和聚类系数等

结构特性的影响. EHKI 和 EHKII 网络在 HK 模
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型的基础上, 将 TF 规则由新节点和旧节点之间

扩展到了旧节点之间, 虽然聚类系数的调节能力

有所降低, 仍然可以通过调节参数 p 来调节聚类

系数, 得到高聚类系数的无标度网络. 并且两种

扩展 HK 网络中, 度大的节点具有的聚类系数更

大一些.HK 模型是度分布保持不变的网络模型,

将 TF 机理的位置调整后, 扩展 HK 模型的度分

布是可以通过参数 p 进行调节的. 通过数值分析,

我们给出了 EHKII 网络的幂律指数的计算公式,

γ = 3m+ p · (m− 2)/m+ (m− 2) · p. 扩展网络

模型的度分布是可调的,尤其是 EHKII网络的幂律

指数介于 2—3 之间, 比 HK 模型具有固定的幂律

指数分布形式更符合实际的网络特征.

4 演化机理与网络同步能力的关系

HK模型是比较经典的高聚类系数无标度网络

模型, 同时具有小世界特性和无标度特性, 比单纯

的WS小世界网络和 BA无标度网络更符合实际的

网络特征. 我们考虑到三角结构 (TF规则)在网络

的演化过程中很可能不是限定在新节点和旧节点

之间. 因此,提出了两种扩展的 HK模型,研究了这

种三角结构位置的变化对网络结构特性带来的影

响.而网络的结构特性变化也会影响着网络的动态

特性. 这种演化机理的改变不仅仅是改变了网络的

某一个特征参数,而是几个特征参数同时发生了变

化. 这里我们不是单纯的研究网络的某一个结构特

性与网络同步能力之间的关系,而是考虑演化机理

对网络同步能力造成的综合性的影响,希望得到的

结论对人造网络的构造有一定的指导意义.

考虑由 1000 个耦合振子组成的网络, 如下式

所示:

ẋi = F (xi) + c

1000∑
j=1

AijH(xj), (11)

其中, xi = (x
(1)
i , x

(2)
i , · · · , x(n)

i ) ∈ Rn 为节点 i

的状态变量; 常数 c > 0 为网络的耦合强度;

H(·) : Rn → Rn 为各节点的输出函数, 这里假

设每个节点的输出函数是完全相同的;耦合矩阵

Aij =


−ki, i = j,

1, j ∈ Γ (i),

0, 其他,

(12)

Γ (i)表示节点 i的邻节点. 因为矩阵 A是半负定且

行零和的, A特征值满足 0 < λ2 6 · · · 6 λ1000,因

此, 可以用特征值来描述网络同步能力的大小. 对

于类型 I 网络特征值 λ2 越小网络同步能力越强,

类型 II网络的特征值比值 R = λ1000/λ2 越小网络

同步能力越强.

首先,我们研究三角结构演化机理对网络同步

能力的影响.调节参数 p, p = 0网络没有三角结构

连接, 当 p逐渐增加, 三角结构机理在演化过程中

占的比重逐渐增加.

图 7 和图 8 分别给出了网络的耦合结构分别

为 HK网络, EHKI网络和 EHKII网络时,类型 I网

络和类型 II 网络的同步能力与参数 p 的关系, 其

中 m = 4. 图 7 中, 用 ⃝ 符号标记的曲线为 HK

耦合网络, 用三角 △标记的是 EHKI网络, 用 *标

记的是 EHKII 网络. 从图 7 可以看出, 对于类型 I

网络而言, 随着 p的增加, 三种网络的同步能力变

弱.EHKII 网络与其余两种网络相比, 同步能力受

参数 p的影响比较小. 当参数 p = 1时, 网络中三

角结构机理所占的比重达到最大时, EHKII 网络

比 HK 和 EHKI 这两种网络的同步能力更强一些.

当 p较小时, HK网络比两种扩展的 HK网络同步

能力强.p < 0.8,即 p较小时,将三角结构从新旧节

点之间扩展到了旧节点之间降低了类型 I 网络的

同步能力.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

p

λ
2

HK

EHKI

EHKII

图 7 三种不同网络第二大特征值 λ2 与概率 p的关系

从图 8可以看出,类型 II网络同步能力随着三

角结构所占比重的增加而降低,得到和类型 I网络

同样的结论. p较小时,将三角结构从新旧节点之间

扩展到了旧节点之间降低了类型 II网络的同步能

力. Kim研究小组在 2007年发表的研究成果认为

聚类系数越大,网络同步能力越弱 [22]. 但是我们的
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研究发现,本文所提的扩展 HK网络比原始 HK网

络的平均聚类系数小,而扩展 HK网络同步能力却

比原始 HK网络弱,这主要是因为扩展 HK网络度

分布异质性增加造成的. 因此我们的成果可以认为

是对文献 [22]研究成果的一个特例和补充.
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图 8 三种不同网络特征值比值 R与概率 p的关系
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图 9 三种不同网络第二大特征值 λ2 与参数m的关系

除了参数 p外,参数m对网络同步能力也存在

着影响. m表示每个时间步加入到网络中的边的数

目. 当 p固定, m增加时,网络中三角连接和优先连

接的比例不变, 但是两种连接的边数都增加. 图 9

给出了类型 I网络同步能力与参数 m的变化关系.

图 10给出了类型 II网络同步能力与参数 m的变

化关系.无论是扩展 HK网络还是 HK网络,两种同

步类型网络的同步能力随着m的增加而增强.
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图 10 三种不同网络特征值比值 R与参数m的关系

5 结 论

本文基于高聚类系数的经典无标度网络模

型HK模型,提出了两种扩展的HK网络模型 EHKI

和 EHKII. 所提出的扩展 HK 网络, 将三角结构机

理扩展到了旧节点之间,网络旧节点之间的结构特

性同样参与了网络的演化过程,网络新节点加入时

所具有的边也是概率性的选择不同的边数连接到

网络中来. 对扩展 HK网络的理论和数值仿真分析

表明,所提出的两种扩展 HK网络模型的度分布和

聚类系数都是参数可调的,是高聚类系数的无标度

网络模型, 比较符合实际的网络特征. 在三角结构

所占比重较小时,扩展 HK网络与 HK网络相比,网

络的度分布异质性增强,网络的平均聚类系数减小,

但是网络的同步能力变弱.
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Abstract

The relations between two highly clustered scale-free network evolution mechanisms and synchronizability are studied in this

paper. Firstly, we propose an extended Holme and Kim (EHK) model with adjustive clustering coefficients and power-law exponent

based on the Holme and Kim (HK) model. Triad formation mechanism is extended among old nodes compared with the HK model.

And the following shortages of HK modle are settled: there is no link evolution in old nodes and the numbers of links of a new node

adding to network is fixed. Secondly, the effect of triad formation on synchronizability in an unweighted network is investigated.

Finally, simulation results show that the triad formation mechanism can weaken the synchronizability of both types of networks.
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