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双边扩散枝晶生长的定量相场模型*
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本文针对非对称双边扩散条件下的二元合金枝晶生长,建立了一个包含溶质截流项的定量相场模型. 本模型

耦合了非线性热力学函数并采用化学势相等的界面条件.通过对相场方程进行二阶的薄界面渐进分析,并结合溶质

拖拽模型,推导出相场迁移率和溶质截流项.随后将模型简化为二元稀溶液合金等温枝晶生长的相场模型以对其

进行理论验证. 通过在各种相场界面厚度条件下进行数值模拟, 测试了本模型的数值收敛性. 用所建立的模型模

拟了 Fe-0.15 mol%C合金的等温枝晶生长,将相场模拟结果和经典 Gibbs-Thomson关系,线性可解性理论以及改进

的 Lipton-Glicksman-Kurz (LGK)解析模型进行比较,取得了良好的符合.模拟结果表明本模型能有效地消除延拓的

界面厚度所导致的界面异常效应,具有良好的定量模拟能力. 而且,本模型能够定量地描述从单边扩散到对称扩散

的各种固相扩散迁移率条件下的枝晶生长.
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1 引 言

枝晶生长是在非平衡物理体系中物质如何从

简单的初始态演变成复杂形态的一个很好的研究

实例,是凝聚态物理和材料科学的学者们长期以来

都非常感兴趣的研究课题之一 [1−3].

随着计算机和数值计算技术的迅速发展,数值

模拟已成为和理论研究和实验技术并行发展的第

三种科学研究方法. 学者们发展了各种数值模型对

材料的微观组织进行模拟研究 [4−8]. 相场方法不需

显式地追踪界面,与温度场、浓度场和流场等外场

相耦合,已成为对材料凝固过程中复杂形貌的演变

规律进行数值模拟的一种强有力的工具 [9−13].

然而,以弥散界面为特征的相场法在定量模拟

真实的物理空间和时间尺度下的微观组织时,遇到

了计算效率方面的巨大挑战.这是因为实际材料的

界面宽度只有几埃到几个纳米.而相场法在界面上

至少要取 5—10 个网格节点以保证数值计算的稳

定性. 因此, 采用尖锐界面极限的相场模型来定量

模拟微米级的枝晶生长过程,就面临了一个严重的

计算效率问题. 针对这个问题, 学者们试图采用人

工延拓界面的方法来增大计算区域的尺度和提高

计算效率. Karma 和 Rappel[14] 针对在纯物质凝固

时固液相中热扩散系数相等的对称扩散问题,根据

薄界面近似, 发展了一个定量的相场模型, 能够模

拟较大实际物理尺度的低过冷度条件下纯物质的

枝晶生长.

对于合金凝固问题, 除了对称扩散的温度场,

还有非对称扩散的浓度场,即溶质在液相中的扩散

迁移率不等于固相扩散迁移率,或者说在稀溶液假

设条件下,液相中的扩散系数不等于固相扩散系数

和溶质平衡分配系数的乘积. Almgren[15] 证明了当

非对称扩散时,人工延拓的界面厚度将导致三种界

面异常效应:通过界面的异常化学势跳跃 (造成溶

质异常回流)、界面异常伸长 (造成界面溶质不守

恒)和界面沿弧长方向的扩散 (也造成界面溶质不

守恒). Karma等 [16,17] 提出一种包含溶质截流项的
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相场模型,可以消除在固相无扩散 (溶质单边扩散)

条件下稀溶液合金中枝晶生长的界面异常效应.但

有许多包含间隙原子的合金 (如 Fe-C合金)在枝晶

生长过程中,其溶质原子在固相中的扩散也是不能

忽略的. Gopinath等 [18] 最早尝试将含有溶质截流

项的相场模型运用于非零固相扩散系数 (溶质双边

扩散)的情况. 但是,当将双边扩散模型退化为单边

扩散模型时,该模型中的溶质截流项的数学形式产

生了奇异性问题. 此外, 他们没有针对枝晶生长问

题对模型进行严格的理论验证. Steinbach[19] 采用

外推方法, 但不是严格的渐进分析方法, 尝试将单

边扩散的溶质截流项推广到双边扩散的情况,也尚

未对模型进行定量验证. Ohno和Matsuura[20] 针对

稀溶液合金非对称双边扩散的等温枝晶生长,通过

在薄界面极限下匹配渐进分析,建立了一个含有溶

质截流项的定量双边扩散相场模型. 但是, 该模型

的相场迁移率和溶质截流项中有一个待定参数 χ.

他们在应用该模型模拟枝晶生长时假设 χ为零,而

对于溶质双边扩散时 χ不应为零.

本文针对溶质非对称双边扩散的二元合金中

的等温枝晶生长问题,提出一个与非线性热力学函

数相耦合、并包含溶质截流项的定量相场模型. 根

据二阶的薄界面渐进分析和溶质拖拽模型 [21,22],

推导出不含待定参数 χ的相场迁移率和溶质截流

项. 随后, 将模型简化为二元稀溶液合金的枝晶生

长问题以对其进行理论验证. 测试了本模型对于人

工延拓的界面厚度的数值计算收敛性,将相场模拟

结果和经典的 Gibbs-Thomson 关系、线性可解性

理论以及改进的 Lipton-Glicksman-Kurz (LGK) 解

析模型的预测结果进行比较,验证了本模型具有良

好的定量模拟能力.

2 尖锐界面模型

针对等温凝固过程,与非线性热力学函数相耦

合的尖锐界面模型可由以下方程表示:

Js|− − Jl|+ = vn(us|− − ul|+), (1a)

−∆Gm/Vm = vn/Meff + σ · κ, (1b)

∂tup = ∇ · (−Jp), p = l, s, (1c)

µs
m(us)/Vm = µl

m(ul)/Vm, (1d)

其中,上、下标中的 l和 s分别表示液相和固相, vn
是界面速度 (m/s), σ 是界面能 (J/m2), κ 是界面曲

率 (1/m). ∆Gm = {gsm(us)− glm(ul)− µm(us − ul)}
是等温凝固的化学驱动力 (J/m3). us和 ul分别是固

相和液相的成分, gsm(us)和 glm(ul)分别是固相和液

相的摩尔自由能 (J/m3), Vm 是摩尔体积 (m3/mol),

Meff = 1/(1/Mfric + Qsd/v
2
n) 是有效界面迁移

率 (m4/J/s), Mfric 是与晶格重构相关的本质界面

迁移率 (m4/J·s−1)[21], Qsd 是和界面厚度相关的克

服界面处的溶质拖拽所消耗的能量 (J/m2·s−1)[21].

Jp = −Mp∇µp
m/Vm (p = s, l) 是固液两相中的溶

质流通量 (m/s), Ms 和 Ml 是固液两相的扩散迁

移率 (m5/J·s−1), µs
m 和 µl

m 是固液两相中的化学

势 (J/mol),满足界面处固液两相的化学势相等的条

件,即 µs
m(∂g

s
m/∂us) = µl

m(∂g
l
m/∂ul), ∇ = {∂x, ∂y}

是二维梯度算符 (1/m), ∂t是对时间的导数 (1/s).

3 耦合非线性热力学函数的二元合金
各向同性相场方程

在等温凝固的条件下,与非线性热力学函数相

耦合的各向同性相场方程可由以下式子表示 [23]:

M−1
ϕ ∂tϕ =K2∇2ϕ− (8/π2)ϖf ′(ϕ)

− g′δ(ϕ)∆Gm/Vm, (2a)

∂tu =∇ · (Mδ(ϕ)∇µm/Vm + ξaδ(ϕ)(ul

− us)∂tϕ(∇ϕ/|∇ϕ|)), (2b)

µs
m(us)/V

s
m = µl

m(ul)/V
l
m, (2c)

u = us(1 + hδ(ϕ))/2 + ul(1− hδ(ϕ))/2, (2d)

式中, ϕ 是相场变量, u 是成分场变量 (平

均成分), Mϕ 是相场迁移率 (m3/J·s−1), K 是

梯度能系数 (J1/2/m1/2), ϖ 是势阱高度 (J/m3),

f(ϕ) = (π2/8)ϕ(1 − ϕ) 是抛物状势阱, Mδ(ϕ) =

Mlqδ(ϕ)(qδ(ϕ) = Ms/Ml(1 + mδ(ϕ))/2 + (1 −
mδ(ϕ))/2)是平均扩散迁移率 (其中Ms和Ml是溶

质在固相和液相中的扩散迁移率), µm是化学势,满

足界面处固液两相的化学势相等的条件,即 µm =

µs
m (∂gsm/∂us) = µl

m (∂glm/∂ul). 相场参数 K 和 ϖ

满足 2ξ = πK/
√
2ϖ和 σ = (π/8)K

√
2ϖ,其中 2ξ

是相场界面厚度 (m). (2b)式右端 ∇·内的第二项为
溶质截流项.

为了进行渐进分析, 分别选取无量纲化的

空间和时间尺度为 d = σ/g0 和 t0 = d2/D, 其
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中 D = Mlg0(Ml > Ms). 无量纲化处理方法如下:

r̃ = r/d, t̃ = t(D/d2), ∇̃ = d∇, ∂t̃ = ∂t(D/d2),

ṽn = vn(d/D), κ̃ = dκ, g0 ≡ max{−∆Gm/Vm}是
无量纲化的能量尺度. 因此, 无量纲化的相场方程

可以表示为

τϕε
2∂t̃ϕ =ε2∇̃2ϕ− π2/8 · f ′(ϕ)

− a1 · εg′(ϕ) ·∆G̃, (3a)

∂t̃u =∇̃ · (q(ϕ) · ∇̃µ̃+ ε · a(ϕ) · (ul

− us) · ∂t̃ϕ · ∇̃ϕ/|∇̃ϕ|), (3b)

µ̃s(us) =µ̃l (ul) = µ̃, (3c)

u =us(1 + hδ(ϕ))/2 + ul(1− hδ(ϕ))/2,

(3d)

其中,

∆G̃ = (∆Gm/Vm)/g0,

µ̃s(us) = [µs
m(us)/Vm]/g0,

µ̃l(ul) = [µl
m(ul)/Vm]/g0, a1 = π2/16.

为了得到相场迁移率和溶质截流项的表达

式, 对无量纲化相场方程组 (3a) 和 (3b) 进行了二

阶的匹配渐进分析, 在薄界面极限下将 (3a)—(3d)

式匹配到由 (1a)—(1d) 式所描述的尖锐界面模型.

(3a)—(3d) 式是关于外解变量的方程组, 需要通过

微分几何公式 [17] 和坐标变换 η = r/ε (其中 r 为

外解变量, η 为内解变量), 将直角坐标下的关于外

解变量的方程组 (3a)和 (3b)式转化成运动曲线坐

标下的关于内解变量的方程组. 具体步骤是: 首先,

将 ϕ, u, us和 ul展开为 ε的幂级数,再将 us的 ul幂

级数展开式代入 ∆G̃和 µ̃,随后,将 ∆G̃和 µ̃也展

开为 ε的幂级数. 将 ϕ, u, us, ul, ∆G̃和 µ̃的幂级数

表达式代入 (3a)和 (3b)式. 然后将 (3a)和 (3b)式

按 ε逐级整理得到各级近似方程. 再将 u, us 和 ul

的幂级数表达式代入 (3c)和 (3d)式,得到关于 (3c)

和 (3d)式的各级近似方程.

为了抵消人工延拓的界面厚度所导致的界

面异常效应, 需选取合适的插值函数来满足以

下的 3 个约束条件. 根据非对称双边扩散条件

下 (Ml ̸= Ms) 的匹配渐进的分析结果, 以及内

解和外解化学势的匹配条件, 可以得到一个对函

数 pδ(ϕ) 的约束条件. 再根据浓度场方程的二级

近似方程的质量守恒条件, 可得到成分和扩散迁

移率的插值函数 hδ(ϕ) 和 mδ(ϕ) 的约束条件. 即

函数 pδ(ϕ), hδ(ϕ) 和 mδ(ϕ) 应分别满足以下的积

分约束:∫ +∞

0

[pδ(ϕ0)− pδ(ϕ0(+∞))]dη

=

∫ −∞

0

[pδ(ϕ0)− pδ(ϕ0(−∞))]dη, (4a)∫ +∞

0

[hδ(ϕ0)− hδ(ϕ0(+∞))]dη

=

∫ −∞

0

[hδ(ϕ0)− hδ(ϕ0(−∞))]dη, (4b)∫ +∞

0

[mδ(ϕ0)−mδ(ϕ0(+∞))]dη

=

∫ −∞

0

[mδ(ϕ0)−mδ(ϕ0(−∞))]dη, (4c)

其中, pδ(ϕ0) = (hδ(ϕ0) − 2aδ(ϕ0)∂ηϕ0)/qδ(ϕ0) −
(1 − 2X)/qδ(ϕ0). 此外, 所构造的插值函数还需

满足相场解的稳定性. 本文将插值函数构造成如

下形式:

gδ(ϕ) =
1 + hδ(ϕ)

2
=

1 +mδ(ϕ)

2

=



0, 0 6 ϕ 6 δ, (1− λ 6 η ≤ +∞),

(ϕ− δ)/(1− 2δ), δ < ϕ < 1− δ,

(−1 + λ < η < 1− λ),

1, 1−δ 6 ϕ 6 1, (−∞6η 6 −1+λ),

(5)

其中, gδ(ϕ) 是吉布斯自由能的插值函数, δ =

ϕ0(1 − λ) = (1/2)(1 − sin((π/2)(1 − λ))) =

(π2/16)λ2 + O(λ4), λ = (ξ − ξd)/ξ, 2ξd 为扩散

边界层厚度.插值函数参数 δ的意义如图 1所示.
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0

0.2
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2ξd/ξ

η

δ

δ

λ λ

φ
0
(η
)

图 1 插值函数参数 δ和 λ关系示意图

(3b)式中的截流项中的函数 aδ(ϕ)可以表示为

aδ(ϕ) =kat(ϕ, δ)(2/π)
√
ϕ(1− ϕ)(Ml −Ms)/M̄(X),

(δ < ϕ < 1− δ), (6)
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其中, M̄(X) = [(1 − X)(Ml)
−1 + X(Ms)

−1]−1,

X(s) ≡ ∂rM0|−(s)/((M l
d/M

s
d)vn(ul − us))

[20], ū0

是初始成分, kat(ϕ, δ) = [1 − h2
δ(ϕ)]/[4ϕ(1 − ϕ)],

(δ < ϕ < 1− δ).

根据二级近似相场方程 (内解)的可解性条件,

相场迁移率Mϕ可以表示为

M−1
ϕ =

16ξ

π2

[ 1

Mfric
+

ξ(us − ul)
2

4M̄δ(X)

]
, (7)

其中, M̄δ(X)−1 = kKF(δ)M̄(X)−1, kKF(δ) =

[4(1 − 2δ)
√
(1− δ)δ + π(1 + 8δ + 8δ2) −

32δ arccos(
√
δ)−4(1+8δ2) arcsin(

√
δ)]/[π(1−2δ)2].

根据溶质拖拽模型 [21], 运动界面的吉布斯自

由能耗散速率为 v2n/Meff ,而 v2n/Meff 应等于克服界

面摩擦 (晶格重构)和通过界面的溶质扩散 (界面处

的溶质拖拽) 消耗的能量之和

v2n/Meff = v2n/Mfric +Qsd, (8)

其中 v2n/Mfric 是克服界面摩擦所消耗的能量
[21],

Qsd 是克服界面处的溶质拖拽所消耗的能量. 通

过匹配渐进分析的方法, 可得到 Qsd = v2nξ(us −
ul)

2/(4M̄δ(X)).

根据 (8)式,有效界面迁移率Meff 可以表示为

M−1
eff = M−1

fric + ξ(us − ul)
2/(4M̄δ(X)). (9)

对于凝固问题, 可设 Mfric → ∞ (或 βfric →
0) [14], 根据 (9) 式得到 ξ0 = 4M̄δ(X)(us −
ul)

−2(L/TM)βeff , 其中 βeff = TM/(LMeff) 是界面

有效动力学系数. 因此, 薄界面相场迁移率可以表

示为

M−1
ϕ = (4/π2)ξξ0(us − ul)

2/M̄δ(X). (10)

用上述方法确定相场迁移率,可使不同界面厚度时

的 Qsd 为常数,其值等于界面厚度为 2ξ0 时的溶质

拖拽效应.

4 稀溶液二元合金的等温枝晶生长相
场方程

由于现有的枝晶生长理论模型均建立在稀

溶液的假设条件下, 为了对本文建立的相场模

型进行理论验证, 将上述与非线性热力学函数

相耦合的等温凝固相场模型简化为稀溶液条

件下的二元合金等温枝晶生长的相场模型. 使

用四重对称性的晶体学各向异性, 相应的相场

界面厚度为 2ξ(θ) = 2ξA(θ), 并且有 2ξ(θ) =

πK(θ)/
√
2ϖ, σ(θ) = (π/8)K(θ)

√
2ϖ, 其中 θ =

arctan(∂yϕ/∂xϕ), A(θ) = 1 + ε4 cos(4θ), ε4 是界

面能各向异性强度.从而得到描述二元稀溶液条件

下的等温枝晶生长的相场方程为

M−1
ϕ (θ)∂tϕ

=∇ ·K(θ)2∇ϕ− ∂x[K(θ)K ′(θ)∂yϕ]

+ ∂y[K(θ)K ′(θ)∂xϕ]− (8/π2)ϖf ′(ϕ)

− g′δ(ϕ)RTM(ke − 1)(ue
l − ul)/Vm, (11)

考虑到枝晶生长的各向异性因素, (10) 式中的

相场迁移率为: M−1
ϕ (θ) = (4/π2)ξ(θ)ξ0(θ)(us −

ul)
2/M̄δ(X) = M−1

ϕ A(θ)2. 在二元稀溶液假设条件

下, Ml/Ms = Dl/(keDs). 因此,各向异性条件下的

相场迁移率为

M−1
ϕ (θ) =

4

π2

ξ(θ)ξ0(θ)RTM (ke − 1)2ul

VmD̄δ(X)
, (12)

其中 D̄δ(X)−1 = kKF(δ)D̄(X)−1, D̄(X) = [(1 −
X)(Dl)

−1 +X(keDs)
−1]−1, ξ0(θ) = ξ0A(θ).

根据稀溶液假设, 成分场满足 us = keul

和 ul = u/pδ(ϕ), 其中 pδ(ϕ) = ke(1 + hδ(ϕ))/2 +

(1− hδ(ϕ))/2. 因此,成分场方程可由下式计算:

∂tu =∇ · (qδ(ϕ) · ∇u/pδ(ϕ) + ξaδ(ϕ)(ul

− us)∂tϕ(∇ϕ/|∇ϕ|)), (13)

其 中 qδ(ϕ) = keDs(1 + mδ(ϕ))/2 + Dl(1 −
mδ(ϕ))/2, aδ(ϕ) = kat(ϕ, δ)(2/π)

√
ϕ(1− ϕ)(Dl −

keDs)/D̄(X), Ds 和 Dl 分别是固液两相的扩散

系数, kat(ϕ, δ) = [1 − h2
δ(ϕ)]/[4ϕ(1 − ϕ)] (δ <

ϕ0 < 1 − δ). 为了使溶质双边扩散模型也能

适用于溶质单边扩散 (Ds = 0) 的情况, 需满

足 lim
keDs/Dl→0

(Dl − keDs)/D̄(X) = 1的条件,因此,

取 X = exp(−Dl/(keDs)).

5 结果和讨论

5.1 枝晶形貌

应用所建立的模型模拟了 Fe-0.15 mol%C合金

的等温单枝晶生长. Fe-C合金的物性参数由表 1给

出.其他模拟参数如下: d0 = Γ(ue
l −ue

s)
−1|me|−1 =

0.04566µm, βeff = 50 sK/m[24]. 本文中以下各节使
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用的主要模拟参数均与本节的相同,不同的参数将

会给予相关说明.

表 1 本文模拟使用的物性和模拟参数 [24,25]

符号定义和单位 数值

界面能 σ/(J/m2) 0.204

摩尔体积 Vm/(m3/mol) 7.7× 10−6

Gibbs-Thomson系数 Γ /K·m 1.8744× 10−7

固相扩散系数Ds/(m2/s) 1.27× 10−6 exp
(−8.3× 104

RT

)
液相扩散系数Dl/(m2/s) 5.2× 10−7 exp

(−5.0× 104

RT

)
平衡分配系数 ke 0.179

液相线斜率me/(K/%mol) −1828

气体常数 R/(J/(mol·K)) 8.314

有效动力学系数 βeff /(s·K/m) 50

界面能各向异性强度 ε4 0.04

纯金属熔点 TM/K 1811

界面网格数N 5

插值函数参数 δ 0.08

2400

2400

2000

2000

1600

1600

1200

1200

800

800

400

4000

y
/
d

0

x/d0

(a) φ (b) ul

(d) us(c) ATC

0.002790
0.002626
0.002463
0.002299
0.002136
0.001972
0.001808
0.001645
0.001481
0.001318
0.001154
0.000991
0.000827
0.000664
0.000500

0.0004992
0.0004972
0.0004952
0.0004932
0.0004912

0.0004770

0.0004891
0.0004871
0.0004851
0.0004831
0.0004811
0.0004790

0.0004750

图 2 模拟的 Fe-0.15 mol%C合金在 Ω0 = 0.55和 T0 =

TM − 5 K条件下枝晶生长的 (a)形貌演化; (b)液相中的浓
度场分布; (c)溶质截留的向量; (d)固相中的浓度场分布

图 2 为 Fe-0.15 mol%C 合金在过饱和度

为 Ω0 = (ue
l − ū0)/(u

e
l − ue

s) = 0.55 (ū0 是初始

成分) 和等温温度为 T0 = TM − 5 K 条件下枝晶

生长的形貌演化、溶质截流的向量、液相和固相

中的浓度场分布. 计算区域为 800 × 800 个网格,

界面厚度为 2ξ = 15d0. 图 2(a) 用不同时刻的相

场 ϕ = 0.5的等值线来表示枝晶轮廓的演化. 为了

分别显示出固、液两相中的浓度场分布,图 2(b)的

液相浓度场和图 2(d)的固相浓度场分别用不同的

等值线标尺进行显示. 可以看出,由于枝晶生长过

程中的溶质再分配,液相中的溶质溶度在固液界面

处出现富集. 并且,在枝晶根部溶质的富集程度高

于枝晶尖端部位. 相应的在固相中, 枝晶尖端处的

溶质浓度较低,枝晶根部的溶质浓度较高. 因此,本

模型可以合理地描述溶质在液、固相中的成分微

观偏析. 图 2 (c) 的向量表示溶质截流的大小和方

向, 显示出溶质截流在枝晶尖端出现最大值. 这是

因为溶质异常回流效应将随界面速度的增大而增

大,而界面速度在尖端处达到最大值.因此,在枝晶

尖端处需要更大的溶质截流来消除此处的溶质异

常回流效应.

5.2 数值计算收敛性

对本模型在不同界面厚度条件下的数值计算

收敛性进行了测试.不同界面厚度的模拟区域均为

二维的 1200d0 × 1200d0 面积. 将该区域分别划分

为 1600× 1600, 1200× 1200, 800× 800, 600× 600,

500×500, 400×400, 300×300, 240×240和 200×200

个均匀正方形网格, 相应的 ξ 为 1.875d0, 2.5d0,

3.75d0, 5d0, 6d0, 7.5d0, 10d0, 12.5d0 和 15d0. 当枝

晶生长达到稳态后,测出枝晶尖端生长速度 v∗n、尖

端半径 ρ∗ 和尖端液相成分 u∗
l . 由测得的尖端固相

成分除以尖端液相成分得到模拟的溶质分配系数.

图 3 为模拟的 Fe-0.15 mol%C 合金在 Ω0 = 0.55

和 T0 = TM − 5 K 条件下枝晶尖端稳态生长速

度、半径、液相成分和溶质分配系数随 ξ/d0 的变

化. 图 3 中还给出了根据线性可解性理论进行改

进的 LGK (modified LGK, M-LGK) 解析模型的预

测结果.关于 M-LGK模型将在 5.5节中进行介绍.

由图 3可见,当 ξ 约小于 10d0 时,可以得到收敛的

模拟结果. 收敛的稳态尖端半径和溶质分配系数

和 M-LGK模型的预测结果符合良好.收敛的稳态

尖端速度和液相成分分别比 M-LGK 模型的预测

结果略低 (误差小于 20%)和略高 (误差小于 4.5%).

在薄界面近似的相场模型中,收敛性要求 ξ 要远小

于界面的曲率半径. Ramirez 等 [26] 提出当界面的

曲率半径和 ξ 的比值 ρ∗/ξ 大于 10时,薄界面近似

的相场模拟才能得到收敛的计算结果.根据图 3的

计算条件, ξ/d0 = 10对应于 ρ∗/ξ = 2.7376. 可以预

测如果界面的曲率半径 ρ∗增大,可收敛的 ξ还可加

宽. 此外, 薄界面近似的相场模型还要求 ξ 要远小

于界面的扩散边界层厚度,即 ξ ≪ Dl/v
∗
n
[17,20]. 根

据图 3的计算条件和相应的尖端速度 v∗n 值, Dl/v
∗
n

约为 95d0,可见该条件也是满足的. 因此,本文建立

的模型具有良好的数值计算收敛性.

228102-5



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 22 (2012) 228102

0 4 8 12 16
0

2

4

6

8

10

12

14
 

 M-LGK
,ν

n
/
1
0

-
3
(m

/
s)

0 4 8 12 16
0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

 

 M-LGK

,ρ
*
/
m
m

0 4 8 12 16
2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

2.7

2.8

,u
l /

1
0

-
3

 

 M-LGK

 

 

0 4 8 12 16

0.16

0.18

0.20

0.22

0.24  

 

 
u

s /
u

l

ξ/d0 ξ/d0

ξ/d0 ξ/d0

*

*

*

(a) (b)

(d)(c)

图 3 模拟的 Fe-0.15 mol%C合金在 Ω0 = 0.55和 T0 = TM − 5 K条件下枝晶稳态尖端参数随 ξ/d0 的变化 (a)
生长速度; (b)半径; (c)液相成分; (d)溶质分配系数
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图 4 Fe-0.15 mol%C合金在 Ω0 = 0.55, T0 = TM − 5 K和不同界面厚度时相场模拟和 GT关系预测的枝晶尖端液
相成分的比较 (a) ξ = 3.75d0; (b) ξ = 6d0; (c) ξ = 10d0; (d) ξ = 12.5d0
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5.3 与 Gibbs-Thomson关系的比较

为了验证模型的定量模拟能力, 将模拟结果

与相关的理论模型的计算结果进行比较. 第一个

验证是将相场模拟的枝晶尖端液相成分与 Gibbs-

Thomson (GT)关系的预测结果进行比较. 考虑动力

学因素和晶体各向异性因素,枝晶尖端的 GT关系

可以表示为 [27]

u∗
l =ue

l −
Vm

RTM(1− ke)

×
[
(1 + ε4)

v∗n
Meff

+ (1− 15ε4)
σ

ρ∗

]
=ue

l −
(1 + ε4)βeffv

∗
n + (1− 15ε4)Γ/ρ

∗

|me|
. (14)

图 4 为 Fe-0.15 mol%C 合金在 Ω0 = 0.55 和 T0 =

TM − 5 K条件下相场模拟和 GT关系 (14)式预测

的枝晶尖端液相成分随时间变化的比较. 模拟区域

大小与图 3相同. (14)式中的枝晶尖端生长速度 v∗n

和尖端半径 ρ∗ 采用相场的模拟结果. 图 4 中也给

出了对应的平衡液相成分. 图 4(a)—(d)分别对应四

个不同的界面厚度: ξ = 3.75d0, ξ = 6d0, ξ = 10d0

和 ξ = 12.5d0. 由图可见, 枝晶尖端液相浓度在初

始阶段迅速增加, 随后趋于稳态, 其稳态成分低于

平衡成分,这是由于枝晶生长的动力学和曲率效应

的作用. 由图 4还可以看出,对于不同的界面厚度,

相场模拟的结果和 GT关系的预测结果符合很好.

验证了本模型能有效地消除界面延拓所造成的异

常溶质回流问题.

5.4 与线性可解性理论的比较

第二个验证是将相场模拟结果和溶质非对称

扩散条件下 (Dl ̸= keDs)的线性可解性理论
[28] 进

行比较. 根据线性可解性理论,低过冷条件下的枝

晶生长达到稳态后,固相扩散系数 Ds 对稳定性常

数 σ∗的影响可以表示为 [28]

σ∗ =
2σ∗

0

1 + keDs/Dl
, (15)

其中, σ∗ 是非对称扩散条件下 (Dl ̸= keDs)的稳定

性常数,定义为

σ∗ = 2Dld0/(v
∗
n(ρ

∗)2). (16)

σ∗
0 是对称扩散条件下 (Dl = keDs)的稳定性常数,

定义为

σ∗
0 = 2Dld0/(v

∗
n0(ρ

∗
0)

2), (17)

式中的 v∗n0 和 ρ∗0 由在对称扩散条件下的相场模拟

得到. 在此验证模拟中, 相场模拟使用不同的 Ds

和 Fe-C 合金实际的 ke 与 Dl. 将不同的 keDs/Dl

条件下由相场模拟的 v∗n 和 ρ∗ 用 (16) 式可计算

得到相应的非对称扩散条件下的稳定性常数 σ∗.

图 5 为在 Ω0 =0.55, T0 = TM − 5 K 以及两种界

面厚度 ξ = 3.75d0 和 ξ = 12.5d0 的条件下 (模拟

区域大小与图 3相同),相场模拟的稳定性常数 σ∗

随 keDs/Dl 的变化. 图中虚线为用 (15) 式的线性

可解性理论计算得到的稳定性常数. 由图 5 可见,

在 keDs/Dl ≈0(单边扩散)到 keDs/Dl = 1(对称扩

散)范围内,两种界面厚度的相场模拟结果和线性

可解性理论的预测结果符合良好.说明本相场模型

能够合理地描述从溶质单边扩散到对称扩散的枝

晶生长过程.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0

0.1

0.2

0.3

 ξ=3.75d0

  ξ=12.5d0

  

,σ
*

keDs/Dl

图 5 相场模拟的稳定性常数 σ∗ 随 k eDs/Dl 的变

化与线性可解性理论预测结果的比较 (Ω0 = 0.55,
T0 = TM − 5 K)

根据线性可解性理论 [28], 对称扩散模型的稳

定性常数 σ∗
0 是界面能各向异性强度 (ε4)和 Péclet

数 (Pc)的函数. 对于二维的情况,可解性条件可以

表示为以下的积分方程:∫ +∞

−∞

A(x)1/2

(1 + x2)3/4
A(x)1/4(1− ix)1/4

(1 + x2)3/8

× exp

(
S0(x)

(σ∗
0)

1/2
− Pc

2

(
ix+

x2

2

))
dx = 0, (18)

其中, A(x) = 1−15ε4+120ε4x
2(1+x2)−2, S0(x) =

i
∫ x

0
(1− is)1/4(1 + is)3/4A(s)−1/2ds, i为虚数单

位, (18) 式的解 σ∗
0 是 ε4 和 Pc 的函数. 图 6 比较

了在两种界面厚度 ξ = 3.75d0 和 ξ = 12.5d0 的条

件下,相场模拟的稳定性常数 σ∗
0 随 ε4 的变化规律,

同时将相场模拟结果和用 (18)式计算的线性可解

性理论在 Pc = 0和 Pc = 0.14时的数值解进行了

比较. 该验证的其它模拟条件与图 5的相同,相场
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模拟的 σ∗
0 由 (15)式计算得到. 由图 6的结果可见,

当界面能各向异性强度 ε4 6 0.05时, 在两个尺度

下的相场模拟结果均能跟线性可解性理论的预测

结果吻合良好.
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0

 

*

图 6 相场模拟的稳定性常数 σ∗
0 随界面能各向异

性强度 ε4 的变化与线性可解性理论预测结果的比

较 (Ω0 = 0.55, T0 = TM − 5 K)

5.5 与改进的 LGK解析模型比较

原先的 LGK解析模型 [29] 使用边际稳定性准

则,即假设稳定性常数 σ∗ 是与枝晶尖端各向异性

无关的常数 (σ∗ = 0.0253). 同时,不考虑界面动力

学效应 (βeff = 0) 和固相中的溶质扩散 (Ds = 0).

Ramirez 和 Beckermann[27] 用 LGK 模型对相场模

型进行验证时, 用相场模拟得到的稳定性常数 σ∗

来求解 LGK模型. 本文根据 5.4节中所描述的线性

可解性理论确定 LGK模型中的稳定性常数 σ∗,使

之包含了界面能的各向异性效应和溶质在固相中

扩散的作用.

针对二维等温枝晶生长, 在改进的 LGK(M-

LGK)模型中, 总过冷度包括成分过冷、曲率过冷

和动力学过冷,

∆T ∗ =
|me| ū0(1− ke)Iv(Pc)

1− (1− ke)Iv(Pc)

+
Γ

ρ∗
+ βeffv

∗
n, (19)

式中, ∆T ∗ = TM + meū0 − T0 是总过冷度, 其

中 ū0 = ue
l − Ω0(u

e
l − ue

s) 是初始成分. 从而,

∆T ∗ = keΩ0(TM − T0), 二维情况下的 Ivantsov函

数为 Iv(Pc) = 2
√
Pc exp(Pc)

∫∞√
Pc

exp(−x2)dx.
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图 7 在 Ω0 = 0.55条件下相场模拟 (ξ = 3.75d0)的 Fe-0.15 mol%C合金稳态枝晶尖端参数随过冷度 (TM-T0)的
变化与M-LGK解析模型预测结果的比较 (a)生长速度; (b)半径; (c)液相成分; (d) Pc数
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由 (15) 式所描述的线性可解性理论确定尖

端稳定性常数 σ∗. 而 (15) 式中的 σ∗
0 作为 ε4 的

函数由 (18) 式进行计算. 对于给定的 T0, Ω0, ε4
和 keDs/Dl, 可通过求解 (15), (16), (18) 和 (19) 式

得到 M-LGK模型预测的稳态尖端速度 v∗n 和尖端

半径 ρ∗. 再根据

Ω = (u∗
l − ū0)/(u

∗
l (1− ke)) = Iv(Pc)

[29],

尖端液相成分 u∗
l 为

u∗
l =

ū0

1− (1− ke)Iv(Pc)
. (20)

因此, 与原先的 LGK 模型相比, 改进的 LGK(M-

LGK) 模型考虑了枝晶生长的界面能各向异性效

应、界面动力学效应和溶质在固相中的扩散.取初

始过饱和度 Ω0,界面能各向异性强度 ε4 和扩散系

数之比 keDs/Dl 为常数,将稳态枝晶尖端参数作为

温度 T0 的函数进行求解, 可得到 M-LGK 模型预

测的稳态枝晶尖端生长速度 v∗n、尖端半径 ρ∗、尖

端液相成分 u∗
l 和 Péclet数 Pc. 图 7为初始过饱和

度 Ω0 = 0.55、界面厚度 ξ = 3.75d0 条件下相场模

拟的 Fe-0.15 mol%C 合金枝晶尖端稳态生长参数

随过冷度变化与 M-LGK模型预测结果的比较. 由

图 7可见,枝晶尖端稳态生长速度和液相成分随过

冷度的升高而升高,尖端半径随过冷度的升高而降

低,而 Pc数基本不随过冷度而变化,这是因为设定

了恒定的Ω0 = (ue
l − ū0)/(u

e
l −ue

s) = 0.55. 根据 Iv

函数关系,当 Ω0 为常数时, Pc数也为常数. 由图 7

结果可见,相场模拟结果和 M-LGK解析模型的预

测结果符合良好.

6 结 论

本文建立了一个含有溶质截流项的定量相场

模型, 模拟溶质双边扩散条件下的枝晶生长. 根

据二阶的薄界面渐进分析和溶质拖拽模型, 推导

出相场迁移率和溶质截流项. 通过模拟不同条件

下 Fe-0.15 mol%C合金的等温枝晶生长过程,对不

同界面厚度条件下模型的收敛性进行了测试.结果

表明, 当界面的曲率半径和界面厚度的比值 ρ∗/ξ

小于 3时,薄界面近似的相场模型就已能得到收敛

的计算结果,体现出本模型具有很好的数值收敛性.

将相场模拟结果和经典 Gibbs-Thomson关系,线性

可解性理论及改进的 LGK解析模型的预测结果进

行比较. 发现当界面厚度延拓至 2ξ = 25d0 时, 相

场模拟的稳态枝晶尖端液相成分和 GT关系的预测

结果仍然符合良好,表明本模型能有效地消除人工

延拓的界面厚度所导致的界面异常效应.相场模拟

的稳定性常数 σ∗ 随扩散系数之比从 keDs/Dl ≈ 0

到 keDs/Dl = 1 范围内, 以及界面能各向异性强

度 ε4 的变化规律和线性可解性理论的预测结果吻

合均很好. 因此, 本模型能定量模拟从单边扩散到

对称扩散的枝晶生长过程. 而且,本模型也能合理

描述界面能各向异性强度对枝晶生长动力学的影

响.结合线性可解性理论将 LGK模型进行改进,使

之包含了枝晶生长的界面能各向异性效应、界面

动力学效应和溶质在固相中的扩散.用实际物性参

数进行相场模拟的 Fe-0.15 mol%C合金的稳态枝晶

尖端生长速度、半径、液相成分和 Péclet 数与改

进的 LGK解析模型的预测结果吻合良好, 进一步

验证了本模型的定量模拟能力.
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Abstract

A quantitative phase-field (PF) model with an anti-trapping current (ATC) is developed to simulate the dendritic growth with two-

sided diffusion. The asymptotic analysis is performed at the second-order for the PF equations coupled with nonlinear thermodynamic

properties and an ATC term under the equal chemical potential condition. The PF mobility and ATC are derived based on the asymptotic

analysis in the thin interface limit, and the solute drag model. Then the model is reduced to the dilute solution limit for dendrite

solidification of binary alloys. The test of convergence with respect to the interface width exhibits an excellent convergent behavior

of the proposed model. The performance of the model is then validated by comparing PF simulations with the predictions of the

Gibbs-Thomson relation, the linearized solvability theory, and the modified-Lipton-Glicksman-Kurz (M-LGK) analytical model, for the

isothermal dendritic growth of an Fe-0.15 mol%C alloy. The results demonstrate quantitative capabilities of the model that effectively

suppresses the abnormal solute trapping effect when the interface is taken artificially to be wide. It is also found that the present

model can quantitatively describe dendrite growth with various solid diffusivities, ranging from the case with one-sided diffusion to the

symmetrical model.
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