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二维有限能量约束下最优导航问题的理论分析*
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最近, Li等研究了在 Kleinberg导航模型中引入总能量 Λ = cN 约束后的最优导航问题,其中 Λ为网络中所有

长程连边的长度之和, c为正常数, N 为网络节点总数. 他们通过在 1维和 2维导航模型中的模拟结果推测,在有限

能量约束下 Kleinberg导航模型中按照幂律方式添加长程连边的最优幂指数应该是 α = d + 1,其中 d为导航模型

的维数. 本文在平均场理论下,建立了 2维有限能量约束下的导航过程的动态微分方程,通过对该方程进行数学分

析以及数值求解,从理论上证明了当网络规模足够大且总能量相对较小时, 2维有限能量约束下的最优导航幂指数

确实为 α = 3,这一结果证实了 Li等之前的推测.
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1 引 言

近几十年来,科学家们掀起了一股研究复杂网
络的热潮.除了网络的小世界特性、无标度特性以
及划分网络社团结构之外,网络上的动力学行为也
是复杂网络中的一个研究热点 [1,2]. 其中,网络可导
航问题这一动力学行为一直以来就受到了广泛关

注 [3−6].
早在 20世纪 60年代, Milgram等设计了一系

列著名的社会搜寻试验用以研究社会网络中的朋

友关系网络的信息传递能力 [7,8]. 在 Milgram的实
验中,随机选取的 296位试验者被要求通过他们认
识的朋友将信件传递给指定目标. 最终统计发现,
共计 64 封信件被成功传递到了指定的目标, 并且
这些成功实验所需的传递次数平均为 6次. 该实验
结果就是后来广为流传的 “六度分离” 现象. 从此
人们开始意识到社会网络中任何个体都可能只需

要通过较少的几次搜索就能够被发现. 后来, Dodds
等又在全球范围内重复了 Milgram的搜寻试验,并
且得到了类似结论,他们发现大部分搜索仅需要经
过大约 5到 7步就能够完成 [9].

当 “六度分离”现象被广为人知后,科学家们就
试图对其进行理论研究和解释. 其中, 一个想法就
是通过网络模型来抽象 Milgram 实验中的朋友关
系网络, 希望能够在该网络上重现 “六度分离” 这
一结果.仔细分析Milgram的实验,可以发现 “六度
分离”现象的产生需要满足两个基本条件.第一,朋
友关系网络中的任意两个个体之间要存在大量的

较短连通路径; 第二, 处于该网络中的个体在一定
的搜索策略下能够有效地找到通往目标个体的较

短路径. 也就是说,能够重现 “六度分离”现象的任
何一个网络模型首先应该要满足网络中的任何节

点之间存在着大量的较短连通路径. 其次, 考虑到
当网络规模较大时处于网络中的个体通常不了解

网络的全局结构而仅仅具备有关网络结构的局部

信息这一事实,该网络模型还应该具备较好的导航
能力,即处于该网络中的个体凭借对网络整体结构
的一些局部信息就能够有效地找出通往目标节点

的较短路径.
迄今为止,能够最好地解释 “六度分离”现象的

复杂网络模型便是 Kleinberg 在 2000 年提出的网
络可导航模型 [10,11]. 在其模型中, Kleinberg使用一
个规模为 n× n的 2维规则网格来抽象真实的朋友
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关系网络. 网格中的每一个节点代表一个个体,而
节点之间的连边则代表个体之间存在的朋友关系.
模型假定每个节点都与其网格距离 (曼哈顿距离)
为 p的所有节点之间存在双向的短程连接,同时该
节点还拥有 q 条单向长程连边. 进一步,网络中的
任意两个节点 u和 v 之间存在一条有向长程连边

的概率服从下式所示的幂律分布:

PK(u, v) =
d(u, v)−α∑

w ̸=u

d(u,w)−α
, (1)

其中, d(u, v) 是节点 u 与 v 之间的网格距离. 显
然, 当参数 α不断变化的时候, 网络的空间结构也
会随之变化. 另外, Kleinberg还提出了一种基于局
部信息的分散式贪婪算法. 由于该算法仅需要每
一个信息持有者具备网络结构的局部信息, 即当
前的信息持有者仅仅知道目标节点以及与其存在

连边 (朋友关系)的所有邻居节点在网络中的具体
坐标位置, 因而使用该算法来描述 Milgram 试验
中的搜索策略就比较符合实际. 具体来讲, 该算法
要求网络中当前的信息持有者在每一次的传递过

程中都将信息传递给离目标节点网格距离最近的

邻居节点.
在前述模型框架下, Kleinberg 证明了在 2 维

网格中, 对于任意给定的 p 和 q, 使得网络模型具
备最优导航能力 (通过最少的搜索次数找到目标
节点) 的幂指数为 α = 2, 并且相应的搜索时间复
杂度上限为 O(log2 n) [10]. 该结论可以被推广到任
意的 d 维 (整数维) 网格中, 即当且仅当幂指数满
足 α = d时, 分散式搜索的时间复杂度最低, 即网
络的导航能力最强. 在此基础上, Roberson等对分
形维度下的 Kleinberg导航模型进行了讨论 [12]. 他
们在 Sierpinski地毯上进行模拟并且证明了分形网
络中的最优导航幂指数也为 α = df , 其中 df 为分

形网络的维度. 也就是说通过在规则网格上添加
长程连边的方式构建起来的导航模型中,具备最优
导航能力的网络模型都应该满足幂指数 α = d,其
中 d为该规则网络的维度.
后来, Martel 等在研究 Kleinberg 的导航模型

时发现最优幂指数下的导航时间复杂度为紧约束

即 O(log2 n),并发展了一套相应的分析空间网络上
导航问题的数学方法 [13]. 2009年, Carmi等使用主
方程的方法进一步分析了 Kleinberg导航模型的渐
进行为,给出了导航时间复杂度和幂指数 α之间更

为精确的函数关系 [14]. 几乎同时, Caretta Cartozo
等也使用随机马尔科夫过程的方法得到了与 Carmi
等相同的结论 [15].

至此为止, 已有的导航模型都是从 Kleinberg
的导航模型出发,假定网络中的每一个节点都拥有
至少一条长程连边,也就是说网络中所有节点长程
连边的长度总和并不固定,会随着幂指数 α的变化

而变化. 事实上,在许多现实的网络中,维系或者创
建一条长程连边都可能会产生巨大的成本. 以改建
一个现存的地铁网络为例,创建一条新的长程连边
意味着新建一条地铁线路, 需要付出高额的成本,
而通常财务预算却是有限并且事先给定的. 因此,
一个更加合理的假设是网络中的所有长程连边长

度总和应该受到一定的限制. 基于此想法, 杨华等
首先在他们的空间网络模型中引入了总能量 (即长
程连边长度总和)约束, 他们研究发现 1维情况下
使得网络平均距离最短的幂指数为 α = 2 [16]. Li
等在 Kleinberg 导航模型中添加了总能量 (长程连
边长度总和) Λ = cN 的限制,其中 c为常数, N 为
网络总节点数 [17]. 他们研究了 1维和 2维有限能
量约束下的导航时间复杂度与幂指数 α的关系.模
拟结果显示,在 1维情况下使得网络具有最优导航
能力的最优幂指数为 α = 2,而 2维情况下的最优
幂指数则满足 α = 3. 因此,他们推断 Kleinberg导
航模型在有限能量约束下的最优导航幂指数应该

满足 α = d+1,其中 d为相应的网络维数. Bianconi
等实证发现美国航空网的幂指数为 α = 3.0 ± 0.2,
该结果进一步支持了 Li等关于 2维有限能量约束
下的导航最优幂指数为 α = 3这一推断 [18].

然而, Li等关于有限能量约束下的最优导航幂
指数的结论主要来自于计算机模拟和一些简单的

数学分析,并没有给出严格的数学证明. 如果能够
从理论上更加严格地证实 Li等发现的结论将具有
重要的理论意义. 在前一个工作中, 我们已经严格
证明当网络规模足够大并且总能量相对较小时,使
得 1 维有限能量约束下的空间网络导航能力最强
的最优幂指数为 α = 2,并且给出了其导航时间复
杂度与幂指数 α的精确解 [19]. 本文将对更具现实
意义的 2维有限能量约束下的 Kleinberg导航问题
进行理论分析,给出 2 维导航过程的微分方程, 并
试图通过数学分析及微分方程的数值解从理论上

说明使得 2维有限能量约束下的空间网络具有最
优导航能力的幂指数为 α = 3.
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2 有限能量约束下 2 维导航过程的动
态方程

与 Li 等的有限能量约束导航模型类似, 我们
引入一个满足循环边界条件且网络规模为 2n× 2n

的 2 维网格, 网格上的每个节点都与其网格距离
为 1 的节点之间存在双向的短程连边. 另外假定
通过幂律方式添加的长程连边长度之和即总能

量满足 Λ = 4cn2, 其中 c 为给定正常数. 已知区
间 [m,M ]上服从幂指数为 r 的幂律分布的概率密

度函数满足

P (l) = k(r,m,M) · l−r, l ∈ [m,M ], (2)

其中, k(r,m,M) = 1
/ ∫M

m
l−rdl为归一化因子. 本

文按照如下方式为网络中任意节点 u添加有向长

程连边: 首先按照 (2)式随机产生一个服从幂律分
布的网格距离 l, 然后从离节点 u网格距离为 l 的

所有节点中随机选取一个节点 v建立一条从 u到 v

的有向长程连边,同时相应地将剩余总能量减少 l.
按照这种方式,每次从 2维网格中随机挑选一个节
点产生一条有向的长程连边, 直到总能量 Λ 耗尽,
最终可以得到总能量受到约束的 2维导航模型.

s

s'

T

图 1 导航过程示意图

我们将首先建立在上述 2 维有限能量约束导
航模型中使用 Kleinberg 提出的分散式贪婪算法
进行导航的动态方程. 导航过程示意图如图 1 所
示: 其中 s 为信息当前所处位置, T 为导航的目
标节点, 假定 s′ 为经过一次导航后信息所处位置,
令 |ss′| = l, 直线 ss′ 与 sT 之间的夹角为 θ, 并且
用 s(t)表示被传递的信息经过时间 t之后累计向目

标节点 T 前进的距离, 因此一定有 s(0) = 0成立.

另外,我们假定初始时刻出发节点与目标节点 T 之

间的网格距离为 n. 当信息在 t时刻从当前节点 s

被传递到节点 s′ 时相当于信息向目标节点 T 前进

了如下距离:

∆s =(n− s)

−
√
(n− s)2 + l2 − 2l(n− s) cos θ, (3)

为了书写简便,此处我们用 s代替 s(t).
由前文可知, 2维空间网络上的长程连边的长

度满足幂指数为 r的幂律分布.由定义可以知道二
维网格上的节点 (x1, y1)与 (x2, y2)之间的网格距

离满足 d = |x1 − x2| + |y1 − y2|,其中 x1, x2 表示

节点的横坐标, y1, y2 表示节点的纵坐标. 也就是
说 2 维上的网格距离可以表示为水平方向和垂直
方向上的两个投影之和. 不难证明, 当网络规模足
够大时,将 2维网格上服从幂律分布的网格距离投
影到 1 维之后的得到的新的网格距离同样服从幂
律分布且保持幂指数不变,详细证明过程请参考文
献 [20]. 进一步,我们可以知道选择向 ss′ 方向进行

信息传递时向目标节点前进的期望距离满足

Es =

∫ 2(n−s) cos θ

1

k(r, 1, 2(n− s) cos θ)

× l−r∆sdl. (4)

显然, 在 s 处可以选择导航的方向 θ 是服从区

间 [−π/2,π/2] 上的均匀分布. 因此, 信息在当前
节点 s通过长程连边向目标节点 T 前进的期望距

离可以表示为

EJs =
1

π

∫ π/2
−π/2

Esdθ. (5)

由于整个 2维网络存在总能量 Λ = 4cn2 的约束条

件,因此整个网络中的长程连边数量也将会受到限
制.不难知道按照 (2)式的方式添加的长程连边期
望长度满足

E(Lr) =

∫ n

1
l1−rdl∫ n

1
l−rdl

. (6)

也就是说在总能量 Λ的约束下,整个网络中长程连
边的平均数量为

E(Nr) =
Λ

E(Lr)
. (7)

又因为网络中的所有节点都是同质的, 所
以单个节点上的长程连边数量近似服从参数

为 λ =
E(Nr)

4n2
的泊松分布. 进而, 任意节点上存

在一条长程连边的概率可以表示为 λ e−λ. 当网络
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规模足够大且总能量约束相对较小, 即 n 足够大

且 c相对较小时,单个节点上存在 2条及以上数量
的长程连边的概率可以忽略不计.为了进一步简化
我们的数学分析过程,本文只讨论 c相对较小的情

况. 在此前提下,我们可以得到在总能量 Λ的约束

下, 信息从 s处经过一次传递过程 (长程连边或者
短程连边)向目标节点 T 前进的期望距离满足

E(Js) =λ e−λ · EJs +

[
1− λ e−λ ·

∫ π/2
−π/2

1

π
dθ

×
∫ 2(n−s) cos θ

1

k(r, 1, 2(n− s) cos θ)

× l−rdl

]
. (8)

最终,在一系列的简化过程之后, 2维有限能量约束
下的导航过程可以抽象为如下的一个微分方程:

ds(t)

dt
=E(Js),

s(0) =0,

(9)

其中 s(t)表示截至 t时刻信息向目标节点 T 累计

前进的距离.

0 1 2 3 4 5

E
(J

s)

r

.

.

.

.

.

n=103

n=104

n=105

图 2 E(Js)的网络规模效应

考虑到精确求解方程 (9)的复杂性, 我们首先
通过分析其右端项即 (8) 式的单调性来获取一些
定性分析结果,从而判断 2维有限能量约束下导航
过程的最优幂指数. 通过对右端项的数值模拟, 我
们得到了 E(Js)在不同的网络规模 n的情况下随

着幂指数 r 的变化情况. 图 2 给出了 n 不同取值

情况下 E(Js)在 s(0) = 0时刻,即信息从出发节点
经过一次传递后向目标节点 T 前进的距离随着幂

指数 r 的变化情况. 其中 n 的取值从下往上依次

为 103, 104 以及 105, 并且保持参数 c = 1. 从图 2
可以看出随着网络规模 n逐渐增加,使得 E(Js)取

最大值的 r 将逐渐向 2 靠近. 可以合理推测当 n

趋于无穷时, E(Js)将可能会在 r = 2处取得最大

值. 为了验证我们的推测, 我们进一步给出了在参
数 c = 1时的微分方程 (9)的数值解,具体结果如
图 3所示. 图 3的纵坐标为 T/n,其中 T 表示整个

导航过程需要的时间,而 n表示出发节点到目标节

点之间的网格距离. 从图 3可以看出有限能量约束
下的导航过程的时间复杂度与整个导航过程前进

的网格距离 n之间呈线性关系,该结论与之前 “不
存在总能量约束的 Kleinberg导航模型中最优导航
时间复杂度为 logn的多项式”这一结论有显著区
别.另外,从图 3中的数值结果我们也可以看出,使
得网络具备最优导航能力的幂指数确实在 r = 2附

近. 考虑到在建立动态方程的过程中, 我们所进行
的一些简化处理以及进行计算机模拟过程中不可

避免的误差,图中的最优幂指数与 2存在一定的偏
离是合理的. 另外, 仔细观察图 2和图 3我们也可
以发现, 随着网络规模不断增加, 最优幂指数也逐
渐向 r = 2靠近,但是靠近速度相对较慢,这一现象
也可以从我们之前关于 1 维有限能量约束下的最
优导航问题的研究工作中得到验证.

1.0
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0.8

0.7

0.6

0.5

1 2 3 40

T
/
n

r

n/2

n/3

图 3 导航时间复杂度的数值解

我们知道, 在 2 维网格中, 与任意节点的网格
距离为 l 的节点数量与 l 成正比. 也就是说在我们
的 2维导航模型中任意给定的网格距离为 d(u, v)

的两个节点 u和 v 之间存在长程连边的概率应该

满足 p(u, v) ∝ d(u, v)−(r+1). 于是, Li等的导航模
型中的幂指数 α 与本文的导航模型中的幂指数 r

的关系为 α = r + 1. 经过以上数学分析,我们证明
了当网络规模足够大且总能量相对较小时,使得 2
维有限能量约束下的空间网络具备最优导航能力

的幂指数满足 α = 3,该结论与 Li等通过模拟发现
的结论能够很好地符合.
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3 结 论

长久以来,网络可导航问题一直是复杂网络研
究中的一个热点问题, 尤其是在 Kleinberg 的导航
模型之后,更是引发了国内外学者的广泛研究热情.
然而对于具备充分现实意义的有限能量约束下的

可导航问题的研究才刚刚起步. Li等率先在 Klein-
berg 的导航模型中引入总能量约束的限制, 通过
在 2维空间网络上进行模拟发现在 2维情况下导
航的最优幂指数应该为 α = 3,这一结论与不存在
总能量约束下的最优导航幂指数为 α = 2这一结

论存在显著差异.Li等对此结论进行了一些简单的

分析,然而并没有给出严格的数学证明. 本文在此
基础上通过一系列的简化和抽象,建立起了 2维有
限能量约束下的导航过程的微分方程. 通过对该微
分方程进行数学分析以及数值求解,我们从理论上
说明了当网络规模足够大且总能量相对较小时,使
得 2 维有限能量约束下的空间网络具备最优导航
能力的幂指数确实满足 α = 3. 该结论证实了 Li等
之前通过模拟结果做出的合理推断. 本文的工作不
但能够从理论上丰富和完善空间网络上的导航问

题研究,同时也能够为改善一些现实交通网络的运
行效率提供启示,具有相当的理论意义和现实意义.
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Abstract

Recently, a certain total energy constraint Λ = cN was introduced into the Kleinberg’s navigation model, where Λ is the total

length of the long-range connections, c is a positive constant and N is the network size. The simulation results obtained in the one and

two-dimensional cases indicate that with total cost restricted the optimal power-law exponent for adding extra long-range links between

any two nodes seems to be α = d+1, where d is the dimension of the underlying lattice. Based on the mean field theory, the navigation

process on the two-dimensional energy constrained navigation model is described by dynamical equations in this paper. Based on our

theoretical analysis and the numerical results of the dynamical equations, we prove that for large networks and comparatively small total

energy, the optimal power-law exponent is α = 3 for the two-dimensional case. Our results can perfectly correspond to simulations

reported previously.
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