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非完整系统 Boltzmann-Hamel方程的 Birkhoff化及其

广义辛算法*
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针对非完整系统的 Boltzmann-Hamel方程,当其满足一定条件时,可以进行广义 Birkhoff化. 构造生成函数,利

用当前比较优越的非自治 Birkhoff广义辛算法对其进行数值仿真. 仿真结果和传统的 Runge-Kutta算法结果相比较,

非自治 Birkhoff广义辛算法在长期跟踪后更加准确.
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1 引 言

Boltzmann-Hamel 方程最先是德国学者 Boltz-
mann 于 1902 年用准坐标推导出完整系统的运
动方程 [1], 后来被 Hamel 分别于 1904 年及 1938
年推广到一阶线性非完整系统 [2] 及一阶非线性

非完整系统 [3]. 20 世纪 80 年代我国学者梅凤翔
研究了带参数约束的一类可控系统 [4]、变质量

非完整约束系统 [5]. 20 世纪 90 年代我国学者进
一步将 Boltzmann-Hamel 方程推广到高阶非完整
系统 [6]、准事件空间 [7]、非惯性系 [8]、可控系

统 [9]、约束依赖于质量变化过程和带参数约束的

系统中 [10]. 但目前,关于该系统数值计算方面的工
作屈指可数,这将较大程度地影响非完整力学系统
的理论研究成果在实际问题中的应用.

几乎所有的完整系统都能表示成 Hamilton正
则方程的形式. 1984 年, 我国已故数学家冯康 [11]

首次系统地提出了基于辛几何的辛算法. 由于在
非完整系统中, 非完整约束对力学系统相空间辛
结构的破坏 [12−14], 使得对于完整系统成立的保
辛算法不再适用, 需要寻求新的保结构数值算法

来进行非完整力学系统的数值计算. Birkhoff系统
作为 Hamilton 力学的 Birkhoff 推广, 从形式上是
一个具有一般辛结构的 Hamilton 系统加上一个
外力项. 因此针对非完整系统的 Boltzmann-Hamel
方程, 在其满足一定条件时, 可以通过它的正则
形式 [15,16] 来进行广义 Birkhoff 化, 这样就可以
应用 Birkhoff 广义辛算法这种保结构数值算法对
其进行数值求解. 本文将对受到外力作用的非
完整系统 Boltzmann-Hamel方程进行数值计算,采
用 Birkhoff 辛算法和 Runge-Kutta 方法, 并将数值
结果进行比较,得出 Birkhoff辛算法计算的优越性.

2 非完整系统 Boltzmann-Hamel 方程
的 Birkhoff化

设力学系统的位形由 s个广义坐标 q1, · · · , qs
确定,系统受有 r个一阶非线性非完整约束

fp(qα, q̇α, t) = 0,

(p = 1, 2, · · · , r;α = 1, 2 · · · , s). (1)

引进准坐标 πα对应的准速度

ωα = ωα(qβ , q̇β, t) = π̇α, (α, β = 1, 2, · · · , s).
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根据非完整约束条件,取

ωσ = ωσ(qα, q̇α, t),

ωε+p = fp(qα, q̇α, t) = 0,

(p = 1, 2, · · · , r;σ = 1, 2, · · · ε; ε = s− r), (2)

可以得到非理想非线性非完整非保守系统的广

义 Boltzmann-Hamel方程 (见文献 [15])

d

dt

∂T̃

∂ωσ
− ∂T̃

∂πσ

+

s∑
α=1

∂T̃

∂ωα

s∑
k=1

(
d

dt

∂ωα

∂q̇k
− ∂ωα

∂qk

)
∂q̇k
∂ωσ

=Q̃σ + P̃σ, (3)

其中

Q̃β =
s∑

α=1

Qα
∂q̇α
∂ωβ

, P̃β =
s∑

α=1

Pα
∂q̇α
∂ωβ

,

式 中 Qα 为 广 义 力, Pα 为 广 义 约 束 反 力,
T̃ (qα, ωβ , t) = T [qα, q̇α(qβ , ωβ , t), t] 为用准速度表

示的动能表达式.
当 Q̃σ + P̃σ = 0且

s∑
α=1

∂T̃

∂ωα

s∑
k=1

( d

dt

∂ωα

∂q̇k
− ∂ωα

∂qk

) ∂q̇k
∂ωσ

= f(ωm, πm),

m ̸= σ时, (3)式即为

d

dt

∂T̃

∂ωσ
− ∂T̃

∂πσ
+ f(ωm, πm) = 0, m ̸= σ, (4)

此时, (4) 式为非完整系统的 Boltzmann-Hamel 方
程.
引进准速度 ωα对应的广义动量

pα =
∂T̃

∂ωα
, (α = 1, 2, · · · , s), (5)

定义广义 Hamilton函数

H̃ =

s∑
α=1

pαωα − T̃ , (6)

从而得到
∂H̃

∂πα
= − ∂T̃

∂πα
,

∂H̃

∂pα
= ωα.

(7)

将 (5)式和 (7)式代入 (4)式,可以得到准坐标下非
完整系统的 Boltzmann-Hamel方程的正则形式

ṗσ = − ∂H̃

∂πσ
− f(ωm, πm),

π̇σ =
∂H̃

∂pσ
,

m ̸= σ. (8)

由 (8)式推得 0 −et

et 0

 π̇σ

ṗσ

 =


∂H̃

∂πσ
et + f(ωm, πm)et

∂H̃

∂pσ
et

 ,

m ̸=σ. (9)

当 pσ 与 πσ 无关时,将 (9)式 Birkhoff化得到 0 −et

et 0

 π̇σ

ṗσ

 =


∂B

∂πσ
∂B

∂pσ

+

 pσe
t

0

 ,

m ̸=σ, (10)

其中

B =H̃et +Bmπσe
t,

Bm =f(ωm, πm)− ∂T̃

∂ωσ
,

F =

 pσe
t

0

 , m ̸= σ. (11)

3 Boltzmann-Hamel 方程的广义辛差
分格式

对于依赖于时间的辛结构 K(z, t) 上的

Birkhoff 系统, 苏红玲 [17] 在秦孟兆的辛算法基

础上进行了改进, 构造了能够保持离散的 K(z, t)

结构的广义辛算法. 首先假设 R4n 上存在到它自身

的可逆映射

α(t, t0) :

 z̃

z

 →

 ω̃

ω

 =

α1(z̃, z, t, t0)

α2(z̃, z, t, t0)

 .

(12)
(12)式的 Jacobi矩阵为

α∗(z̃, z, t, t0) =

Aα Bα

Cα Dα

 ,

映射 α要满足

αT
∗ J4nα∗ =

K(z̃, t) 0

0 −K(z, t0)

 ,

当 α 如上定义时, 假定 z → z̃ = g(z, t, t0) 是定

义在 R2n 的某一领域 R̃上的一个 K(z, t)辛映射,
它的 Jacobi 矩阵记为 gz(z, t, t0) = M(z, t, t0). 如
果 Jacobi矩阵M 在领域 R̃上满足截面条件∣∣Cα(g(z, t, t0), z, t, t0)M(z, t, t0)
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+Dα(g(z, t, t0), z, t, t0)
∣∣ ̸= 0,

那么在领域 R̃ 上存在唯一的梯度映射 ω →
ω̃ = f(ω, t, t0), 它的 Jacobi 矩阵是 fω(ω, t, t0) =

N(ω, t, t0), 并且存在一个标量函数, 即生成函
数 ϕ(ω, t, t0),使得 f(ω, t, t0) = ϕω(ω, t, t0).
基于 Birkhoff相流的生成函数 ϕ(ω, t, t0),可以

构造广义 Birkhoff辛差分格式. 当步长 τ > 0足够

小的时候,取

ψ(m)
w (w, t0 + τ, t0) =

m∑
i=0

τ iφ(i)
w (w, t0),

m =1, 2, · · · , (13)

ψ
(m)
w (w, t0 + τ, t0) 就定义了一个有 m 阶精度

的K(z, t)辛离散格式,使得

z =zk → zk+1 = z̃,

α1(z
k+1, zk, tk+1, tk)

=ψ(m)
w (α2(z

k+1, zk, tk+1, tk), tk+1, tk). (14)

4 非完整系统的一个经典例: 四轮小
车

四轮小车,它的位置由八个参数确定: 铰链 B

的坐标 x, y；角 θ, χ 及轮子转角 φ1, φ2, φ3, φ4(见
文献 [5], p35)系统受到的六个非完整约束条件为

− ẋ sin(θ + χ) + ẏ cos(θ + χ) = 0,

− ẋ sin θ + ẏ cos θ − lθ̇ = 0,

ẋ cos θ + ẏ sin θ − aθ̇ − r1φ1 = 0,

ẋ cos θ + ẏ sin θ + aθ̇ − r1φ1 = 0,

ẋ cos(θ + χ) + ẏ sin(θ + χ)

− c(θ̇ + χ̇)− r2φ3 = 0,

ẋ cos(θ + χ) + ẏ sin(θ + χ)

+ c(θ̇ + χ̇)− r2φ4 = 0. (15)

选取准速度如下

ω1 = ẋ cos(θ + χ) + ẏ sin(θ + χ),

ω2 = χ̇,

ω3 = −ẋ sin(θ + χ) + ẏ cos(θ + χ),

ω4 = −ẋ sin θ + ẏ cos θ − lθ̇,

ω5 = ẋ cos θ + ẏ sin θ − aθ̇ − r1φ̇1,

ω6 = ẋ cos θ + ẏ sin θ + aθ̇ − r1φ̇2,

ω7 = ẋ cos(θ + χ) + ẏ sin(θ + χ)

− c(θ̇ + χ̇)− r2φ̇3,

ω8 = ẋ cos(θ + χ) + ẏ sin(θ + χ)

+ c(θ̇ + χ̇)− r2φ̇4, (16)

显然,非完整约束条件即为

ω3 = ω4 = ω5 = ω6 = ω7 = ω8 = 0. (17)

设 M1 M2 分别代表后轴及前轴的质量 (不包括轮
子), Θ1, Θ2 分别为相对于通过 A和 B 并垂直于路

面的轴的转动惯量,轮子质量为 m1,m3,相对于通
过轮心与轮面相垂直的轴的转动惯量为 J1, J3, 相
对于通过轮心在轮面内的轴的转动惯量为 J ′

1, J
′
3,

于是系统动能为

T ∗ =
1

2
{(µ+ µ1 sin

2 χ)ω2
1 + lvω2

2 + 2vω1ω2 sinχ},
(18)

其中常数

µ =M1 + 2m1 +M2 + 2m3 +
2J1
r21

+
2J2
r22

,

µ1 =
1

l2

(
Θ1 + 2m1a

2 + 2J ′
1 +Θ2 + 2m3c

2 + 2J ′
3

)
,

−M1 − 2m1 +
2J3
r22

c2

l2
− J1
r21

(
1− c2

l2

)
,

v =
1

l

(
Θ2 + 2m3c

2 + 2J ′
3 + 2

J3c
2

r22

)
. (19)

假设广义力 P ∗
2 是舵控制的转矩, P ∗

1 是其他

主动力,如作用于主动轮上电机的转矩、在轮轴上
的摩擦力、空气阻力、滚阻摩擦力等. 在这里考
察 µ = µ1 = P ∗

1 = P ∗
2 = 0 的简单情况. 根据 (4)

式,可以给出该系统的特殊 Boltzmann-Hamel方程

ω̇2 sinπ2 = 0,

lω̇2 + ω̇1 sinπ2 + ω1ω2 cosπ2 = 0,
(20)

由 (6)式可知

H̃ =
1

2
lvω2

2 + vω1ω2 sinπ2. (21)

由 (8)式可得系统的正则形式

ṗ1 =− ∂H̃

∂π1
+ vπ̇2

2 cosπ2,

π̇1 =
∂H̃

∂p1
,

ṗ2 =− ∂H̃

∂π2
− vπ̇1π̇2 cosπ2,

π̇2 =
∂H̃

∂p2
. (22)

230201-3



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 23 (2012) 230201

由上式可以看出此方程无法用 Hamilton辛算法求
解.

又 (20)式中显然有

ω2 = C, π2 = Ct, (C 为常数) (23)

再利用 (10)式对 (22)式 Birkhoff化 0 −et

et 0

 π̇1

ṗ1


=

−et(vC2 cosCt+ vC sinCt) + p1e
t

π̇1e
t

 , (24)

其中

F =

 p1e
t

0

 ,

B =
1

2
vet(lC2 + 2Cπ̇1 sinCt

− 2C2π1 cosCt− 2Cπ1 sinCt), (25)

采用上述的 Birkhoff广义辛算法 (13),可以求解上
述方程组 (24),得到此 Birkhoff系统的二阶 K(z, t)

辛离散格式,同时算出 π1的解析解

π1 = C1 − C2 ln
(
tan

( t
2

))
.

对该例题分别采用二阶 K(z, t) 辛算法和二

阶 Runge-Kutta 算法进行计算. 在计算过程中选取
如下初值: π1 = 1, ω1 = 1,C = 1,取步长 τ = 0.001.
并通过比较两种数值方法计算所得数值解和解析

解之间的相对误差来说明两种数值方法之间的差

别.

从图 1,图 2中可以看出,

π1 = C1 − C2 ln
(
tan

( t
2

))
在 t = kπ 处为无穷,因此 Runge-Kutta方法在长期
跟踪后周期性地与解析解 π1 出现较大幅度的相对

误差, 而 Birkhoff 二阶辛算法则相对误差较小, 结

果更精确.

图 1 相对误差

图 2 相对误差

5 结 论

本文先推导出满足一定条件的非完整系统

的 Boltzmann-Hamel 方程 (4) 的正则形式 (8), 然
后对其 Birkhoff 化, 得到广义 Birkhoff 方程 (10),
并针对该方程, 应用 Birkhoff 广义辛差分格式进
行计算, 并与传统的 Runge-Kutta 算法相比较, 最
后得出 Birkhoff 广义辛差分算法在非完整系统
的 Boltzmann-Hamel 方程 (4) 中更加优越, 可以带
来更加精确的参考数据.
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Abstract

For a Boltzmann-Hamel equation of nonholonomic mechanical system, when it meets certain conditions, the Boltzmann-Hamel

equation can be transformed into a Birkhoffian system. By constructing the generating function, the system is investigated numerically

using the generalized symplectic geometric algorithm of the nonautonomous Birkhoffian system. Compared with the above-mentioned

algorithm with the classical Runge-Kutta method, Birkhoffian symplectic scheme is very accurate in a long-term tracing.
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