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基于最小关节力矩优化的自由浮动空间刚柔耦合

机械臂混沌动力学建模与控制*
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采用拉格朗日法、假设模态法和系统动量守恒原理, 推导了一种平面内三连杆的自由浮动刚柔耦合冗余度

空间机械臂的动力学模型. 基于最小关节驱动力矩优化, 建立了自由浮动刚柔耦合冗余度空间机械臂的混沌运

动状态方程, 采用混沌数值方法分析机械臂运动中的混沌现象,分别在工作空间、关节空间和模态空间, 设计鲁

棒 Proportional-Derivtive (PD)补偿控制、延迟反馈控制和模态力最优控制,实现了轨迹跟踪、混沌运动抑制和振动

控制.通过数值仿真验证了建模与控制方法的有效性.
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1 引 言

自由浮动空间柔性冗余度机械臂在太空中代

替宇航员完成捕捉失效卫星、建造空间站、维修

空间设施等作业,柔性臂在运动中会发生弹性形变

和振动,虽然利用冗余特性的自运动规划可以抑制

振动, 但会产生混沌振动.国内外一些学者对机械

臂混沌运动控制问题进行了研究. Varghese等 [1,2]

率先研究了平面三自由度刚性冗余度机器人末端

跟踪控制问题, 通过 Poincare 图和功率谱图, 发现

其在某些优化矢量条件下机械臂关节运动是混沌

的. 文献 [3, 4]研究了平面两自由度和三自由度机

器人在不考虑杆件柔性、摩擦等情况下分别具有

转动关节和移动关节时系统的混沌运动. 文献 [5]

在此基础上对平面两自由度机器人通过数值计算,

找到了系统做周期运动和混沌运动的参数条件,并

且基于周期信号扰动参数的方法对该机器人机构

中的混沌运动实施控制.文献 [6]利用 Lyapunov线

性化方法研究了具有关节摩擦的单连杆刚性机械

臂中的混沌现象.文献 [7]研究了冗余度机械臂自

运动中的混沌控制,解释了机械臂关节运动中的漂

移现象.文献 [8]研究了空间冗余度刚性机器人基

于关节空间在 Proportional-Derivtive (PD)控制下的

系统运动学,发现不同的 PD控制器参数和末端执

行器期望轨迹, 均能导致系统的混沌运动,并针对

该混沌系统设计状态延迟反馈控制器,在适当参数

下使系统由复杂的混沌运动转变为规则的周期运

动. 上述对机器人混沌运动的研究, 虽然从运动学

逆解的状态方程中可以构造混沌控制律,但并没有

解决机械臂混沌动力学系统的混合控制问题.近年

来,一些学者提出了混沌系统的全局控制、自适应

追踪控制、鲁棒自适应反演控制等非线性控制方

法 [9,10]. 本文研究一种平面内三连杆的自由浮动刚

柔耦合冗余度空间机械臂的动力学系统,通过建立

自由浮动刚柔耦合冗余度空间机械臂动力学模型,
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利用相图、Poincare截面图和最大 Lyapunov指数,

分析了基于最小关节驱动力矩优化的自由浮动刚

柔耦合冗余度空间机械臂混沌动力学特性,分别在

末端工作空间、关节空间和弹性模态空间,设计轨

迹跟踪的鲁棒 PD补偿控制律、延迟反馈控制律和

最优控制律,并通过仿真验证了上述方法的有效性.

2 自由浮动柔性冗余度空间机械臂动

力学系统描述

如图 1所示,平面内三连杆的自由浮动刚柔耦

合冗余度空间机械臂系统由本体基座、机械臂和

末端执行器组成. 图 1 中 L1 和 L2 为材料相同的

机械臂的刚性连杆, L3 为机械臂的柔性连杆, θ =

[θ1 θ2 θ3]
T 为机械臂连杆的关节角向量. Σ-OXY

为空间机械臂系统的惯性坐标系, Σo-ObXbYb 为

固定于本体质心的本体坐标系, Σe-OeXeYe 为末端

坐标系, Σi-OiXiYi (i = 1, 2, 3) 为连杆坐标系, 各

连杆随体坐标系按照 Denavit-Hartenberg惯例建立.

末端执行器的位姿为 Xe = [xe ye θe]
T,本体的位

姿为 Xb = [xb yb θb]
T. 本文所研究的平面内三连

杆刚柔耦合冗余度空间机械臂视柔性连杆为简支

梁,用假设模态法描述其弹性形变:

ω(x3, t) =
n∑

i=1

sin(iπx3/L3)·ηi(t), (1)

式中 ηi(t) 是柔性连杆的广义坐标, x3 是柔性连

杆的附体坐标系中关于 X3 方向的坐标. 本文

取二阶模态, 即 n = 2, 柔性连杆的广义坐标变

量 Q = [Q1 Q2]
T = [η1 η2]

T.

图 1 平面三连杆自由浮动刚柔耦合空间机械臂

图 1中连杆的参数mi, Li, Ii (i = 1, 2, 3)分别

为三个连杆的质量、长度和转动惯量；Lb 为本体

端点到其质心的距离. 本文在进行系统的动力学分

析时,做如下假设: 1)各连杆及系统本体的密度分

布均匀；2)假设连杆的长度远大于其截面尺寸,忽

略运动过程中所产生的轴向变形和剪切变形,仅考

虑机械臂连杆的横向弯曲变形,且假设弯曲振动为

小变形；3)忽略末端执行器的大小,假设其归为第

三连杆的末端；4)忽略关节处电机的质量,且不考

虑电机的阻尼.

在惯性坐标系下, 空间机械臂连杆 Li (i =

1, 2, 3)上任意一点坐标分别为

R1(x, y) =

x1 cos(θb + θ1) + Lb cos(θb) + xb

x1 sin(θb + θ1) + Lb sin(θb) + yb

 , (2)

R2(x, y) =

L1 cos(θb + θ1) + x2 cos(θb + θ1 + θ2) + Lb cos(θb) + xb

L1 sin(θb + θ1) + x2 sin(θb + θ1 + θ2) + Lb sin(θb) + yb

 , (3)

R3(x, y) =



L1 cos(θb + θ1) + L2 cos(θb + θ1 + θ2) + x3 cos(θb + θ1 + θ2 + θ3)

+ω(x3, t) sin(θb + θ1 + θ2 + θ3) + Lb cos(θb) + xb

L1 sin(θb + θ1) + L2 sin(θb + θ1 + θ2) + x3 sin(θb + θ1 + θ2 + θ3)

−ω(x3, t) cos(θb + θ1 + θ2 + θ3) + Lb sin(θb) + yb


. (4)
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空间机械臂系统的总动能可以表示为

T = Tb +
3∑

i=1

Ti, (5)

式中 Tb, Ti (i = 1, 2, 3)分别为本体的动能和第 i连

杆运行动能

Tb =
1

2
Ibθ̇

2
b +

1

2
mbẋ

2
b +

1

2
mbẏ

2
b,

Ti =
1

2
Iiθ̇

2
i +

1

2

∫ Li

0

ρiṘ
T
i Ṙidxi.

其中mb, Ib 分别为本体基座的质量和转动惯量, ρi
为第 i连杆的线密度, Ṙi 为第 i连杆上任意一点的

速度.

空间机械臂系统的总势能可以表示为

U = Ub +

3∑
i=1

Ui, (6)

其中 Ub, Ui 分别为本体和第 i连杆的势能.由于空

间环境是一个微重力环境,空间机械臂系统的重力

势能可以忽略,所以系统的势能仅由柔性连杆的弹

性形变产生,即 U = U3. 柔性杆 L3产生的势能为

U3 =
1

2

∫ L3

0

EI

(
∂2ω(x3, t)

∂x2
3

)2

dx3, (7)

式中 EI为弹性模量.

根据 Lagrange函数表达式 L = T − U ,同时考

虑D’Alembert-Lagrange原理,推导出下列 Lagrange

方程:
d

dt

[
δL

δθ̇i

]
− δL

δθi
= τi, (i = 1, 2, 3),

d

dt

[
δL

δη̇i

]
− δL

δηi
= 0, (i = 1, 2),

(8)

式中, τi ∈ R3×1 为第 Ψ = diag(Ψ1, Ψ2, · · · , Ψn)连

杆关节驱动力矩.

平面内三连杆的自由浮动空间刚柔耦合冗余

空间机械臂系统的总动量为

P =mbVb +

3∑
i=1

∫ Li

0

ρiṘidxi, (9)

L =Ibθ̇b + rb ×mbVb

+
3∑

i=1

(Iiθ̇i + ri ×miVi), (10)

式中, P 为空间机械臂系统的线动量, L为其角动

量, mi, Ii (i = 1, 2, 3)分别为 3个连杆的质量和转

动惯量, Vb, Vi 分别是系统的本体质心的速度和各

连杆质心的速度, ρi 为连杆的线密度, Ṙi 为各连杆

上点的速度, rb, ri 分别是系统的惯性坐标系原点

到本体坐标系原点和各连杆质心的位置矢量.

由于空间机械臂系统自由浮动,假设不受外力,

则系统的动量守恒,并假设空间机械臂系统的初始

线动量和角动量为零,则有

A1Ẋb +A2θ̇ +A3Q̇+A4Q = 0, (11)

式中Ai(i = 1, · · · , 4)为推导出的系数矩阵.

末端执行器速度可由本体的速度和关节转角

的速度表示:

Ẋe = JbẊb + Jq θ̇, (12)

式中 Jb, Jq 分别为末端执行器相对于本体和关节

的雅可比矩阵.

由 (1)—(12)式经过推导,可以得到整个动力学

系统方程式:

AeẌe +BeẊe +CeQ̇+DeQ = τ , (13)

Q̈+N1Q̇+N2Q+N3θ̈ +N4θ̇ = 0, (14)

式中 τ = (τ1 τ2 τ3)
T, Ae,Be,Ce,De, Ni(i =

1, 2, 3, 4)是系数矩阵.

3 混沌动力学分析

3.1 基于最小关节力矩优化的混沌动力

学状态方程

本文从自由浮动刚柔耦合冗余度空间机械臂

工作过程中的安全性考虑,以最小关节驱动力矩方

法来求解动力学关节逆解, 以防止关节力矩的过

载 [11]. 根据 (11), (12)与 (13)式, 最小关节力矩优

化的数学描述:

minEn = τTτ, (15)

Subject J1θ̈ + J2θ̇ + J3Q+ J3Q̇+ J4Q̈− Ẍe = 0,

(16)

式中 J1,J2,J3,J3,J4 为推导过程中的系数矩阵.

引入拉格朗日乘子 λ,则上述问题等价于:

minEn′ =τTτ + λT(J1θ̈ + J2θ̇ + J3Q

+ J4Q̇+ J5Q̈− Ẍe). (17)
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根据目标函数分别对状态变量和拉格朗日乘子求

导,可以求出 En′最小:

∂En′/∂θ̈ = 0, ∂En′/∂λ = 0. (18)

经过推导得到:

θ̈ =− J+
B (J2θ̇ + J3Q+ J4Q̇+ J5Q̈− Ẍe)

+ (I − J+
BJ1)

1

2
B−1A, (19)

式中 J+
B = B−1JT

1 [J1B
−1JT

1 ]−1 为加权广义逆矩

阵, I ∈ R3×3为单位矩阵, A,B 为推导过程中的系

数矩阵.

根据 (13)式,选择 τ = Aeu1+f1,其中 PD控制

律: u1 = Ẍe = Ẍd
e +Kv(Ẋ

d
e −Ẋe)+Kp(X

d
e −Xe),

Kp,Kv 分别为位置误差和速度误差的增益矩阵,

Xd
e , Ẋ

d
e , Ẍ

d
e 分别为末端执行器的期望轨迹、期望

速度和期望加速度, f1 = BeẊe + CeQ̇+DeQ.

选取关节角状态向量: Xθ = [XT
1 ,X

T
2 ]

T,

X1 = [θ1, θ2, θ3]
T, X2 = [θ̇1, θ̇2, θ̇3]

T. 则基于

最小关节力矩优化的空间机械臂关节角逆解状态

方程:
Ẋ1 = X2,

Ẋ2=−J+
B (J2X2+J3Q+J4Q̇+J5Q̈)

+(I − J+
BJ1)

1

2
B−1A+ J+

Bu1.

(20)

3.2 混沌运动分析

根据 (20)式,利用混沌数值方法对该空间机械

臂进行分析,机械臂动力学系统的仿真参数如表 1

所示.

末端执行器的期望轨迹是 Xd
e =

[
2.5+

0.5 cos(2πt)(m) 4 + 0.5 sin(2πt)(m) 0(rad)
]T. 选

择 PD控制参数:

Kp =

 100 0

0 100

 , Kv =

 12 0

0 12

 .

利用Matlab仿真,根据四阶龙格 -库塔方法对方程

求解,步长取 0.01,仿真时长设为 50 s.

分析混沌系统对初始值的敏感程度,改变系统

关节角的初值 θc为 θc′ ,其中关节角的坐标初值

θc =
[
π

6

π

3

π

3

]
,

θc′ =
[
π

6
+ 0.0002

π

3
− 0.0001

π

3
− 0.0001

]T
.

对比图 2(a) 和 (b), 当给系统原初始值一个很

小的变化时,系统的时间历程曲线就变得和原来完

全不同,可以看出混沌对初值极为敏感.

表 1 空间机械臂动力学系统仿真参数

转动 柔性连杆弹性

连杆 i 质量/kg 长度/m 惯量/kg·m−2 模量/N·m−2

本体 2000 1.5(半径) 100

连杆 1 2 2 1.2

连杆 2 2 2 1.2

连杆 3 0.5 2 0.2 200

又根据动力学建模仿真得到空间机械臂关节

角的相轨迹如图 3所示.

图 2 机械臂关节角初值变化的时间历程曲线 (a)初值变化前; (b)初值变化后
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图 3 机械臂关节角相图

图 4 机械臂关节角 Poincare映射图

从图 3的相图可以看出,其轨迹在一定的区域

内随机分布, 既不重合, 也不相交, 反复折叠. 而且

根据混沌的定义可知在一定区域内,当相图中的轨

迹随机分布且永不封闭,则说明该系统运动是混沌

运动.

本文以每隔 100个点取一次,即每隔一个周期

取一个 Poincare截面,然后根据系统仿真得到空间

机械臂各连杆关节角的 Poincare 截面图如图 4 所

示.

通过观察图 4 可知 Poincare 映射截点均是一

些成片的密集点,这说明在基于最小关节力矩优化

的自由浮动刚柔耦合冗余度空间机械臂动力学系

统中存在混沌.

采用小数据量法计算出各个关节角的 Lya-

punov 指数分别为: λ1 = 0.0623, λ2 = 0.0605,

λ1 = 0.0640. 该空间机械臂系统的最大 Lyapunov

指数为 λmax = 0.0640 > 0,说明系统是混沌的.

4 机械臂混沌动力学混合控制

4.1 末端轨迹跟踪的鲁棒 PD补偿控制

在末端工作空间, 根据 (13) 式, 选择 τ =

Âeu1 + f̂1, u1 = Ẍd
e +Kv(Ẋ

d
e − Ẋe) +Kp(X

d
e −

Xe) + ∆u,这里 ∆u是为补偿模型不确定性的影响

而待设计鲁棒控制项, f̂1 = B̂eẊe + ĈeQ̇ + D̂eQ,

Âe, B̂e, Ĉe, D̂e分别为Ae,Be,Ce,De的估计值.

通过设计鲁棒 PD补偿控制器,得到:

ë+Kvė+Kpe = ∆u+ φ, (21)

这里 e = Xe − Xd
e , φ = A−1

e ((Âe − Ae)(Ẍ
d
e +

Kv(Ẋ
d
e − Ẋe) +Kp(X

d
e −Xe) + f̂1 − f1).

则机械臂系统的误差动态方程为

Ė = AEE +BE(∆u+ φ), (22)

式中 E =
[
e ė
]T

,

AE =

 02×2 I2×2

−Kp −Kv

 , BE =

 02×2

I2×2

 .

定理 1 对于 (22)式,选取鲁棒补偿控制律:

∆u =


−ρ

BT
EPEE∥∥BT
EPEE

∥∥ , 当 ∥∥ρBT
EPEE

∥∥ > ε,

−ρ
BT

EPEE

ε
, 当

∥∥ρBT
EPEE

∥∥ 6 ε,

(23)

式中 ε为一非零正常数,该机械臂末端轨迹跟踪是

渐近稳定的.
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证明 选取 Lyapunov函数: V = ETPEE,则

V̇ = −ETQEE + 2(BT
EPEE)T(∆u+ φ),

式中假定 PE 为对称正定矩阵, QE 为任意的对

称正定矩阵, 且满足于 AT
EPE + PEAE = −QE ,

0 6 ∥φ∥ 6 ρ, ρ为不确定项 φ范数的上界.

当
∥∥ρBT

EPEE
∥∥ > ε,

V̇ =−ETQEE

+ 2(BT
EPEE)T

(
−ρ

BT
EPEE∥∥BT
EPEE

∥∥ + φ

)
6−ETQEE − 2ρ

∥∥BT
EPEE

∥∥+ 2
∥∥φBT

EPEE
∥∥

6−ETQEE − 2ρ
∥∥BT

EPEE
∥∥

+ 2 ∥φ∥
∥∥BT

EPEE
∥∥

6−ETQEE − 2ρ
∥∥BT

EPEE
∥∥+ 2ρ

∥∥BT
EPEE

∥∥
=−ETQEE < 0;

当
∥∥BT

EPEE
∥∥ 6 ε,

V̇ =−ETQEE

+ 2(BT
EPEE)T

(
−ρ

BT
EPEE

ε
+ φ

)
6−ETQEE − 2

∥∥ρBT
EPEE

∥∥2
ε

+ 2
∥∥φBT

EPEE
∥∥

6−ETQEE + 2
∥∥ρBT

EPEE
∥∥

6−ETQEE + 2ε

=− λmin(QE) ∥E∥2 + 2ε;

式中 λmin(QE) 为 QE 的最小特征值, 当 ∥E∥ >√
2ε

λmin(QE)
, V̇ < 0. 证毕.

4.2 基于延迟反馈控制的混沌运动抑制

在关节空间中,采用延迟反馈控制方法对自由

浮动刚柔耦合冗余度空间机械臂混沌动力学进行

控制,选取机械臂关节角速度为状态反馈变量, 其

延迟反馈控制律 u2为

u2 = K(X2(t)−X2(t− τ)), (24)

式中K 是非负的状态反馈系数, τ 是延迟时间.

则在采用 PD控制的同时,加入延迟反馈控制

后, (20)式变为如下形式:
Ẋ1 = X2,

Ẋ2 = −J+
B (J2X2 + J3Q+ J4Q̇+ J5Q̈)

+(I − J+
BJ1)

1
2B

−1A+ J+
Bu1 + u2.

(25)

4.3 柔性连杆振动控制

在 (14) 式中, 选取模态空间的广义坐标向

量 XQ =
[
X3

T X4
T
]T

, X3 = Q, X4 = Q̇,

u3 = f2 + Fm. f2 = −N3θ̈ − N4θ̇, 其中 Fm 为

引入的模态力控制,则有:Ẋ3 = X4,

Ẋ4 = −N2X3 −N1X4 + u3.
(26)

采用如下线性二次型性能指标函数

J∗ =
1

2

∫ ∞

0

(XQ(t)
TWXQ(t) + u3(t)

TRu3(t))dt,

(27)

式中W 是考虑动能与势能之和对性能指标函数贡

献的加权系数, 为半正定加权对称阵, R为正定加

权对称阵.

通过选择满足状态方程 (26)的最优控制律 u3

u3(t) = −R−1BT
QPXQ(t), (28)

使得 J∗ 取到最小值, 从而达到抑振的目的.

式中 P̄ 是 Riccati 方程式: −P̄AQ − AT
QP̄ +

P̄BQR
−1BT

QP̄ −W = 0的唯一解,其中

AQ =

 02×2 I2×2

−N3 −N4

 , BQ =

 02×2

I2×2

 .

5 仿真研究

延迟时间取为 τ = 1 s, 状态反馈系

数 K = 10, 机械臂末端执行器初值为 Xd
e =[

3 m 4 m 0 rad
]T

, 本 体 坐 标 初 值 为 Xd
b =[

1.5 m 0 m 0 rad
]T

, 柔性连杆最优控制参数选

取 W = 6E4 R = 1.5E2, 其中 E4 ∈ R4×4

E2 ∈ R2×2 为单位阵, 不确定参数 Âe = 0.8Ae,

f̂1 = 0.8f1. 在 10 s之后施加最优控制,仿真结果如

图 5和图 6所示.
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图 5 延迟反馈控制下机械臂关节角相图

图 6 延迟反馈控制下机械臂关节角 Poincare映射图
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图 7 末端轨迹跟踪曲线

图 8 柔性连杆振动控制曲线

通过上述仿真结果, 对比混沌控制前的图 3,

图 4 和混沌控制后的图 5, 图 6, 可以看出在延迟

反馈控制作用下,自由浮动刚柔耦合冗余度空间机

械臂混沌动力学系统由凌乱的混沌运动转化为了

规律的周期运动,并且在鲁棒 PD补偿控制和模态

力最优控制的混合作用下,末端轨迹跟踪和柔性连

杆的弹性振动都得到很好的跟踪与抑制,如图 7和

图 8所示.

6 结 论

以平面内三连杆的自由浮动刚柔耦合冗余度

空间机械臂为研究对象,建立了基于最小关节驱动

力矩优化的自由浮动刚柔耦合冗余度空间机械臂

混沌动力学方程,在实施 PD控制末端执行器重复

跟踪工作空间内的封闭曲线时, 机械臂关节角相图

中的轨迹随机分布且永不封闭则说明该系统运动
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是混沌运动,另外 Poincare映射图是成片的密集点,

而且最大 Lyapunov 大于零, 这些都表明该系统存

在混沌现象.在状态延迟反馈控制、鲁棒 PD补偿

控制和模态力最优控制构成的混合控制作用下,基

于最小关节驱动力矩优化的自由浮动刚柔耦合冗

余度空间机械臂系统中混沌现象和柔性连杆弹性

振动都被很好地抑制,同时在工作空间能够精确跟

踪期望的末端轨迹.
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Control and modeling of chaotic dynamics for a
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based on minimal joint torque’s optimization∗
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Abstract

The dynamic model of a planar free-floating rigid-flexible redundant space manipulator with tree joints is derived by the assumed

mode method, Lagrange principle and momentum conservation. Based on minimal joint torque optimization, the state equations of

chaos motion for the free-floating redundant space manipulator are built. Then chaotic numerical method is used to analyze chaotic

dynamic characteristics of the model. The robust Proportional-Derivative(PD) compensatory control, the delayed feedback control and

the optimal control are designed in work space, joint space and mode space respectively. The composite control can assure the trajectory

tracking, chaotic suppression and vibration control. The experimental results show the effectiveness of the presented methods.
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