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混合自旋XY 系统热纠缠的研究*

王鲁顺 江慧 孔祥木†

(山东省激光偏光与信息技术重点实验室,曲阜师范大学物理系,曲阜 273165 )
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本文研究了两格点、三格点以及四格点混合自旋 (1/2, 1) XY 系统的热纠缠,通过数值计算,探讨了纠缠随温

度和外磁场的变化关系.发现在外磁场不存在或比较弱的情况下,纠缠随着温度的升高单调减小. 对于两格点和四

格点系统,不论是铁磁还是反铁磁情况,纠缠都在同一临界温度下消失,并且这一临界值不受外磁场变化的影响.对

于三格点系统,临界温度也不受外磁场的影响,但是铁磁情况下系统的临界温度高于反铁磁情况. 在温度极低的环

境中,纠缠在一定的磁场范围内形成稳定的平台,但是当磁场强度超过某一临界值时,纠缠完全消失.本文还对混合

自旋和单一自旋系统的热纠缠进行了对比分析,发现在混合自旋系统中存在多层次的能级交错现象.
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1 引 言

量子纠缠是量子力学中的重要概念,是两个或

多个量子系统之间非局域的关联. 早在 1935 年,

Einstein, Podlsky和 Rosen就提出了纠缠态 (后被称

之为 EPR 态) 的概念 [1], 但由于实验条件等因素

的限制,对于纠缠的研究很长时间只停留在哲学层

面,直到 1964年 Bell不等式的提出 [2],才为实验验

证纠缠的非定域性奠定了基础. 1982年, Aspect通

过实验对 Bell 不等式进行了检验 [3], 实验结果违

背 Bell 不等式, 从而证实了纠缠非定域性的存在.

近年来, 随着相关实验技术的发展, 以及量子纠缠

在量子通信、量子密钥和量子计算等方面的潜在

应用,量子纠缠再次引起了人们的关注 [4−6]. 而作

为纠缠实现的主要媒介—–自旋系统,由于其丰富

的纠缠特性, 更是在理论上得到了广泛的研究, 其

中探讨较多的有 Heisenberg自旋系统 [7−13]和 XY

自旋系统 [14−18]. 发现对于 XY 铁磁和反铁磁自旋

系统,纠缠都可以存在.

以往对于纠缠的研究大部分集中在自旋为 1/2

的系统,而对混合自旋系统的纠缠研究较少. 一个

实际的量子自旋系统,可能在一定程度上混合其他

自旋构型, 而且处于外界环境中的自旋系统, 相应

的热纠缠容易受到温度、磁场或系统各向异性等

因素的影响,从而在一定程度上破坏量子信息传输

的保真度. 但是对于混合自旋系统, 处于热平衡态

时的纠缠有较强的稳定性, 在一定的情况下, 能够

较好的抵抗温度或者磁场的变化. 因此, 研究混合

自旋系统的热纠缠性质对于量子通信等方面具有

重要的实际意义.本文利用 Negativity这一纠缠度

量方法研究混合自旋 (1/2, 1) XY 系统的热纠缠,

探讨纠缠随温度和磁场的变化规律.

2 两格点混合自旋 (1/2, 1)XY 系统的

纠缠

在本文中我们研究两格点、三格点以及四格

点的混合自旋 (1/2, 1) XY 系统的纠缠性质. 三种

情况下系统的结构如图 1所示.
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图 1 两格点、三格点和四格点混合自旋 (1/2, 1) XY 系统 si 和 Si 分别为格点 i上取值为 1/2和 1的自旋

首先研究图 1(a)所示两格点系统的纠缠. 在外

场作用下,该系统的哈密顿量为

H2 = −J(sx1Sx
2 + sy1S

y
2 )−B(sz1 + Sz

2 ), (1)

其中 sα1 和 Sα
2 , (α = x, y, z) 分别代表自旋为 1/2

和 1 的算符在 x, y, z 方向上的分量. J 是最近

邻格点间的耦合常数, J > 0 和 J < 0 分别对

应铁磁 (FM) 和反铁磁 (AFM) 的情况. B 代表外

磁场. 当该系统处于热平衡态时, 可以用密度矩

阵 ρ(T ) = exp(−βHt)/Z来描述. 其中 β = 1/kBT ,

kB 是玻尔兹曼常数, T 是温度, Z = Tr exp[−βH]

为系统的配分函数. 由此可以得到该系统的配分函

数和密度矩阵

Z2 =4 cosh

(√
2K

2

)
cosh

(
KB0

2

)
+ 2 cosh

(
3KB0

2

)
, (2)

ρ2 =



a1 0 0 0 0 0

0 a2 0 b1 0 0

0 0 a3 0 b2 0

0 b1 0 a4 0 0

0 0 b2 0 a5 0

0 0 0 0 0 a6


, (3)

其中

a1 = exp(−3B0/2)/Z2,

a2 = a4 = exp(B0/2) cosh(
√
2K/2)/Z2,

a3 = a5 = exp(−B0/2) cosh(
√
2K/2)/Z2,

a6 = exp(3B0/2)/Z2,

b1 = exp(B0/2) sinh(
√
2K/2)/Z2,

b2 = exp(−B0/2) sinh(
√
2K/2)/Z2,

K = βJ = J/kBT , B0 = B/J 是约化磁场.

利用部分转置方法定义 Negativity[19,20]

N(ρ) = |ui|, (4)

这里 ui 是转置密度矩阵 ρT1 的负本征值 T1 是指

对系统第一部分的转置.根据上述 Negativity的定

义,就可以得出系统两自旋间的纠缠

N12 =
1

2
max

[
0,
√
(a1 − a5)2 + 4b21 − (a1 + a5)

]
+

1

2
max

[
0,
√
(a2 − a6)2 + 4b22

− (a2 + a6)
]
. (5)

通过对 (5)式的分析,我们发现 N12 是磁场 B

和耦合参量 J 的偶函数,在B → −B或者 J → −J
的变换下, N12 的值不发生改变. 图 2(a) 给出了不

同外磁场情况下, N12 随温度变化的数值结果. 从

图中可以看出, 当外磁场不存在或者磁场较小时,

纠缠随温度的升高单调减小,当温度超过某一个临

界值时, 纠缠完全消失.当约化磁场 B0 = 0.75时,

纠缠先随温度的升高增加到一个极大值,然后逐渐

减小到零. 在不同的外磁场情况下, 虽然纠缠的变

化不同, 但是临界温度却相同, 这一现象说明两格

点混合自旋 (1/2, 1) XY 系统的临界温度不受外磁

场的影响.

为了探讨纠缠随外磁场的变化规律,我们对系

统的本征值和本征矢进行了计算. 将系统哈密顿

量 H2表示成矩阵形式并作对角化处理,可以得到

E1 = −3

2
B, ψ1 =

∣∣∣∣12 , 1
⟩
, (6)

E2 =
3

2
B, ψ2 =

∣∣∣∣− 1

2
,−1

⟩
, (7)

E3 = −1

2
(B +

√
2J),

ψ3 =
1√
2

(∣∣∣∣12 , 0
⟩
+

∣∣∣∣− 1

2
, 1

⟩)
, (8)

E4 =
1

2
(B −

√
2J),
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ψ4 =
1√
2

(∣∣∣∣12 ,−1

⟩
+

∣∣∣∣− 1

2
, 0

⟩)
, (9)

E5 =
1

2
(−B +

√
2J),

ψ5 =
1√
2

(
−
∣∣∣∣12 , 0

⟩
+

∣∣∣∣− 1

2
, 1

⟩)
, (10)

E6 =
1

2
(B +

√
2J),

ψ6 =
1√
2

(
−
∣∣∣∣12 ,−1

⟩
+

∣∣∣∣− 1

2
, 0

⟩)
. (11)

通过比较 H2 的本征值 (6)—(11)式可以发现,

在铁磁情况下,当 B = 0时,系统能量 E3 = E4 =

−
√
2J/2是最小值,此时基态 ψ3 和 ψ4 是二重简并

的. 当 B ̸= 0时,简并被破坏, E3 = −(B +
√
2J)/2

为最小值, ψ3 是基态. 随着磁场的进一步增大,

当 B >
√
2J/2 时, E1 是最小值, ψ1 为基态. 由于

在 0 < B <
√
2J/2 的区域内, 基态一直是 ψ3, 因

此在这一区域内 N12 的值不变.在 B =
√
2J/2处,

N12 出现了从非零值到零的跃变,我们称这一磁场

为临界磁场. 当 B >
√
2J/2时,由于基态 ψ1 是一

个非纠缠态, 所以系统的纠缠为零. 对于反铁磁情

况, 纠缠的变化与铁磁情况类似, 而且临界磁场也

相同.图 2 (b)给出了不同温度下 N12 随磁场的变

化,能够看出在 kBT/J = 0.01的情况下,纠缠随磁

场的变化与我们的分析是非常符合的.

图 2 两格点混合自旋 (1/2, 1) XY 系统的纠缠 (a)在约化磁场 B0 取不同数值时对应的纠缠随温度的变化,铁磁和反铁磁

情况下的结果相同; (b)在约化温度 kBT/|J |取不同数值时对应的纠缠随磁场的变化

3 三格点和四格点情况

采用与上节类似的方法,我们继续研究图 1(b)

所示三格点混合自旋 (1/2, 1) XY 系统的纠缠. 在

外场作用下,系统的哈密顿量为

H3 =− J(s1 · S2 + S2 · s3 + s3 · s1)

−B(sz1 + Sz
2 + sz3). (12)

其中 sα1 , Sα
2 和 sα3 , (α = x, y, z) 分别代表自旋

为 1/2 1 和 1/2 的算符在 x, y, z 方向上的分量.

在该系统中存在着两种形式的纠缠, 即自旋为 1/2

和 1的格点间纠缠 N1−2 以及两个自旋都为 1/2的

格点间纠缠N1−3消约掉格点 3,可得到约化密度矩

阵 ρ1−2,它与 (3)式在形式上相同.根据 Negativity

的定义,就能够求出 N1−2.

通过数值求解, 可以得到不同外磁场情况

下 N1−2 随温度的变化关系 (图 3(a)). 我们发

现 N1−2 在铁磁和反铁磁情况下都存在, 并且随

着温度的升高单调减小,但是在铁磁情况下相应的

临界温度高于反铁磁情况.

为了得到两个自旋都为 1/2 的格点间纠

缠 N1−3, 需要消约掉格点 2, 即 ρ1−3 = TrS2
ρ3,

它的矩阵形式可表示为

ρ1−3 =


A1 0 0 0

0 A2 D1 0

0 D1 A3 0

0 0 0 A4

 , (13)

其中 Ai (i = 1, 2, 3, 4)和 D1 都是K 和 B0 的函数.

由此可以求得

N1−3 =max

[
0,

1

2

(√
(A1 −A4)2 + 4D2

1

− (A1 +A4)
)]
. (14)

通过对 (14)式进行数值求解,发现在铁磁情况

下,自旋都为 1/2的两格点间存在纠缠但是数值较
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小 (图 3(b)). 而对于反铁磁情况,在任意温度下,不

管是否存在磁场, N1−3 都几乎为零. 这是因为三个

格点组成一个三角形,在反铁磁情况下会有一定的

阻挫发生,从而导致 N1−3趋近于零.

图 3 三格点混合自旋 (1/2, 1) XY 系统的热纠缠 (FM表示铁磁情况 AFM表示反铁磁情况) (a)自旋为 1/2和自旋为 1的两

格点间纠缠N1−2 在约化磁场 B0 取不同数值时随温度的变化; (b)自旋都为 1/2的两格点间纠缠N1−3 在约化磁场 B0 取不同

数值时随温度的变化

外磁场对该系统的纠缠也有一定的影响.

图 4给出了当约化温度 kBT/|J | = 0.001时 N1−2

和 N1−3 在铁磁和反铁磁这两种情况下随外磁

场的变化. 从图中可以看出, 在铁磁情况下, 随

着磁场的增大, 纠缠在 B0 = (
√
33 −

√
17)/4

和 B0 = (
√
17 + 1)/4 处发生突变, 并在 0 <

B0 < (
√
33 −

√
17)/4 和 (

√
33 −

√
17/4 < B0 <

(
√
17 + 1)/4这两个区域形成稳定的平台. 而对于

反铁磁情况, 纠缠则在 0 < B0 < (
√
33 −

√
17)/4

和 (
√
33 −

√
17)/4 < B0 < (

√
17 − 1)/4这两个区

域形成平台. 我们还注意到, 无论是在铁磁还是

在反铁磁情况下, N1−2 和 N1−3 都具有相同的临

界磁场, 并且存在着一定的反相关, 即 N1−2 减小

时 N1−3随之增大.

我们继续对图 1(c) 所示四格点混合自

旋 (1/2, 1) XY 系统的纠缠进行研究. 在外场作

用下,此系统的哈密顿量为

H4 =− J(s1 · S2 + S
¯2

· s3 + s3 · S4 + S4 · s1)

−B(sz1 + Sz
2 + sz3 + Sz

4 ). (15)

其中 sα1 , Sα
2 , sα3 , Sα

4 , (α = x, y, z) 分别代表自旋

为 1/2, 1, 1/2 和 1 的算符在 x, y, z 方向上的分

量. 此系统存在着三种形式的纠缠即自旋为 1/2

和 1的格点间纠缠 N1↔2, 两个自旋都为 1/2的格

点间纠缠 N1↔3 以及两个自旋都为 1 的格点间纠

缠 N2↔4.

图 4 kBT/|J | = 0.001时,三格点混合自旋 (1/2, 1) XY

系统自旋间的纠缠N1−2 和N1−3 随磁场的变化

消约掉系统中格点 3 和格点 4, 可得到密度

矩阵 ρ1↔2, 即 ρ1↔2 = Trs3S4ρ4, 它和 (3) 式的形

式相同. 消约掉系统中格点 2 和格点 4, 可得到密

度矩阵 ρ1↔3, 即 ρ1↔3 = TrS2S4
ρ4, 它与 (13) 式的

形式相同. 消约掉系统中格点 1 和格点 3, 可得到

密度矩阵 ρ2↔4, 即 ρ2↔4 = Trs1s3ρ4, 进行部分转

置后得到 ρT1
2↔4, 然后再根据 Negativity 定义就能

够求出 N2↔4. 通过数值求解, 我们发现四格点混

合自旋 (1/2, 1) XY 系统的纠缠随温度的变化性

质与两格点混合自旋 (1/2, 1) XY 系统类似. 图 5

给出了 kBT/|J | = 0.001 时, 该系统各自旋间的
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纠缠随磁场的变化. 从图中可以看出纠缠在 0 <

B0 < (
√
6 −

√
5), (

√
6 −

√
5) < B0 < (

√
5 −

√
2)

和 (
√
5 −

√
2) < B0 <

√
2这三个区域形成稳定的

平台,并且三种不同形式的纠缠具有相同的临界磁

场. 与前面计算的三格点混合自旋 (1/2, 1) XY 系

统相应的结果作比较,发现随着系统格点数目的增

加,自旋间的纠缠是减小的.

图 5 kBT/|J | = 0.001时,四格点混合自旋 (1/2, 1) XY

系统的纠缠随磁场的变化

4 结 论

我们研究了混合自旋 (1/2, 1) XY 系统在外场

作用下的热纠缠,发现在磁场不存在或者比较弱的

情况下,随着温度的升高,纠缠单调减小,当超过某

一临界温度时, 纠缠完全消失. 对于两格点和四格

点的混合自旋 (1/2, 1) XY 系统,临界温度在铁磁

和反铁磁情况下是相等的,并且这一临界温度不受

外磁场的影响. 而对于三格点的情况, 由于对称性

质的不同,纠缠的变化以及相应的临界温度在铁磁

和反铁磁情况下不再相等. 在零温情况下, 系统的

基态纠缠在一定磁场范围内形成稳定的平台,但是

当磁场强度大于某一临界值时,纠缠出现从非零值

到零的跃变. 在同样的条件下, 混合自旋耦合系统

的热纠缠受温度的影响较小,纠缠消失时的临界温

度高于单一自旋系统,并且临界温度近似的与混合

自旋成比例; 尤其是多体混合自旋系统,在外磁场

作用下存在能级交错,从而导致多层次的 “纠缠平

台”现象,这为通过调节磁场来控制纠缠的大小提

供了一定的理论依据.
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Abstract

In this article, we investigate thermal entanglements of the two-site, three-site and four-site mixed spin (1/2, 1)XY systems. The

entanglement versus temperature and external magnetic field is discussed. It is found that the entanglements decrease monotonically

as temperature increases in the presence and absence of a weak external magnetic field. For the two-site and four-site XY systems,

thermal entanglements disappear at the same temperature which is called critical temperature no matter in the ferromagnetic case or

antiferromagnetic. It also shows that the critical temperature is independent of external magnetic field. For the three-site system, the

corresponding critical temperature is also irrelevant to external magnetic field, while the critical temperature for the ferromagnetic

case is higher than that for the antiferromagnetic case. The entanglement of XY systems can develop a few stable platform in an

environment of low temperature, but the entanglement vanishes when external magnetic field exceeds some critical value. In this

article, we also analyze the difference in thermal entanglement between mixed-spin system and single-spin system, and find that there

exists multi-level level crossing in the mixed-spin system.
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