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关于多比特电路量子动力学系统中光子自由度

的消除方案研究*

孟建宇† 王培月 冯伟 杨国建 李新奇

(北京师范大学物理系,北京 100875 )

( 2012年 4月 17日收到; 2012年 7月 8日收到修改稿 )

基于超导传输线和超导量子比特相互耦合的电路量子电动力学 (quantum electrodynamics, QED)系统,是研究

固态量子信息和量子测量与控制的理想实验平台. 本文在已有工作 (单比特电路 QED)基础上,进一步研究多比特

电路 QED系统.具体通过对两比特系统的量子测量和量子控制动力学的模拟,检验了 “绝热消除”和 “极化子变换”

两种消除微腔光子自由度方法的适用条件.和单比特情况不同,我们特别检验了两比特系统 Bell纠缠态的 “确定性”

制备问题.在量子路径水平上模拟发现,由于反馈操作引起量子比特状态翻转,使得极化子变换方法失效,它所导出

的 “有效测量算符” (其中含有非平庸的 “宇称项”)此时也将变得没有意义.
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1 引 言

电路量子电动力学 (circuit quantum electrody-
namics, QED) 系统 [1,2], 如图 1 所示, 可以看成是
基于原子的光学微腔 QED 系统的固态对应物 [3].
其中,基于超导 Josephson结的量子比特 (qubit)对
应人工原子, 与之耦合的 (一维) 超导传输线对应
光学微腔. 这个固态系统,由于具备良好的量子相
干性和器件可集成性,近年来引起了人们的高度关
注, 例如,观察到了微波光子的 “类-粒子”特性 [4];
实现了单光子态 [5] 和 Fock 态 [6] 的产生; 观察到
了 Berry相 [7]; 实现了人工单原子激光 [8]; 研究了
量子测量和退相干之间的基本量子极限问题 [9,10];
实现了微波光子诱导的双量子比特之间的有效耦

合和基本量子逻辑门操作 [11]等等.

另一方面,该复合系统特别适合量子测量和量
子控制方面的研究 [12−14]. 为了实现有效的量子测
量, 这个系统需要较强的微波驱动, 从而在整个测

量过程中, 微腔中存在较大数目的光子数, 这将引
起状态空间维数过大带来的数值模拟方面的困难.
为了避免这个困难,人们往往采取 “消除”光子自由
度的办法,建立一个只保留量子比特自由度的有效
描述方案. 消除光子自由度的办法有两种, 一种是
比较传统的 “绝热消除”方案 [15],另一种则是新近
发展的 “极化子变换”消除方法 [16,17]. 本文将在我
们的已有工作 (单比特 QED系统)基础上,通过对
两比特量子测量和量子控制动力学做数值模拟,检
验 “绝热消除”和 “极化子变换”两种消除方案的适
用条件. 和单比特情况不同, 我们将特别检验两比
特系统 Bell 纠缠态的 “确定性” 制备问题, 并在量
子路径水平上模拟由于反馈操作引起量子比特状

态翻转所带来的影响,包括检验极化子变换方法所
导出的 “有效测量算符”的适用性问题.

2 系统与模型

不失一般性,我们考虑如图 1所示的两比特电
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路 QED系统,其中的超导量子比特 (qubit)为人工
两能级原子, 超导传输线构成谐振腔和提供量子
测量. 该系统可用如下的 Jaynes-Cummings (JC)模
型描述 [18,19]:

H =ωra
†a+

2∑
j=1

1

2
ωqjσ

j
z

+
2∑

j=1

gj(σ
−
j a

† + σ+
j a) + ε(a+ a†), (1)

以上哈密顿量中的 a†(a)是交流电压量子化后的量

子 (光子)产生 (湮没)算符, ωr和 ωqj 分别是微波腔

光子频率和第 j 个 qubit的跃迁频率.方程 (1)中的
第一项和第二项分别为谐振腔和 qubit的哈密顿量.
其中第三项描述光子与 qubit之间的相互作用 (JC
模型), gj 为第 j 个 qubit 与微腔的相互作用强度,
σ+
j (σ

−
j )是 qubit的状态升 (降)算符.最后一项描述

微波驱动,其中 ε = ϵm e−iωmt + ϵ∗m e iωmt, ϵm 为驱
动强度, ωm 是驱动微波的频率 (它通常与谐振腔频
率相近).

图 1 含有两个超导量子比特 (人工原子)电路 QED系统示
意图,其中的微腔是一个受微波驱动的超导传输线谐振腔

在所谓色散区, 即 |∆j | = |ωqj − ωr| ≫ |gj |,
可以对 JC哈密顿量做正则变换: Heff = U†HU ,其

中 U = exp
[ 2∑
j=1

λj(a
†σ−

j −aσ+
j )],式中 λj = gj/∆j

为小量. 忽略 gj 的二阶以上小量, 并变换到
以 ωm 频率旋转的相互作用表象, 系统的有效哈
密顿量为 [1]

Heff =∆ra
†a+
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† + ϵ∗ma) +Hq, (2)
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1 ).这里,

我们还引进了记号 ∆r = ωr − ωm, ω̃j = ωqj + χj ,
以及 χj = g2j /∆j . 可以看出,方程 (1)中的相互作
用项 gj(σ

−
j a

† + σ+
j a)在变换后变为 χja

†aσz
j . 这表

明在色散区, qubit与谐振腔光场的相互作用会导致

光场产生依赖于 qubit 状态的频率移动. 这个频率
移动, 会引起透射微波的强度变化或位相移动, 据
此则可判断 qubit的状态. 这也正是该电路 QED系
统的色散测量原理.
在量子测量过程中,微腔光子的随机泄漏将引

起测量过程对量子比特的反作用 (backaction),即测
量过程不可避免的退相干效应. 再考虑到 qubit 本
身受其它环境的影响,整个系统的状态演化可由下
面的量子主方程描述:

ρ̇ =− i[Heff , ρ] + κD[a]ρ

+

2∑
j=1

γ1,jD[σ−
j ]ρ+

2∑
j=1

γϕj
2

D[σz
j ]ρ, (3)

其中的 Lindblad 超算符定义为 D[a]ϱ = aϱa† −
1/2{a†a, ϱ}. 上式中的第二项描述光子从谐振腔
的随机泄漏, κ 为泄漏速率; 第三项和第四项描
述 qubit受其他环境影响的退相干, γ1,j 和 γϕj 分别

为弛豫 (relaxation)和退相 (dephasing)速率.

3 光子自由度的消除方案

3.1 绝热消除方法

当光子从谐振腔漏出速率 κ 较大时, 通常采
用以下的 “绝热消除” 方案. 包括两个主要步骤:
1) 首先对主方程 (3) 做光场位移变换 ρD(t) =

D†[α0]ϱ(t)D[α0], 其中 D[α] = exp(αa† − α∗a) 为

位移算符, 光场位移量 α0 = −iϵm/(i∆r + κ/2)

为微腔在不含 qubit 情况下, 受驱动后形成的稳
态相干态参数 (即稳态为相干态 |α0⟩). 2) 经过
上面的位移变换后, 光子数变得很少, 在这种情
况下, 可以合理地假设密度矩阵元 ρmn(m,n 为

光子数) 将随着 m,n 的增加迅速减小. 于是可
以将密度矩阵按光子数 Fock态做如下展开: ρD ≃
ρ00|0⟩⟨0|+ρ11|1⟩⟨1|+[(ρ10|1⟩⟨0|+ρ20|2⟩⟨0|)+H.c.].
进一步,对光子自由度求迹,定义只含 qubit自由度
的约化密度矩阵 ρ = ρ00 + ρ11,可得如下关于 ρ的

有效主方程 [17]:

ρ̇ =Lρ+ Γd

2
D
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]
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]
, (4)

该方程中的刘维超算符定义为 Lρ = −i[Hq, ρ] −
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iχ|α0|2
∑
j

[δjσ
z
j , ρ]+
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j

γ1jD[σ−
j ]ρ+

∑
j

γϕj
2

D[σz
j ]ρ.

约化色散位移 δj = χj/χ̄ (j = 1, 2), 其中 χ̄ =

(χ1 + χ2)/2. Γd = 2κ|α0|2χ2/(∆2
r + κ2/4)为测量

引起的退相干速率; K = −2∆r|α|2χ2/(i∆r + κ/2)

为微腔光子诱导的 qubit之间的有效耦合强度.
在色散测量中, 通常用 homodyne方案测量微

腔中的光子状态 (从而推测 qubit 的状态), 相应的
输出电流为 [20]: J(t) =

√
κ⟨a e−iϕ+a† e iϕ⟩t+ξ(t),

其中 ϕ为本地参考光 (Local Oscillator)与谐振腔中
漏出光子的相对位相, ⟨· · · ⟩t 定义为对微腔光子态
的平均. 由于这里表达的是单次测量实现 (单条量
子路径)的结果,所以其中的 “微腔光子态”是依赖
测量结果的条件量子态 (它们的系踪平均是上面
的 “非条件量子态”). 式中 ξ(t)是高斯白噪声,源于
单次测量中量子态的随机塌缩 (collapse),它的平均
值 E[ξ(t)] = 0, 关联函数 E[ξ(t)ξ(t′)] = δ(t − t′) .
利用上面的方法, 消除光子自由度, 测量电流可重
新表达为 [17]

J(t) = −
√

Γci

2∑
j=1

⟨δjσz
j ⟩t + ξ(t), (5)

其 中 Γci = 4κχ2X2/(∆2
r + κ2/4), X =

Re[α∗
0 e

i(ϕ−θ)], θ = arctan(κ/2∆r) . Γci 表示量子

测量的信息获取速率.

3.2 极化子变换消除方法

在上面的绝热消除方案中, 光场位移变换
的 “位移量” 不依赖 qubit 状态. 极化子变换的
基本思想是让 “位移量” 依赖 qubit 状态. 具体方
法为, 对主方程 (3) 做位移变换, ρP = P †ϱP , 其
中 P (t) = ΣxΠxD[αx(t)]. 这里,x ∈ {ee, eg, ge, gg},
Πx = |x⟩⟨x|, 位移算符 D[α] 与前面相同, 定
义为 D(αx) = exp(αxa

† − α∗
xa). 位移量 αx 依

赖 qubit 状态, 与 qubit 状态投影算符 Πx = |x⟩⟨x|
相关联. 位移量 αx(t) 满足方程: α̇x = −i(ωr +

χx)αx − iϵm e−iωmt − καx/2. 其中 χee = χ1 + χ2,
χeg = χ1 − χ2 χge = −χ1 + χ2, χgg = −χ1 − χ2.
通过以上位移变换并消除光子自由度后, 得到只
含 qubit自由度的有效主方程为 [21]

ρ̇ =− i

[ 2∑
j=1

ω̃j

2
σz
j , ρ

]
+

2∑
j=1

γ1,jD[σ−
j ]ρ

+

2∑
j=1

γϕj
2

D[σz
j ]ρ

+
∑
xy

(Γ xy
d − iAxy

c )ΠxρΠy. (6)

上式中 Γ xy
d = (χx − χy)Im[αxα

∗
y], A

xy
c = (χx −

χy)Re[αxα
∗
y]. 前者是测量 backaction引起的退相干

速率,后者则是 backaction引起的量子比特能级的
移动 (即 ac-Stark效应).
相应地, 利用以上的极化子变换消除方法,

可以导出如下的 homodyne 电流表达式 J(t) =

Tr[cϕρJ(t)] + ξ(t),其中的有效测量算符 cϕ为
[21]

cϕ =
√
Γ10(ϕ)σ

z
1 +

√
Γ01(ϕ)σ

z
2

+
√

Γ11(ϕ)σ
z
1σ

z
2 . (7)

在这个结果中, Γij(ϕ) = κ|βij |2 cos2(ϕ − θij), 其
中 βij 和 θij 为组合相干态参数 βij 的模和幅角;
βij = (αee+(−1)jαeg+(−1)iαge+(−1)i+jαgg)/2.
(7) 式是极化子变换导出的一个重要结果, 其中第
三项称为 “宇称”测量项,因为通过调节 homodyne
测量中参考光的位相,可以使前两项为零而只留下
最后一项,从而实现 qubit联合状态的宇称测量. 但
是,后面的数值模拟将显示,这个结果只有在 qubit
状态无翻转下才真正成立.

图 2 Qubit (约化) 密度矩阵非对角元的对比图 (初态制
备为 1/

√
2(|e⟩ + |g⟩)1 ⊗ 1/

√
2(|e⟩ + |g⟩)2. QND 测量

将引起以下基矢态之间的退相干: |1⟩ = |ee⟩, |2(3)⟩ =

1/
√
2(|eg⟩ ± |ge⟩), |4⟩ = |gg⟩. ρ12 定义为 ρ12 ≡ ⟨1|ρ|2⟩.

图中实线对应含光子自由度的主方程演化结果,虚线和点
虚线分别表示极化子变换和绝热消除光子自由度后的有效

主方程的结果.无量纲化后 (以下各图也如此),系统参数取
为∆r = 0, χ1 = 0.1, χ2 = 0.1, ϵm = 2.0, κ = 1.0

4 两比特联合测量动力学模拟

在本文所考虑的测量过程中, qubit 状态无翻
转,这实际上是一种比较简单的量子非破坏 (quan-
tum nondemolition, QND)测量模式. 下面我们通过
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数值模拟计算,比较绝热消除和极化子变换两种方
法与基于方程 (3)的数值计算结果的差异.

通过对每个量子比特做幺正旋转操作, 可以
假定制备出两比特系统初态为 1/

√
2(|e⟩ + |g⟩)1 ⊗

1/
√
2(|e⟩ + |g⟩)2. 由于在 QND 测量情况下, qubit

初态中各叠加分量的占据概率不变 (qubit 状态无
翻转), 测量只引起有效测量算符的本征态之间的
退相干,所以我们只需分析比较两比特系统的约化
密度矩阵的非对角元. 图 2 分别给出了含微腔光
子自由度的主方程的数值演化结果,常规的绝热消
除方法结果,以及基于极化子变换的光子自由度消
除方案的结果 (在包含微腔光子自由度的数值模
拟计算中, 由于描述微腔光子自由度的基矢数量
原则上为无穷, 我们采取 “数值自洽收敛” 的办法
进行截断, 截断保留的基矢数量依赖系统参数, 即
驱动强度和微腔泄漏速率).首先我们看到,在所用
的参数条件下,绝热消除方法得到的结果与含微腔
光子自由度的主方程的数值结果偏离很大.其根本
原因在于, 在通常的绝热消除方案中, 当我们对微
腔光场做位移变换时,没有考虑 qubit的影响,即无
论 qubit处于 |ee⟩, |eg⟩或 |gg⟩态,位移变换中的位
移量始终是 α0 = − iϵm

i∆r+κ/2 . 这将导致位移变换后,
光场并不十分接近真空态 |0⟩. 于是,之后按光子数
的 “小量”展开近似程度不好,导致了图 2所示的较
大偏差.

上面的参数条件显示出绝热消除方法的较大

误差, 但在某些适当的条件下, 这个方法还是十分
有效的. 例如当 qubit 与光场的耦合较弱, 由 qubit
不同状态导致的光子频率移动 (χj)很小,即光场受
到 qubit的影响很小, 这时微腔光场的状态与相干
态 α0 相差很小. 此时,我们可以近似地忽略光子的
频率移动,假设微腔光场始终处于相干态 |α0⟩. 按
照绝热消除方法, 忽略光场的动力学演化, 始终让
位移变换中的光场位移量为常量 α0, 于是位移变
换后,新的光场状态总是近似地处于真空态 |0⟩,因
此绝热消除与含光子自由度的主方程 (3) 的数值
模拟结果可以很好地符合. 另外, 当微腔光子漏出
速率很快 (κ 很大) 时, 腔内平均光子数较少, 光场
随 qubit变化的含时动力学不明显. 此时,经过位移
量为 α0 的位移变换后, 光场也在真空态 |0⟩ 附近,
因而也可得到很好的结果.

但是,当 χj 较大和 κ较小时,微腔光场的含时
动力学明显, 光场的频率移动不能忽略, 实际光场
与相干态 |α0⟩差别较大,经过位移量为 α0 的位移

变换后, 实际光场其实并没有被位移到真空态 |0⟩,
所以在把密度矩阵按照光子数小量展开后存在较

大误差,导致绝热消除与系统的真实演化存在较大
差别. 对于这种情况, 极化子变换方法很好地克服
了其中的缺点, 因为极化子变换不仅考虑了 qubit
在不同状态下位移变换中选取的位移量不同,而且
位移量还实时地随时间变化,符合光场的实际演化,
所以可以保证每一时刻光场相干态都被位移到真

空态 |0⟩,因而可以得到很好的结果.

因此, 我们可以得到结论: 对于 qubit 无翻转
的 QND测量, 利用极化子变换可以严格消除光子
自由度,得到严格的 qubit约化动力学方程 (6). 特
别重要的是,由此获得的测量 backaction引起的退
相干速率 Γ xy

d = (χx − χy)Im[αx(t)α
∗
y(t)] 依赖时

间, 有典型的非马尔科夫特性. 而通常的绝热消除
方案, 即使在 QND 测量下也不准确, 由它所导出
的 qubit约化动力学方程与 qubit的实际测量动力
学有明显偏差. 只有在微腔光子泄漏速率 κ 较大

或 qubit与微腔耦合较弱的情况下, 微腔中光场动
力学才无明显 “结构”, 此时用 “常数位移量” 变换
可以较好地消除光子自由度,得到较准确的结果.

为了印证极化子变换中的 “含时位移变换”处
理, 图 3 通过 Q 函数方式描绘了微腔光场在两比

特系统的测量过程中随时间的演变. Q函数的定义
为 Q(α) = ⟨α|ρ̄|α⟩/π,其中 ρ̄为 (约化)光场密度矩
阵, ρ̄ = Trqubit[ρ]. Q(α)的含义是光场密度矩阵在

相干态表象下的准概率分布.图 3演示了在两比特
状态测量过程中,微腔光场由初始 (纯)相干态而逐
渐演变形成由 3个纯相干态组成的完全混合态的
过程. 具体为,图 3(a)给出了初始相干态的 Q函数

等高线图; (b)和 (c)分别为 t = 2κ−1 和 2.8κ−1 的

光场分布函数; (d) 为稳态光场, 它对应着由 |αee⟩,
|αgg⟩和 |αeg⟩组成的完全统计混合态.

5 量子反馈控制下 Bell 态的确定
性制备

以上我们数值模拟检验了在量子测量过程中,
qubit 的约化动力学和微腔光场动力学. 所谓约化
动力学, 是指做了量子路径的系综平均, 并且平均
了关联系统中的一部分子系统自由度后的结果.以
下, 我们进一步模拟检验两种消除方法在量子测
量的单次实现中 (即在量子路径水平上)的适用情
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况,将具体考虑两比特 Bell态在量子反馈控制作用
下的确定性制备和抗环境干扰,比较两种消除方法

与含微腔光子自由度的量子主方程数值模拟结果

的差异.

图 3 微腔光场密度矩阵的 Q函数 (等高线)演化图. 光场初态设为未受 qubit影响的微腔稳态 (即相干态 |α0⟩). 在测量过程
中,受 qubit影响,光场逐渐演变为由三个新的相干态组成的统计混合态. 图中显示了几个不同时刻的光场状态 (a) t = 0; (b)
t = 2κ−1; (c) t = 2.8κ−1; (d)稳态. 系统参数设为∆r = 0, χ1 = 0.1, χ2 = 0.1, ϵm = 3, κ = 1, γ1 = 0, γϕ = 0

对于两比特系统,有 4个 Bell纠缠态: |Ψ±⟩ =
1/
√
2(|ee⟩ ± |gg⟩), |Φ±⟩ = 1/

√
2(|eg⟩ ± |ge⟩). 如

果两比特系统的初态制备为 1/
√
2(|e⟩ + |g⟩)1 ⊗

1/
√
2(|e⟩ + |g⟩)2 = 1/2(|ee⟩ ± |gg⟩) +

√
2/2|Φ+⟩,

通过量子测量引起的波函数塌缩效应, 有可能概
率性地制备出 Bell 纠缠态 (例如 |Φ+⟩). 这种制备
方案是随机成功的, 因为有可能失败 (此时波函数
塌缩到其他 “非目标态”). 但是, 引入反馈控制手
段, 则可以 “确定性” 地制备出目标 Bell 态. 对于
我们前文引入的耦合方式和色散位移 (dispersive
shift), 通过对两个 qubit 施加 Jx 类型的反馈控制

操作, 联合量子测量引起的波函数投影塌缩, 则可
以制备和稳定 Bell 态 |Φ+⟩. 其他 Bell 态可以通
过类似的方法制备和稳定, 只需适当改变耦合方
式 (色散位移), 详见文献 [13]. 具体地, 可以利用
电流直接反馈方法, 调节反馈操作强度, 实现以上

的控制目的. 在这个反馈方案中, 反馈操作哈密顿
量为 Hfb(t) = uIhom(t − τ)Jx 其中 u表示反馈强

度, τ 表示在反馈过程中可能的时间延迟 (在简化
处理中通常假设 τ = 0). 显然, 反馈操作对量子
比特系统的状态演化的 (额外) 影响可以描述为:
[ρ̇]fb = −i[Hfb, ρ] = −iu[Ihom(t)Jx, ρ].

在用量子路径理论描述量子测量的单次实

现中, 测量输出的 homodyne 电流为 Ihom(t) =
√
κ⟨a + α†⟩t + ξ(t), 其中 ξ(t) 是高斯白噪声,
源于波函数的量子塌缩, 它满足 E[ξ(t)] = 0,
E[ξ(t)ξ(t′)] = δ(t − t′). 对于量子测量过程的描
述 (量子态的演化), ξ(t) 是带有 (塌缩) 信息的, 因
而在量子态的演化中必须纳入考虑. 但是, 对于
反馈操作, 它是多余和有害的 [13], 所以有必要通
过滤波的方法加以去除. 滤波处理的数学描述为:
R(t) = 1/N

∫ t

t−T
e−γft(t−τ )dIhom, 这将把电流信
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号中的随机项在很大程度上过滤掉,从而消除其不
良影响.滤波后的测量电流为 R(t) =

√
κ⟨a + a†⟩t,

将它纳入反馈哈密顿量 Hfb(t) = uR(t)Jx,则得到
连续测量和反馈控制操作下的量子路径方程 (QTE)

ρ̇c =Lρc − iu
√
κ[⟨a+ α†⟩tJx, ρc]

− i∆r[a
†a, ρc] + κD[a]ρc

− i
2∑

j=1

χj [a
†aσz

j , ρc]

− i
2∑

j=1

χj [(αa
† + α∗a), ρc]

+
√
κH[a]ρcξ(t), (8)

其中 H[a]ρc = aρc + ρca
† − Tr[(a + a†)ρc]ρc 源于

量子测量的信息获取 (引起的 “信息演化”).
可以验证: 1) 如果采用通常的 “绝热消除

方案”, 消除光子自由度后的滤波电流可表达
为 R(t) = −

√
Γci⟨Jz⟩t, 相应的含反馈操作的量

子路径方程则为

ρ̇c =Lρc + iu
√
Γci[⟨Jz⟩tJx, ρc]

+
Γd

2
D

 2∑
j=1

δjσ
z
j

 ρc

− iK

( 2∑
j=1

δjσ
z
j

)2

, ρc


+
√
ΓciM

 2∑
j=1

δjσ
z
j

 ρcξ(t)

− i

√
Γba

2

( 2∑
j=1

δjσ
z
j )

2, ρc

 ξ(t), (9)

其中M[c]ρ = (c − ⟨c⟩t)ρ/2 + ρ(c − ⟨c⟩t)/2, Γba =

4κηχ̄2Y 2/(∆2
r + κ2/4). 2)如果采用极化子变换方

法消除光子自由度, 滤波后的测量电流为 R(t) =

⟨cϕ⟩t,进一步引入反馈后的量子路径方程则为

ρ̇c =Lρc − iu[⟨cϕ⟩tJx, ρc]

+M[cϕ]ρcξ(t)− i[cϕ−π/2, ρc]ξ(t)/2. (10)

图 4 模拟了在单次测量实现过程中 (即在量
子路径水平上) homodyne 电流随时间的变化. 在
模拟中, 对应于单条量子路径, 我们产生一组随
机Weiner增量序列 {dWj = dtξ(tj); j = 1, 2, · · · },
然后分别演化含光子自由度的量子路径方程,以及
绝热消除和极化子变换得到的量子路径方程. 由

图 4(a)可以看出,当微腔光子泄漏速率较大时, 两
种消除方法都可以得到很好的结果.但图 4(b)的结
果显示, 当微腔光子泄漏速率不很大时, 绝热消除
方法首先失效,而极化子变换方法可以给出相对较
好的结果.随着 κ的继续减小 (如图 4(c)所示),三条
曲线的差别逐渐增大, 即使是极化子变换, 也无法
使消除光子自由度后系统的演化与实际情况相符.

图 4 利用量子测量 (投影) 并结合量子反馈控制实
现 Bell 纠缠态的确定性制备, 图中模拟了与 (单条) 量
子路径相对应的测量电流. 量子比特系统的初态设定
为 1/

√
2(|e⟩ + |g⟩)1 ⊗ 1/

√
2(|e⟩ + |g⟩)2. 图中实线为含

光子自由度的量子路径方程模拟的测量电流, 点虚线和
虚线分别对应绝热消除和极化子变换方法得到的约化量

子路径方程给出的结果.本图演示了三个微腔泄漏速率情
形 (a) κ = 20; (b) κ = 10; (c) κ = 1. 系统的其他参数取
为 ∆r = 0, χ1 = χ2 = 0.1, ϵm = 1.0, u = 0.5, γ1 = 0,
γϕ = 0

我们注意到, 由极化子变换得到的有效
测量算符为 cϕ =

√
Γ10(ϕ)σ

1
z +

√
Γ01(ϕ)σ

2
z +√

Γ11(ϕ)σ
1
zσ

2
z , 相应的 (测量) 输出电流 J(t) ∼

⟨cϕ⟩t. 这个结果看上去不很显然, 并且用通常的
绝热消除方法推导不出这个结构. 通过适当调
节 homodyne测量中参考光的位相 ϕ,可以使 cϕ 的

前两项消失,只留下最后一项,称为宇称项,因为它
可以帮助实现两个 qubit 状态的宇称测量, 这在某
些情况下 (例如量子纠错方面)可以有特殊的应用.
但是, 这个有效测量算符只是在 qubit无翻转条件
下导出的结果. 在此种情况下, 光场位移变换参数
的时间依赖特性,是在给定的初始微腔光场条件下,
由与特定 qubit状态相 “关联”的相干态参数演化方
程给出的. 当 qubit有翻转后,光场将受到新的 qubit
状态影响,这种 “关联”消失,使得无 qubit翻转情况
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下的位移变换将不再准确. 因此在这种情况下, 极
化子变换也将失效.

图 5 与图 4对应 (关于 Bell纠缠态的确定性制备), 图中
模拟了单条量子路径中量子态 (用 “保真度”刻画)的演化.
(a), (b)和 (c)中的线型设定和参数选取均与图 4完全相同

与图 4 对应, 图 5 进一步演示了 qubit 状态的
演化. 我们用保真度刻画条件量子态 (量子路径)与
目标态的差异,其定义为 F (t) = Tr[|Φ+⟩⟨Φ+|ρc(t)].
图 5(a)和 (b)均对应微腔光子漏出速率 κ较大的情

况. 与图 4中的电流情况一致, (a)中的结果显示两
种消除方法与含微腔光子自由度的数值结果一致;
但 (b)中结果表明极化子变换在此种 (参数)情况下
符合更好.

我们注意到, (a), (b) 中的 qubit 状态均未到
达 “目标态”, 原因是 κ 较大时, 微腔光子携带
的 qubit 状态信息很弱 (此种情况实为 “量子弱
测量”),实现测量引起的波包塌缩需要较长时间,所
以 (a), (b)中的结果都对应远未达到投影测量 (波包
塌缩)的情况. 事实上,此时的测量结果还未能提供
足够信息让我们进行 qubit 翻转操作,所以极化子
变换可以给出比通常绝热消除更好的结果.图 5(c)
中的结果, κ较小,微腔光场状态与 qubit状态关联
加强, 测量速度加快, 在较短的时间内可以实现波
函数的投影测量,提供较明确的 qubit状态信息.据
此, 我们实施对 qubit的 Jx 翻转操作 (以便实现确
定性的目标态制备). 在 (c)中, 即在目标态的确定
性制备阶段,由于 qubit经历了翻转操作,使得与微
腔光场的初始关联消失,因而导致即使是极化子变
换,也不能给出好的结果.在这种情况下,极化子变

换方法比通常的绝热消除方案并无优势. 值得指
出,待目标态制备好后,系统的演化趋于平稳,因而
三种方法又给出相近的结果.但如果受到环境影响,
引起 qubit状态翻转,之后的操作比较剧烈. 可以预
计,和 “制备阶段”类似,两种消除方法又将与含微
腔光子自由度的数值模拟结果出现较大差异.
以上所讨论的光子泄漏速率 κ很大的测量,实

际上对应着一种量子 “弱测量”,因为其中的微腔光
场很微弱地依赖 qubit 的状态. 由此可以类推, 如
果光子泄漏速率 κ不很大,但 qubit与微腔光场耦
合很弱, 这也是一种量子弱测量, 此时两种消除光
子自由度的方法也都适用. 值得指出, “量子弱测
量” 也是一种非常有用的测量手段 [20]. 对于本文
所讨论的电路 QED系统,在对 qubit进行量子弱测
量的情况下, 我们可以很好地消除微腔光子自由
度,得到等效的只含 qubit自由度的量子路径方程,
并在此基础上实现对 qubit 量子相干振荡的量子
反馈控制 [22,23],以及实现多个 qubit纠缠态的制备
和稳定 [13,14].

6 结 论

本文通过对两比特状态的联合测量动力学模

拟, 检验了电路 QED系统中关于微腔光子自由度
的两种消除方案.研究表明,在 qubit状态无翻转的
量子非破坏 (QND) 测量情况下, 极化子变换可以
给出与含微腔光子自由度的数值模拟完全符合的

结果, 它所导出的 “有效测量算符” 很好地刻画了
透射 (测量)微腔对 qubit系统的影响.在这种情况
下, 极化子变换优于通常的绝热消除方法 (后者只
有在 “弱测量”情况下才近似适用). 我们进一步考
察了使用量子反馈控制方法,实现 Bell纠缠态的确
定性制备问题. 在量子路径水平上, 通过对输出电
流和 qubit 状态的演化模拟发现, 由于引入反馈操
作后, qubit状态有翻转,使得微腔光场与 qubit状态
的初始关联信息丢失,极化子变换也将无法给出令
人满意的结果. 相对通常的绝热消除方案, 此时极
化子变换变得并无优势.
我们因此得到结论,只有在量子 “弱测量”情况

下, 两种消除光子自由度的方法才基本适用. 最后
指出:由于消除光子自由度后, 有效 (约化)量子路
径方程在任何参数条件下都只含由解析方法推导

而得的有效退相干速率 (Γd)和仅仅针对 qubit自由
度的有效测量算符. 在量子反馈控制文献中, 人们
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往往直接使用这个约化量子路径方程. 本文的结果
表明, 当参数条件不满足相应的要求时, 结果很容
易变得不可靠.所以,在对腔 QED系统的量子测量

和量子控制的研究中,有必要先定量检验两种消除
方法与含微腔光子自由度的主方程的数值结果的

符合程度,然后再使用相应的约化量子路径方程.
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Abstract

Solid-state superconducting circuit-quantum electrodynamics (QED) system is a promising candidate for quantum information

processing and an ideal platform for quantum measurement and quantum control studies. As an extension to our previous simulation

for single qubit circuit-QED, in this work we simulate the quantum measurement and control of multi-qubit system. Particularly,

we consider the deterministic generation of a two-qubit Bell state. In this context we examine the validity conditions of two cavity-

photon-elimination scheme. On the level of quantum trajectory simulation, we find that, owing to the qubit flip caused by feedback, the

advanced polaron-transformation scheme is no longer applicable if the measurement is not weak, which also makes meaningless the

elegant effective measurement operator.
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