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非线性耦合对线性耦合同步的调制研究*
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基于李亚普诺夫稳定性理论,构造了指数型的李亚普诺夫函数,以四变量的 Chen超混沌系统为例,解析地证明

了线性耦合实现同步的可靠性. 进一步研究了非线性耦合对线性耦合同步的调制作用. 基于无量纲化的动力学方程

定义一个统计函数来估算控制器的消耗功率,确定了线性耦合与非线性耦合实现同步对应的参数范围,数值计算结

果验证了理论结果的可靠性.
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1 引 言

混沌现象普遍存在于物理, 化学, 生物等各个

领域, 近年来对混沌和超混沌系统的同步控制研

究引起了广泛关注. 混沌和超混沌系统的同步问

题主要侧重于几个混沌电路或振子之间的广义同

步 [1−6]、全局同步 [7−9]、相位同步 [10−19]、自适

应同步 [20−25]、时滞同步 [26−31] 等. 混沌同步在

保密通信 [32−35]、生命科学 [36] 等诸多领域潜在着

极大的应用价值. 与低维混沌系统相比, 超混沌系

统更具有更复杂的动力学行为.常见的超混沌系统

模型包括四维的超混沌 Lorenz系统 [37],四维超混

沌 Chua系统 [38],四维超混沌 Chen系统 [39] 等,这

些有限维的超混沌系统在电路上也容易仿真,因此

基于这些动力系统的动力学同步控制得到了人们

广泛的关注. 如文献 [3]报道了利用约瑟夫森结谐

振电路模拟神经元各类放电行为.文献 [4]利用序

参数分析了广义同步的选择和判定问题. 文献 [5]

利用霍尔维茨定理和李雅谱诺夫稳定性研究了一

类含有未知参数四变量 Chen超混沌系统广义同步

问题,数值模拟结果证明了此方法的有效性. Zheng

等 [6] 介绍了时滞Mackey-Glass系统多重吸引子和

广义同步问题.文献 [8]报道了一类动力系统完全

同步,相位同步和参数估计问题.文献 [10]重点介

绍了耦合振子相位同步问题.文献 [11, 12]介绍了

相位同步和广义同步的转化问题等. 文献 [17]介绍

了神经元耦合簇放电相位同步迁移问题.文献 [18]

重点介绍了相位同步在信号记忆处理中的作用.

Wang等 [20,21] 分别报道了 Hindmarsh-Rose模型单

个控制器作用下簇放电同步和四变量能量系统的

线性控制自适应同步问题. Li 等 [22] 报道了两个

异结构分数阶混沌系统的同步问题.徐伟等 [26] 细

致介绍了一类参数不确定混沌系统的延迟同步.

Taherion等 [27] 从实验角度报道了一类耦合振子的

滞后同步问题. Sun等 [28] 介绍了白噪声对滞后同

步的影响作用. Wang 等 [31] 报道了延迟反馈下一

类混沌系统的自适应滞后同步问题.文献 [35]论证

了混沌激光器在保密通讯的应用问题. Perc等 [36]

报道了钙离子振荡的相干共振效应.文献 [40—44]

以 Hindmarsh-Rose和 Hodgkin-Huxley神经元为例,

研究了神经元在参数区域的动力学特性、自适应
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耦合神经元的有效同步及了神经元携带信息,传递

所需的能量与同步行为及自身系统的性质等诸多

因素之间的关系.文献 [45]研究了两个不同系统达

到不同程度同步的控制代价,给出了一类全同系统

达到完全同步的出自适应规则.文献 [46]讨论了非

全同的混沌系统达到同步的最小能量流问题,推断

出能量的减少对神经元簇放电同步过程有作用.

线性耦合方法可以实现许多混沌和部分超混

沌系统的同步,一般通过计算耦合系统的条件李亚

普诺夫的负定条件来确定耦合强度的临界值,而对

线性耦合下混沌和超混沌系统同步的解析证明比

较少. 本文通过构造指数型的李亚普诺夫函数, 理

论上严格证明了线性耦合方法实现同步的可靠性.

实际上, 线性耦合是一种理想情况, 如振荡电路中

通常采用的电压耦合遇到的问题是耦合电阻元件

由于工艺和热效应使得电阻出现非线性特性. 因此,

用线性耦合和非线性耦合的组合可以来研究耦合

同步问题,即在线性耦合基础上引入不同程度的非

线性耦合项来简化模拟实际系统之间的耦合作用.

拟在线性耦合下引入了指数型的小幅度扰动来刻

画非线性耦合对线性耦合作用的调制,基于无量纲

化方程定义了功率函数来估计控制器的能耗问题,

通过计算同步暂态时间来确定线性和非线性耦合

共同作用下的同步参数区域,分析了非线性耦合对

线性耦合同步的调制作用.

2 模型和方法

四维的超混沌 Chen系统数学模型为

ẋ = a(y − x),

ẏ = 4x− 10xz + cy + 4w,

ż = y2 − bz,

ẇ = −dx, (1)

x, y, z 和 w 为系统的状态变量, a, b, c, d为系统的

控制参数. 当参数 a = 35, b = 3, c = 21, d = 2,此

系统可观察到超混沌状态. 通常将控制器施加在系

统 (1)第二变量的动力学方程上来改变系统的动力

学行为,对应的受控系统 (响应系统)为

˙̂x = 35(ŷ − x̂),

˙̂y = 4x̂− 10x̂ẑ + 21ŷ + 4ŵ + u1,

˙̂z = ŷ2 − 3ẑ,

˙̂w = −2x̂, (2)

(2)式中线性控制器形式为

u1 = k1(y − ŷ). (3)

通过计算系统 (2)的最大李亚普诺夫指数发现,当

耦合强度 k1 超过一定临界值时,驱动系统 (1)和响

应系统 (2)可以达到完全同步,该临界值可以通过

计算李亚普诺夫最大指数小于零来判断 (数值计算

的线性耦合强度临界制值 k1 ≈ 3.8). 这里将利用李

亚普诺夫稳定性理论来严格证明这种线性耦合方

法的有效性.

ex = x− x̂, ey = y − ŷ,

ez = z − ẑ, ew = w − ŵ; (4)

ėx = 35(ey − ex),

ėy = 4ex − 10xz + 10x̂ẑ + 21ey + 4ew − k1ey,

ėz = y2 − ŷ2 − 3ez,

ėw = −2ex, (5)

构造正定的指数型的李亚普诺夫函数为

V =exp

[
− 2e2x/35 + e2y/2 + e2z/2

+ e2w − 4exew/35 +

∫
10(xz − x̂ẑ)eydt

−
∫
(y2 − ŷ2)ezdt−

∫
(148e2x/35

+ 17.2e2y)dt

]
, (6)

则对应的李亚普诺夫函数随时间导数为

dV/dt =V
[
− 4exėx/35 + ey ėy + ez ėz

+ 2ewėw − 4ėxew/35− 4exėw/35

+ 10(xz − x̂ẑ)ey − (y2 − ŷ2)ez

− (148e2x/35 + 17.2e2y)
]

=V [3.8e2y − 3e2z − u1ey]

=V [3.8e2y − 3e2z − k1e
2
y]

=V [−(k1 − 3.8)e2y − 3e2z]. (7)

(7)式包含了控制器 (3)式 u1 = k1ey, 且从理论上

给出临界强度值约为 3.8. 根据李亚普诺夫稳定性

理论,要使方程 (7)满足负定条件,则需方程 (8)负

定,即需满足

−(k1 − 3.8)e2y − 3e2z < 0. (8)
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当 (8)式中的耦合系数超过临界值时, 该不等

式满足负定条件,此时线性耦合可实现两个超混沌

系统的完全同步.从 (8)式条件看数值计算下条件

李亚普诺夫指数对应的临界反馈强度 k1 ≈ 3.8在

理论上满足同步条件.

由于系统中只有线性耦合是理想情况, 这里

拟施加一个动态的非线性耦合控制项与线性耦

合共同作用来研究耦合同步问题. 对应的动态控

制器 u1为

u1 = k1(y − ŷ) + (y − ŷ) exp[k2(y − ŷ)]. (9)

当 (9)式中非线性耦合系数 k2 = 0时,则退化为线

性耦合情形如 (3)式. 同样构造正定的指数型李亚

普诺夫函数为

V =exp

[
− 2e2x/35 + e2y/2 + e2z/2

+ e2w − 4exew/35 +

∫
10(xz − x̂ẑ)dt

−
∫
(y2 − ŷ2)ezdt−

∫
(148e2x/35

+ 16.2e2y)dt]. (10)

则李亚普诺夫函数对时间导数为

dV/dt =V

[
− 4exėx/35 + ey ėy + ez ėz

+ 2ewėw − 4ėxew/35− 4exėw/35

+ 10(xz − x̂ẑ)ey − (y2 − ŷ2)ez

− (148e2x/35 + 16.2e2y)

]
=V [4.8e2y − 3e2z − u1ey]

=V [4.8e2y − 3e2z − k1e
2
y − e2y exp(k2ey)]

=V [−(k1 − 4.8)e2y

− e2y exp(k2ey)− 3e2z]. (11)

即要使方程 (11)式满足为负定条件,则需使方程满

足负定条件

−(k1 − 4.8)e2y − e2y exp(k2ey)− 3e2z < 0. (12)

当 (12)式中反馈系数超过一定临界值,则负定条件

满足. 对比 (12)和 (8)式,可发现当 k2 = 0时, (12)

式将退化为形如 (8)式.

根据李亚普诺夫稳定性理论,通过线性耦合和

非线性耦合可实现超 Chen 混沌系统的完全同步,

且系统耦合同步的暂态过程的长短主要取决于耦

合参数的取值.这里进一步将分别讨论系统在线性

耦合和非线性耦合下, 系统达到同步的暂态时间,

基于无量纲动力学方程的控制器定义功耗统计量

来估算控制器的效率,以及确定同步所需的耦合参

数区域.

3 数值计算和讨论

数值计算中采用四阶龙格库塔方法对以上

微分方程组进行积分, 积分步长为 0.001. 驱动系

统 (1), 响应系统 (2) 各个变量初始值分别为 (0.5,

0.3, 0.1, 0.7), (1.3, 1.1, 1.3, 1.1),计算时间为 1000个

时间单位.

以系统中任意两变量的乘积作为统计函数来

观察其时间序列变化特征,这里令 P 为系统的统计

函数, 来刻画当系统达到同步时的变化特征. 从物

理意义讲,如果将模型四个变量用实际的非线性电

路来刻画,通常用电感线圈,电容器,电阻等元件可

构建振荡电路,以其中一个变量代表电路输出的电

压序列, 另一变量代表电流, 则其任意两个变量的

乘积作为系统的消耗功率,用施加控制后的系统输

出功率减去无施加控制器下系统的消耗功率作为

控制器的消耗功率.

未加控制器的超 Chen混沌系统 (1)的功率定

义为

p1 = |x̂ẑ|. (13)

施加控制器的受控超 Chen混沌系统 (2)的功率表

示为

p2 = |x̂ẑ|. (14)

则控制器的功耗定义为

p = |p1 − p2|. (15)

为了简单起见,控制器的最大功耗表示为

∆p = max(p), (16)

其中 max(*)表示对一定暂态过程中的变量序列选

取最大值.首先数值估算下线性同步所需要的临界

耦合强度,数值计算结果见图 1.

图 1的结果表明系统 (2)受线性耦合时, 当线

性耦合参数达到一定的临界值时,系统将达到同步

状态. 这里进一步分析讨论系统受线性耦合时, 系

统的同步和控制器的功耗随时间的演化分布以及

与线性耦合参数的关系.图 2为超 Chen混沌系统
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的控制器在取不同的线性耦合参数时的功耗随时

间的演化.

图 1 四个较大李雅普诺夫指数随线性耦合参数 k1

的演化

图 2 的结果表明系统 (1) 和 (2) 在线性耦合

下, 系统随线性耦合参数的值达到一定的临界值

时, 系统控制器的功耗趋于零, 即表明系统达到

完全同步. 对比图 2 各种情况可以发现线性耦

合参数的值越大, 相应系统达到同步所需的时间

越短.

如前所述, 动力系统之间线性耦合是一种理

想情况, 因此拟在线性耦合基础上引入一定幅度

的非线性耦合作用来逼近动力系统的耦合作用问

题,控制器形式为 (9)式,进一步讨论系统 (2)受非

线性耦合控制时, 系统控制器的功耗和同步时间

与耦合参数的关系, 以便分析非线性耦合对线性

耦合同步的影响. 在模拟中选取线性耦合强度在

临界值 (k1 < 3.8), 主要观察非线性耦合对线性耦

合同步的促进作用,图 3给出了受控系统 (2)在不

同非线性控制器 (9) 作用下的控制器的功耗变化

问题.

图 2 系统 (2) 线性控制器的功耗随时间的演化分布, 当线性耦合系数 k1 分别取固定值 (a) k1 = 3.5; (b) k1 = 3.9; (c)

k1 = 3.95; (d) k1 = 3.96

图 3 的结果表明, 当系统受非线性耦合时, 系

统达到完全同步的所需线性耦合参数的临界值约

为 3.0,相比线性耦合单独作用情形,此时线性项耦

合参数 k1 的取值可以取得更小, 即非线性耦合作

用降低了线性耦合同步所需耦合强度的阈值.分析

发现: 线性耦合参数 k1 对系统达到同步的同步时

间起主导作用, 非线性项耦合参数 k2 对系统达到

同步具有微弱的调制及促进作用, 但对系统控制
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器的功耗的大小具有影响.相应的非线性项耦合参

数 k2 的值越大,控制器的功耗越小. 进一步通过数

值计算给出了二参数区域 (k1, k2)中控制器的能耗

分布问题,结果见图 4.

图 3 系统 (2)中非线性控制器的功耗随时间的演化,线性和非线性耦合参数的值分别取 k1 = 3.0, k2 = 0.1 (a); k1 = 3.0,

k2 = 2.0(b); k1 = 3.5, k2 = 0.1 (c); k1 = 3.5, k2 = 2.0 (d); k1 = 3.8, k2 = 0.1 (e); k1 = 3.8, k2 = 2.0 (f); k1 = 3.98, k2 = 0.1

(g); k1 = 3.98, k2 = 2.0 (h)

图 4 结果表明系统 (1) 和系统 (2) 在未达到

完全同步时, 系统 (2) 控制器的最大功耗由非

线性耦合参数 k2 起主导作用, 但当线性耦合参

数 k1 达到一定临界值后, 系统 (2) 控制器的最

大功耗在一个固定的范围内变化, 此时也标志

着系统达到完全同步. 但系统的最大功耗随非

线性耦合项参数 k2 的增大, 其值相应的减小, 并

锁定在一个有限值内. 进一步探测了两个系统达

到完全同步时所需要的暂态时间问题, 数值结果

见图 5.
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图 4 系统 (2)的控制器的最大功耗在线性耦合参数 k1 和非线性耦合参数 k2 相空间的分布,相空间的灰度表示控制器的功耗

大小

图 5 的结果表明, 在非线性耦合的控制器中,

耦合参数 k1 和 k2 起着不同的作用. 即耦合系统达

到混沌同步的暂态过程中, 线性耦合系数 k1 起着

主导作用, 即线性耦合参数的值达到一定的值时,

非线性项耦合参数 k2 的作用将非常微弱; 反之当

线性耦合参数 k1 小到一定程度时, 非线性耦合参

数 k2对系统达到同步的快慢的作用比较明显.

图 6 的结果表明, 在二参数区域, 同步和非同

步区域有明显的界限, 非线性耦合对系统的同步

暂态时间及耦合参数的取值范围较线性耦合时

有明显的促进. 当然当线性耦合系数增大到一定

的值时, 系统将很快的达到同步, 所需的同步时

间几乎不变. 因此线性耦合系数的取值并非越大

越好; 相应的非线性耦合的参数 k2 的取值也不能

过大.

图 5 系统 (1) 和 (2) 达到同步的同步时间随非线性耦合

参数 k2 的演化, 当线性耦合参数分别取固定值 k1 = 3.0,

k1 = 3.5

图 6 系统 (1)和系统 (2)达到同步的同步时间在线性系数 k1 和非线性系数 k2 相空间的分布,相空间的灰度表示控制器的功耗

大小

4 结 论

基于李亚普诺夫稳定性理论,构造了指数型的

李亚普诺夫函数来严格证明一类 Chen超混沌系统

的线性同步问题,并分析了非线性耦合对线性耦合

同步的调制作用问题. 基于无量纲化动力学方程,

以系统中任意两变量的乘积为统计函数来刻画系

统功率和控制器消耗功率问题.以系统达到同步的
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暂态时间和控制器的功耗为判断准则,分析了耦合

强度对系统达到同步的作用. 研究结果: 1)线性耦

合时, 从理论和数值方面证明耦合参数超过一定

阈值可实现超混沌系统同步,且控制器的功耗在系

统 (1)和 (2)达到同步后随时间的演化将趋于零,体

现了动态适应性. 2)非线性耦合时,同步区域较线

性耦合有明显的区别,即非线性耦合对线性耦合项

有明显的促进作用. 线性耦合参数 k1 对系统达到

同步和最大功耗的消耗范围的具有主导作用,而非

线性耦合项参数 k2 对系统的同步时间和控制器的

功耗起促进和一定程度的调制补偿作用. 系统达到

同步的同步时间和系统控制器最大功耗在线性耦

合参数 k1 和非线性耦合参数 k2 的相空间的分布

充分证明了此以上理论分析的可靠性,进一步得到

了耦合参数的有效区域.本文构造指数型李亚普诺

夫函数的方法可以用来论证其他系统线性耦合同

步问题,对线性耦合同步的理论证明可提供部分参

考信息.
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Abstract

Based on the Lyapunov stability theory, the Lyapunov function in the form of exponential type is constructed. The four-variable

Chen hyperchaotic model is investigated as an example. The reliability of a linear coupling-inudced synchronization of hyperchaotic

system is proofed analytically. Furthermore, the modulation effect of nonlinear coupling on the synchronization induced by linear cou-

pling is investigated. A statictical function is defined to evaulate the power consumption of controller according to the dimensionaless

dynamical equations, the appropriate parameter region for synchronization due to the joint action of linear and nonlinear coupling, and

the extensive numerical results confirm the correctress of the theoretical predication.
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