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二次等效法求三层媒质中静态电偶极子的场分布*

陈聪† 李定国 蒋治国 刘华波

(海军工程大学理学院,武汉 430033 )

( 2012年 3月 5日收到; 2012年 6月 16日收到修改稿 )

在唯一性原理的基础上,提出采用二次等效的方法,求解三层平行媒质模型下,位于中间层的静态水平电偶极

子在其他层媒质中产生的电场分布的解析表达式. 也就是先经过一次等效求出场源同层时的场分布,然后利用二次

等效将三层模型等效为两层模型,进而利用镜像法求出场分布.所得标量电位分布的表达式被证明是满足边界条件

的,由此说明推导结果的有效性. 并在实验室中模拟空气 –海水 –海床三层模型,对位于海水中的静态水平电偶极

子在海水和海床中的标量电位进行了实测,并利用实验参数进行了仿真分析.实测结果和仿真分析相符合,表明推

导结果的正确性. 研究所得场分布表达式为以静态电偶极子为基本模拟体的电场分布的数学模拟、场分布特征分

析等应用奠定了理论基础.
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1 引 言

电偶极子是电场目标特性的基本模拟单元,在

水中目标探测、地球物理勘探、水下通信等方面

应用十分广泛 [1−4]. 出于对水中目标电场特性进行

数学模型构建、特征预报、模型参数反演等应用

需要 [5−8],部分研究者十分关注平行分层导电媒质

中静态电偶极子的电场分布规律.在这些实际应用

中,场域被视为 “绝缘媒质-导体媒质 1-导体媒质 2”

的三层平行媒质模型,而且为了便于特征预报或模

型参数反演算法的实现,研究者往往希望能获得各

层媒质中场分布的解析表达式.

平行分层导电媒质中电偶极子的静态电场分

布的求解思路目前可见两种,一是利用标量电位或

矢量磁位的概念结合边界条件求解麦克斯韦方程.

由于场域分层, 且含导体,复杂的电磁特性使得基

于麦克斯韦方程的边值问题的求解相对困难,所得

表达式形式也比较复杂. 如采用三层平行媒质模型

时,静态场的矢量磁位表达式中仍然含有 Bessel函

数积分,只能根据场域电磁特性进行近似计算或数

值求解 [9−11]. 另一思路是从静态场的特性出发,根

据唯一性原理, 在边界条件的限制下, 用镜像法来

求解. 该方法用于求解三层媒质模型中, 源点和场

点同时位于中间层媒质时的场分布过程简单,物理

图像清晰. 如文献 [12] 利用镜像法求解了空气-海

水-海床三层模型中位于海水中的静态电偶极子在

海水区域中产生的场分布.其主要方法是将界面的

影响用场源通过两个界面的往返镜像来等效,从而

得到了三层模型中,源点和场点同时位于中间层时

场分布的无穷级数表达式. 但当源位于中间层而场

点位于其他层媒质、也就是场源异层时,由于界面

的影响不能直接用源的往返镜像来等效,使得场分

布解析表达式的获得仍是个难题.

本文在前面研究的基础上,提出采用二次等效

的方法对此问题进行求解, 所得结果被证明满足

边界条件,并在实验室中设计分层媒质环境及静态

偶极子源,对电偶极子产生的标量电位分布进行实

测, 同时进行仿真分析, 以证明推导过程及结论的

正确性.
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2 二次等效方法

如图 1所示为本文所研究的三层媒质模型,相

应的电容率和电导率为 (εi, σi), i = 1, 2, 3,分别用

下标 1, 2, 3 来表示第 1, 2, 3 层媒质, 其中第 1 层

媒质设为绝缘媒质 σ1 = 0. 中间层媒质厚度为 D,

第 1, 3层媒质厚度无限大.建立如图所示坐标.本

文着重推导场源异层时的电场分布,为举例说明方

法,可取源位于第 2层媒质中而场点位于第 3层媒

质中,其他场源异层的情况可类似处理. 以位于第 2

层媒质中 (x0, y0, z0)处、电偶极矩为 Ixdli的水平

电偶极子为例进行推导,垂直电偶极子的场分布推

导与此方法同.

图 1 三层媒质模型

2.1 一次等效

首先进行一次等效. 如图 1所示, 假想场点与

源点同层, 均位于第 2层媒质中. 此时静态电偶极

子在导电媒质中形成稳定的电流场,并在绝缘媒质

中产生稳定的电场分布,因此在 z = 0和 z = D两

个分界面两边,标量电位和电流密度应满足相应的

边界条件,即:

1)分界面两边标量电位连续;

2)分界面两边电流密度的法向分量连续.

设 η =
σ2 − σ3

σ2 + σ3
, ξ =

2σ3

σ2 + σ3
.

此时界面的影响可用场源通过界面的镜像来

等效. 文献 [12]已推出,当场点、源点均位于第 2

层媒质中时, 若只存在本文所述的 z = 0界面 (导

体-绝缘体), 则像 Ixdli 位于源关于 z = 0 界面的

镜像处;若只存在本文所述的 z = D界面 (导体-导

体)时,则像 ηIxdli位于源关于 z = D界面的镜像

处. 当两个界面都存在时, 则两个界面的影响可以

用源通过两个界面的往返镜像来等效,如图 2(a)所

示, 这个过程本文称之为一次等效. 位于中间层媒

质中一个水平电偶极子在同层的场点处产生的场

可以用无穷多个镜像电偶极子 (本文称之为一次等

效偶极子)在无限大的中间层媒质中各自独立、分

别产生的场的叠加来替代.一次等效偶极子可根据

其位置和偶极矩的特点分为下述四组:

第 1组: 位于 (x0, y0, 2kD − z0)处, 电偶极矩

为 ηkIxdli, k = 1, 2, · · · ,场点相对于该组电偶极子

的位置矢量为 r1k;

第 2组: 位于 (x0, y0, 2kD + z0)处, 电偶极矩

为 ηkIxdli, k = 1, 2, · · · ,场点相对于该组电偶极子

的位置矢量为 r2k;

第 3组: 位于 (x0, y0,−2mD + z0)处, 电偶极

矩为 ηmIxdli, m = 0, 1, 2, · · · ,场点相对于该组电

偶极子的位置矢量为 r1m;

第 4组: 位于 (x0, y0,−2mD − z0)处, 电偶极

矩为 ηmIxdli, m = 0, 1, 2, · · · ,场点相对于该组电

偶极子的位置矢量为 r2m.

其中

r1k = (x− x0)i+ (y − y0)j + (z − 2kD + z0)k;

r2k = (x− x0)i+ (y − y0)j + (z − 2kD − z0)k;

r1m = (x− x0)i+ (y − y0)j + (z + 2mD − z0)k;

r2m = (x− x0)i+ (y − y0)j + (z + 2mD + z0)k.

据此, 则和源同位于中间层的场点 (x, y, z)处

的标量电位可计算为

Φ2(x, y, z)

=
∞∑
k=1

[
ηkIxdl(x− x0)

4πσ2r31k
+

ηkIxdl(x− x0)

4πσ2r32k

]

+

∞∑
m=0

[
ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r31m
+

ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r32m

]
,

(1)

式中标量电位的下标 2 表示场点位于第 2 层

媒质中.

2.2 二次等效

由 2.1中关于源的镜像的相关分析可知,三层

模型中,位于第 2层的一个水平电偶极子在同层场

点产生的场与两层媒质中 (由第 2层媒质和第 3层
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媒质构成、且分界面位于 z = D 处) 下述两组水

平电偶极子在同一场点产生的场分布是相同的,如

图 2(b)所示.

1) 位于 (x0, y0,−2mD + z0) 处, 电偶极矩

为 ηmIxdli, m = 0, 1, 2, · · · , 场点相对于该组电

偶极子的位置矢量为 r1m;

2) 位于 (x0, y0,−2mD − z0) 处, 电偶极矩

为 ηmIxdli, m = 0, 1, 2, · · · , 场点相对于该组电

偶极子的位置矢量为 r2m.

其中 r1m, r2m表达式同前.

也就是说,为求出三层模型中位于第 2层的一

个水平电偶极子在同层场点产生的场,可将三层媒

质等效为由第 2层媒质和第 3层媒质构成的两层

媒质,且分界面位于 z = D 处;空间中的源等效为

位于半无限大第 2层媒质中的两组电偶极子. 显然

这种等效有效地解决了 z = 0分界面的影响,三层

模型退变成两层模型,这个过程可称之为二次等效.

上述两组电偶极子称为二次等效偶极子.

特别注意到,上述二次等效并未改变第三层媒

质空间中的源分布,此时若 z = D界面上边界条件

仍是满足的, 则由唯一性原理可知: 此时位于第 2

层的一个水平电偶极子在第 3层场点产生的场,可

等同于仅存在 z = D分界面时,上述这两组二次等

效偶极子在第 3层媒质中产生的场. 继续实施镜像

法,将 z = D 界面的影响用镜像偶极子来替代,即

可求出待求场分布.

图 2 二次等效方法说明 (a)一次等效; (b)二次等效

显然,上述这种用二次等效的方法求解场源异

层时场分布的思路是否正确,最终还是取决于边界

条件是否满足. 在没有求出第 1,第 3层媒质中的场

分布的情况下, 是无法验证边界条件的, 因此下面

将先采取二次等效的办法分别求出第 1,第 3层媒

质中的场分布, 再验证边界条件. 若在三层媒质的

两个边界上边界条件均满足,则说明推导的场分布

表达式是正确的,也就说明所提出的二次等效的处

理方法是可行的.

3 场源异层时的场分布及解的有效性
分析

在二次等效模型的基础上, 继续实施镜像法.

当只存在本文所述的 z = D 界面时, 若水平电偶

极子源点、场点分别位于第 2, 第 3 层媒质中, 则

像和源位于同一位置, 两者合起来相当于电偶极

子 ξIxdli,因此此时第 3层媒质中的场相当于图 3

所示的所有电偶极子在充满第 3层媒质的无限大

244101-3



物理学报 Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 24 (2012) 244101

空间中产生的场的叠加.

图 3 镜像法应用

则场点处的标量电位为图 3 中所有电偶极子

产生的标量电位的和:

Φ3(x, y, z) =

∞∑
m=0

[
ξηmIxdl(x− x0)

4πσ3r31m

+
ξηmIxdl(x− x0)

4πσ3r32m

]
, (2)

式中标量电位的下标 3表示场点位于第三层媒质

中. 利用标量电位的负梯度,可分别求出相应的电

场强度矢量.

利用同样的思路可求出当源位于第 2 层媒质

而场点位于第 1层媒质中时的场分布,此时三层媒

质等效为由第 1和第 2层媒质构成的两层媒质,且

分界面位于 z = 0处,二次等效偶极子位于半无限

大第 2层媒质中,可描述为下述两组:

第 1组: 位于 (x0, y0, 2kD − z0)处, 电偶极矩

为 ηkIxdli, k = 1, 2, · · · ,场点相对于该组电偶极子

的位置矢量为 r1k;

第 2组: 位于 (x0, y0, 2kD + z0)处, 电偶极矩

为 ηkIxdli, k = 0, 1, 2, · · · ,场点相对于该组电偶极

子的位置矢量为 r2k,注意此时 k的范围;

其中 r1k, r2k 表达式同前.

z = D 界面的影响用二次等效偶极子来替代

了. 继续对 z = 0分界面实施镜像法,即可求出第 1

层媒质中的标量电位为

Φ1(x, y, z) =

∞∑
k=1

ηkIxdl(x− x0)

2πσ2r31k

+
∞∑
k=0

ηkIxdl(x− x0)

2πσ2r32k
. (3)

下面对解的有效性进行分析.

首先由 η, r1m, r2m, r1k, r2k 等量的性质易见

上述表达式对任意均匀媒质均是收敛的.

其次,将第 2, 3层媒质中的标量电位分布表达

式 (1), (2)代入边界条件进行验算.

1)在 z = D分界面上标量电位的连续性.

首先将 ξ 变形为 ξ =
σ3(1 + η)

σ2
,则 Φ3(x, y, z)

可以改写为

Φ3(x, y, z)

=
∞∑

m=0

[
(1 + η)ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r31m

+
(1 + η)ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r32m

]

=

∞∑
m=0

[
ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r31m
+

ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r32m

]

+
∞∑

m=0

[
ηm+1Ixdl(x− x0)

4πσ2r31m
+

ηm+1Ixdl(x− x0)

4πσ2r32m

]
.

当 z → D+时,

Φ3(x, y, z)
∣∣
z→D+

=
∞∑

m=0

[
ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r31mD

+
ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r32mD

]

+

∞∑
m=0

[
ηm+1Ixdl(x− x0)

4πσ2r31mD

+
ηm+1Ixdl(x− x0)

4πσ2r32mD

]

=

∞∑
m=0

[
ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r31mD

+
ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r32mD

]

+

∞∑
q=1

[
ηqIxdl(x− x0)

4πσ2r31qD
+

ηqIxdl(x− x0)

4πσ2r32qD

]
.

其中

r1mD = (x− x0)i+ (y − y0)j + [(1 + 2m)D − z0]k;

r2mD = (x− x0)i+ (y − y0)j + [(1 + 2m)D + z0]k;

r1qD = (x− x0)i+ (y − y0)j + [(2q − 1)D − z0]k;
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r2qD = (x− x0)i+ (y − y0)j + [(2q − 1)D + z0]k.

又当 z → D−时,

Φ2(x, y, z)
∣∣
z→D−

=

∞∑
k=1

[
ηkIxdl(x− x0)

4πσ2r31kD
+

ηkIxdl(x− x0)

4πσ2r32kD

]

+
∞∑

m=0

[
ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r31mD

+
ηmIxdl(x− x0)

4πσ2r32mD

]
,

其中

r1kD = (x− x0)i+ (y − y0)j + [(1− 2k)D + z0]k;

r2kD = (x− x0)i+ (y − y0)j + [(1− 2k)D − z0]k;

r1mD, r2mD 同前. 显然

r1kD =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + [(1− 2k)D + z0]2

= r1qD, k, q = 1, 2, 3, · · ·

r2kD =
√
(x− x0)2 + (y − y0)2 + [(1− 2k)D − z0]2

= r2qD, k, q = 1, 2, 3, · · ·

因此有 Φ3

∣∣
z→D+ = Φ2

∣∣
z→D− ,也就是在 z = D 分

界面上标量电位是连续的.

2)在 z = D 分界面上电流密度的法向分量的

连续性:

j3z
∣∣
z→D+ = σ3

∂Φ3

∂z

∣∣∣∣
z→D+

=

∞∑
m=0

[
3ξηmIxdl(x− x0)[(1 + 2m)D − z0]

4πr51mD

+
3ξηmIxdl(x− x0)[(1 + 2m)D + z0]

4πr52mD

]

=

∞∑
m=0

[
3ηmIxdl(x− x0)[(1 + 2m)D − z0]

4πr51mD

+
3ηmIxdl(x− x0)[(1 + 2m)D + z0]

4πr52mD

]

+
∞∑
q=1

[
3ηqIxdl(x− x0)[(2q − 1)D − z0]

4πr51qD

+
3ηqIxdl(x− x0)[(2q − 1)D + z0]

4πr52qD

]
,

j2z
∣∣
z→D− = σ2

∂Φ2

∂z

∣∣∣∣
z→D−

=

∞∑
k=1

[
3ηkIxdl[(1− 2k)D + z0](x− x0)

4πr51kD

+
3ηkIxdl[(1− 2k)D − z0](x− x0)

4πr52kD

]

+

∞∑
m=0

[
3ηmIxdl[(1 + 2m)D − z0](x− x0)

4πr51mD

+
3ηmIxdl[(1 + 2m)D + z0](x− x0)

4πr52mD

]
.

同 1)中分析,显然有 j3z|z→D+ = j2z|z→D− .

利用本文推导的第 1, 2 层媒质中的标量电位

分布表达式 (3)式和 (1)式,采用上述同样方法,可

以验证对 z = 0分界面, 边界条件也是满足的. 因

此由唯一性原理,上述场源异层时的标量电位分布

表达式是有效的. 本文下面还将继续给出实验验证.

4 实验验证及仿真分析

为验证上述推导结论的正确性,在实验室中模

拟分层海洋环境及静态电偶极子源, 分别测量了

源位于第 2 层媒质 (海水) 中时, 场点分别在第 2

层 (海水)和第 3层 (海床)中的标量电位分布,并进

一步进行了仿真分析.

实验中,特制水池尺寸为 1.500 m × 0.800m ×
0.600 m, 模拟海水深度 0.300 m, 用 0.200 m 厚的

沙层模拟海床, 因此模拟海洋环境可视为空气-海

水-沙质海床三层模型. 测得模拟海水和模拟海床

的电导率分别为 σ2 = 0.107 S/m, σ3 = 0.035 S/m.

将两段铂铌丝平行固定, 用来模拟电偶极子, 间距

为 0.010 m, 与海水接触的导电长度为 0.002 m, 位

于水深 0.050 m 处, 通以恒定直流 I = 0.0225 A.

建立如图 1 所示的坐标系, 模拟偶极子源的坐

标为 (0, 0, 0.050), 用 Ag-AgCl 电极对分别测量

了 y = −0.090 m 时, 深度 (z) 为 0.150 m(海水中)

和 0.340 m(海床中) 时标量电位随 x (−0.300 m—

0.300 m) 的分布, 实验结果分别如图 4 和图 5

所示.

根据前述各实验参数, 利用 (1), (2) 式进行仿

真分析. 用 Matlab 编程, 在计算过程中, 对无穷级

次的求和, 采取相邻前后项相减, 若差的绝对值小

于 10−12 时,停止求和.为方便对比,计算结果也分

别显示在图 4和图 5中.
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图 4 z = 0.15 m深度处标量电位分布

图 5 z = 0.34 m深度处标量电位分布

分别对比图 4 和图 5 中对应深度的标量电位

分布曲线,充分考虑实验测量的误差, 从幅值、分

布特征、最大值位置等多个特征来看,根据本文推

导结果所做的仿真计算结果和实验结果都非常符

合, 在前述被证明满足边界条件的基础上, 进一步

说明了本文推导结果的正确性.

5 结 论

为求解三层平行媒质模型中,位于中间层的静

态电偶极子源在异层场点产生的场分布的解析表

达式, 以便于实际应用, 本文提出采用二次等效的

办法进行求解,方法是:

1)首先进行一次等效,求出场点、源点都位于

中间层时的场分布,并找出一次等效偶极子分布;

2)再用二次等效的方法将三层媒质等效成两

层媒质,并找出二次等效偶极子分布;

3)利用镜像法求出异层场点的场分布,并分析

其收敛性并证明是否满足边界条件.

二次等效方法实质上是镜像法在多层导电媒

质中解决场点、源点位置异层问题时的灵活应用,

因此在所得场分布满足边界条件时,根据唯一性原

理,所得结果是正确的. 尽管解决过程稍嫌曲折,但

由于所得结果为无穷项求和,且表达式对于任意均

匀媒质均收敛, 因此更易于实际应用, 如进行场分

布特征的预报、深度换算、场源参数的反演等等.
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Abstract

In three-layer-parallel-medium mode, the method of secondary equivalent is proposed to derive the analytic expression of the

electric field produced by a static electric dipole based on the uniqueness theorem when the source point is located in the middle layer

but the field point is located in other layer. That is, the distribution of the electric field is solved when the source point and the field point

are located in the same medium using the first equivalent method. Then the three-layer model is equivalent to two-layer model using

the second equivalent method. Finally, the mirror image theory is used to obtain the field distribution. The expression of the scalar

electric potential is proved to satisfy the boundary conditions, so the derivation results are proved to be effective. In order to prove

the correctness of the expression of the scalar electric potential, a three-layer-parallel-medium mode, that is air-seawater-seabed, is

simulated in laboratory, and the scalar electric potentials in the space of seawater and in the space of seabed are measured respectively.

Some theoretical analyses are performed and the results of the analyses are in accordance with the experimental measurements, so the

correctness of the solution is validated. The research results provide a theoretical base for the actual application such as modeling and

characteristic analysis of electric field whose basic simulator is the static electric dipole.

Keywords: secondary equivalent method, three-layer-parallel-medium mode, static electric dipole, mirror image
method
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