
� � � � Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 5 (2012) 050501

������������������������������������������*

���†

( ������������, �� 721016 )

( 2011 � 6 � 21 ���; 2011 � 7 � 4 ������ )

������������������	�. �
������������������ Fokker-Planck

��, ����������������. ���������, ��������������. ����: �
�������������������, ����; ��������, ����������������
�������.���������������.

���: ����, ��, ������, ��

PACS: 05.40.−a, 02.50.Ey

1 � �

����, �������	�������
��, �����������			�. ���
�	
�����	����������	
��	��. ���������������
����	���������������: �
�������������, ��������
���
�������. Ohira � Milton[1] ��
�������������, ���
����
����������
�����. �
[2,3]�
����: �����������	����,

��	���	����
��������, 

���������
�
���, �����
	���. ��	���������	����
��
, ��	�
������������	
�������, �
��������	�

�����, ���, 	�����������.

Masoller[4] ����������������
	
���, �������������. Huber

� Tsimzing[5] ���������������
���������������������
	����, ����: 	����������
����	
������	�. Piwonski � [6]

���������	
����������

�������; ��������������
�
	����, ������������	
�

 [7]. �������, �����	�	.

�� SS-model �������, Ying � Huang �
�����������	������ [8], �
������������, ���������
	����	������. �������	�
��������	������ [9,10]; ��
�����	�������� Brown 
��
����	� [11]; ��������	����


��	�������������� [12].

�������������	������, �
����	������������

, �
�������
��

 [13]. �
[14]���
���������
�������	��	
��������, ��� Logistic ������
	�, ���������������
�,

�

���. �
[15]���������
�������	�, �����������
��	����, �����. �������
���������
��������	�
���	�, ���������������,

�����
�.

��������
�������, ���
�
�����������������, �

* 
���	�� (�	�: 11047146)��	��	�� (�	�: 2010JQ1014)��	����	�� (�	�: 09JK331) �
�������	�� (�	�: ZK11053) 
��
�.

† E-mail: cjwangbj@126.com

c© 2012 ������������������ Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

050501-1



� � � � Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 5 (2012) 050501

��
����������	�	����. �
������������	������, �
���������������������.

��������������������
��.

��, ����������	������
������. �����������, ���
�������. �
[16,17]��������	
����, �	���, ��� Gauss �����
�������, �������������
��
������, �����������
�. �
[18,19]����	����������,

������	��������, ����
����. �
[20—23]���
����� (
�
�) ��������, ����	������
	���. � Gauss 
�����������
��� [24], ����, ������������
���, �������. �������	��
�����������������, 	��
�����
���. �
, ������
��
��������	�, ������	�. ��
�������������������	�
��, ��������	���. ��, ��
����������������
���, �
���
�����. ��	���������
�, ����������������. ��, �
����������������	�
�

���, ��
��������.

����
�������������, �
������ Fokker-Planck ��, �������
��������. ���������, ���
�����������.

2 ����������

�������, ������� A � B �
�	���, ��� A � B �����
� NA

� NB, ������ N 
�
� (� NA + NB =
N = 
�), 	 NA � NB ���� x � 1 − x:

x =
NA

N
, 1 − x =

NB

N
, (1)

x 	� [0,1] �����, �
 Δt ���	���
������, �� A, B ����	�����
���. ��� A → B � B → A �����

� mAΔt � mBΔt, ��	�������� x(t)

���

x(t + Δt) − x(t)

= − mAΔtx(t) + mBΔt[1 − x(t)]. (2)

����, ��	����, 	��������
	�����

NA(t + Δt) = ωANA(t),

NB(t + Δt) = ωBNB − (t), (3)

��,

ωA = 1 +
St

2
, ωB = 1 − St

2
. (4)

St = μΔt �����. ��, ��������	
� x(t) ����

x(t + Δt) − x(t)

=

(
1 +

St

2

)
x(t)(

1 +
St

2

)
x(t) +

(
1 − St

2

)
(1 − x(t))

=
Stx(t)[1 − x(t)]

1 − St

2
+ Stx(t)

. (5)

���� (2) � (5)�, �� Δt → 0, �� x(t) �
���

dx

dt
= β − αx + μx(1 − x), (6)

��, β = mB, α = mA + mB. �� mA � mB �
����, 	�� mA + mB = 1. μ
����
�, μ = 1 ����������� A, μ = −1 �
���������� B, μ = 0, �������
�� A �� B ���
���.

����������������
�

dx

dt
= β − x + μx(1 − x), (7)

�� 0 � x � 1.

��
�
, �
��� (7) ����

����� β � μ, 
��� [0,1] �������
��
��

x̄ =
μ − 1 +

√
(μ − 1)2 + 4βμ

2μ
. (8)

�� (7) ����

U (x) = −βx +
1
2
(1 − μ)x2 +

μ

3
x3, (9)

������ x̄ 
���
�. �����
��
��, ������	������
.
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����	����, ������ St = μΔt �
�����, �������	������� μ,

�� μ → μ + ε(t). ��, �����������
�������
���, ����������
����, ������
�����. ����
������ A ���������, ��� (7)

����� x(t − τ). �������, ��
�
�� (7) ����, ������������:

dx(t)
dt

=β − x(t − τ) + μx(t)(1 − x(t))

+ x(t)(1 − x(t))ε(t), (10)

��, ε(t)
 Gauss ���, ������ 〈ε(t)〉 =
0, 〈ε(t)ε(t′)〉 = 2Dδ(t − t′), D
�� Gauss ���
�, τ 
����.

3 ������

� xτ 	� x(t − τ), �� (10) �����
dx(t)

dt
=β − xτ + μx(t)(1 − x(t))

+ x(t)(1 − x(t))ε(t). (11)

�������� [25,26], ������ (11) ��
��������

dx(t)
dt

= h(x, xτ) + G(x)Γ (t), (12)

� � Γ (t) � Gauss � ��, � � � � � �
� 〈Γ (t)Γ (t′)〉 = 2δ(t − t′).

h(x, xτ) = β − xτ + μx(1 − x), (13)

G(x) =
√

Dx2(1 − x)2. (14)

����
������ [27−29], ������
�� (12) ������

dx(t)
dt

= ha(x, xτ ) + Ga(x, xτ)Γ (t), (15)

��
ha(x, xτ ) = h(x, x)C(x, τ), (16)

Ga(x, xτ) = G(x)C(x, τ), (17)

h(x, x) = β − x + μx(1 − x), (18)

C(x, τ) = 1 − ∂

∂xτ
h(x, xτ )|xτ=x = 1 + τ. (19)

������� (10) ����� Fokker-

Planck ��:

∂P (x, t)
∂t

= − ∂

∂x
A(x)P (x, t) +

∂2

∂x2
B(x)P (x, t),

(20)

A(x) = ha(x, xτ ) − Ga(x, xτ )
dGa(x, xτ)

dx
, (21)

B(x) = [Ga(x, xτ )]2. (22)

�� x ��� A ��������, � [0,1]

�����, ����� [0,1] �, �
����
��� (20), �����
��������

Pst(x) = NB(x)−1 exp
[ ∫ x A(x′)

B(x′)
dx′

]
, (23)

�� N ����
�. �	�������, �
� β = 1/2, ���������������

Pst(x) =NB(x)−
1
2 exp

{
− 1

D(1 + τ)

×
[ 1
2x(1 − x)

− μ ln
(1 − x

x

)]}
. (24)

���� Pst(x) ���, 	�� (23) ���

Pst(x) =NB(x)−1 exp
[ ∫ x A(x′)

B(x′)
dx′

]
=N exp[−UEF(x)], (25)

UEF(x)
������,

UEF(x) = lnB(x) −
∫ x A(x′)

B(x′)
)dx′, (26)

���� UEF(x) �����, �����:

dUEF(x)
dx

=(1 + τ)
(1

2
− x + μx(1 − x)

)
− (1 + τ)2Dx(1 − x)(1 − 2x)

=0. (27)

� � � � (27) � � � � Pst(x) � � � � �.

� μ − D �� μ − τ �����������
���:

A(μ2)2 + B(μ2) + C = 0, (28)

���� A, B, C ��� (27) ��:

A = − 3(1 + τ)4,

B = − 3(1 + τ)4 + 6(1 + τ)6D2 + 30(1 + τ)5D,

C = − 36(1 + τ)6D2 − 3(1 + τ)8D4

+ 24(1 + τ)5D + 18(1 + τ)7D3. (29)

����� μ(D, τ) �������� (28) ��:

μ(D, τ) = ±
√

−B +
√

B2 − 4AC

2A
. (30)

���� (30), ����� (μ, τ) � (μ, D) �
��������, �� 1 �� 2 ��. �� 1 �
� 2 �����, ������	������
���. �������	������, ��,

Pst(x) ��������; �������	�
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�����, ��, Pst(x) ��������. 	
�������, �
��� (10) ��� x = 1/2
����
�. ��, �����������, �
�	���������������, ���
������� D = 2. � D < 2�, �����
������, �	, � D > 2�, �������
��� [16].

a

D
/
1�
5

D
/
2�
0

D
/
2�
5

0

0

μ

0.4

0.4-0.4

0.8

0.8-0.8

1.2

τ

1.6

2.0

� 1 ���� (30) ���� (μ, τ) ������ �
�
�� D = 1.5, D = 2.0, D = 2.5 �������. ����
��	��� (μ, τ) ������, �������	���
���, ��, Pst(x) ��������; �������	
������, ��, Pst(x) ��������. � a ���
� (μ = 0, τ = 0.34).

�� 1 �����, ���� τ �����
������������, ����. �, �
� D = 1.5 ������, ����������
� τ = 0.34(� 1 a �), � τ < 0.34�, �����
������. �	, � τ > 0.34�, ������
����. �
� D = 2�, ���������
�� τ = 0. ����, τ ���������
����������. D = 2.5�, �����

����, τ ������������, ��
�����. �� D ��, �����

, ��
�����. ��������� D ��, ���
��, 	��������
�����	 D��.

�� 2 �����, ��� τ = 0 �, ��
�������, �����������
. �
�����, �������������,

������������. � 2 ���� τ �= 0
���, �	���������, ������
�	������, �������	�����
�. ��, �� τ ��, �����

, ���
����, ����	��� [19]. ������
��� τ ��, 
� b(μ = 0, D = 2) �����
�����. �: � τ = 0, 
� b(μ = 0, D = 2)
� Pst(x) ������. ��, � τ = 0.5, 


� b(μ = 0, D = 2) � Pst(x) �����, 	�
� x = 1/2 ��. ������: �������
���; 	��������
������	 τ

��.

0
0
μ

τ=0
τ=

0.5

τ=
0.9

0.4-0.4 0.8-0.8

1.0

D

b

2.0

3.0

� 2 ���� (30) ���� (μ, D) ������ �
�
�� τ = 0, τ = 0.5, τ = 0.9 �������. ������	
��� (μ, D) ������, �������	������,

��, Pst(x) ��������; �������	����
��, ��, Pst(x) ��������. � b ���� (μ = 0,

D = 2)

����
, ��������
���
���
���, ��������������
���.

�����������, ���� (24) ��
����� τ �	����, ������ Pst(x)
�� x ���, �� 3(a) ��. � 3(b) �����
�� (10) ���������. �� 3 ���, �
����� τ ��, Pst(x) ���������
���, ��������������, � 3 �
�� 1D = 1.5 ������. � τ = 0.1�, Pst(x)
������, �����������. � τ 
�� 0.34 (���)�, Pst(x) �������. �
� τ = 0.9 ����� 0.34, Pst(x) ������,

�����������. �����
, � 3 �,

�������� D = 1.5 
�������
�� D = 2, ��
�, ����, ������
������. ��, ������ τ �����
��, ������, �������
����
����.

�������������������
	������������
������
���. ����, ��������. ����
	���������. � τ = 0.1�, Pst(x) �
�����, ������������ A �� B

���
���, ��������������

�
�
�. ������ τ ��, Pst(x) �
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����������, 	���� x = 1/2 ��.

������, ���������, ���
� x = 0, ���� x = 1. ���	������
� A ���� B ������. ���� τ �
��, ��	�
� x = 1/2 ��
�, AB ���

����	�, ����������. ����
�, ��������������	����.

��, ������������������
�������. ��
�, ���� τ ����
����.

0 0.2 0.60.4

x

0.8 1.0 0 0.2 0.60.4

x

0.8 1.0

0

0.4

0.8

1.2

1.6

0

0.4

P
st
↼x
↽

P
st
↼x
↽

0.8

1.2

1.6
(a) (b)

τ=0.10
τ=0.10

τ=0.34

τ=0.34

τ=0.90

τ=0.90

� 3 ������ Pst(x) �� x ���, �� D = 1.5, μ = 0,τ = 0.1, 0.34, 0.9 (a) ���� (24) �������; (b) �
����� (10) ���������

4 � �

�������������������
�	�. �
����������������
�� Fokker-Planck ��, �����������
����. �����������������
, ����������������. ���
�����������, ����������

�. ������������, �����	�.

����: �����������������
���, ����; ��������, �����
������������������; ���
������������. ���������
������	�,
�����	���, ��
���	���
�������	�����
���������,
���������	.

[1] Ohira T, Milton J G 1995 Phys. Rev. E 52 3277

[2] Tsimring L, Pikovsky A 2001 Phys. Rev. Lett. 87 250602

[3] Houlihan J, Goulding D, Busch T, Masoller C, Huyet G 2004 Phys.

Rev. Lett. 92 050601

[4] Masoller C 2003 Phys. Rev. Lett. 90 020601

[5] Huber D, Tsimzing L 2003 Phys. Rev. Lett. 91 260601

[6] Piwonski T, Houlihan J, Busch T, Huyet G 2005 Phys. Rev. Lett.

95 040601

[7] Lin L, Yan Y, Mei D C 2010 Acta Phys. Sin. 59 2240 (in Chinese)

[��, ��, 
�� 2010 ���� 59 2240]

[8] Ying Y J, Huang Z Q 2001 Chin. Phys. Lett. 18 695

[9] Dhamala M, Jirsa V K, Ding M 2004 Phys. Rev. Lett. 92 028101

[10] Dhamala M, Jirsa V K, Ding M 2004 Phys. Rev. Lett. 92 074104

[11] Wu D, Zhu S 2006 Phys. Rev. E 73 051107

[12] Nie L R, Mei D C 2007 Eur. Phys. Lett. 79 20005

[13] Li J C, Mei D C 2008 Acta Phys. Sin. 57 6792 (in Chinese) [��
�, 
�� 2008 ���� 57 6792]

[14] Yang L J 2011 Acta Phys. Sin. 60 050502 (in Chinese) [���
2011 ���� 60 050502]

[15] Wang J Y, Zhu C L, Jia Y, Li J R 2006 Chin. Phys. Lett. 23 1398

[16] Hu G 1994 Stochastic Forces and Nonlinear Systems (Shanghai:

Shanghai Science and Technological Education Publishing House)

p163–168 (in Chinese) [�� 1994 ��������� (� 1

�) (��: ��	������) � 163—168 �]

050501-5



� � � � Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 5 (2012) 050501

[17] Horsthemke W, Lefever R 1984 Noise-Induced Transitions: The-

ory and Applications in Physics, Chemistry, and Biology (Berlin:

Springer-Verlag)

[18] Ai B Q, Chen W, Wang X J, Liu G T, Wen D H, Liu L G 2003

Commun. Theor. Phys. 39 765

[19] Zhang L, Cao L 2010 Chin. Phys. Lett. 27 060504

[20] Wang C J, Mei D C 2008 Chin. Phys. B 17 479

[21] Castro F, Sánchez A D, Wio H S 1995 Phys. Rev. Lett. 75 1691

[22] Soldatov A V 1993 Mod. Phys. Lett. B 7 1253

[23] Zhang X M, Ai B Q 2010 Eur. Phys. J. B 73 433

[24] Wio H S, Toral R 2004 Physica D 193 161

[25] Wu D J, Cao L, Ke S Z 1994 Phys. Rev. E 50 2496

[26] Cao L, Wu D J, Ke S Z 1995 Phys. Rev. E 52 3228

[27] Guillouzic S, L’Heureux I, Longtin A 1999 Phys. Rev. E 59 3970

[28] Guillouzic S, L’Heureux I, Longtin A 2000 Phys. Rev. E 61 4906

[29] Wu D, Zhu S Q 2007 Phys. Lett. A 363 202

Time-delay effect of a stochastic genotype
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Abstract

The time-delay effect of a genotype selection model driven by noise is investigated. The approximate delay Fokker-Planck

equation is obtained based on the small time delay method and the stochastic equivalent rule. The explicit expression of the steady state

probability distribution is derived, and the effect of the time delay on the steady sate properties of the genotype selection model driven

by noise is discussed. It is found that the time delay can induce the transition from monostable state to bistable state. The time delay is

helpful to select one type of genes from another type of mixing genes. The theoretical predictions are found to be in basic agreement

with numerical results.

Keywords: time delay, noise, genotype selection model, transition
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