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2 ����������

�������, ������� A � B �
�	���, ��� A � B �����
� NA

� NB, ������ N 
�
� (� NA + NB =
N = 
�), 	 NA � NB ���� x � 1 − x:

x =
NA

N
, 1 − x =

NB

N
, (1)

x 	� [0,1] �����, �
 Δt ���	���
������, �� A, B ����	�����
���. ��� A → B � B → A ����
�

� mAΔt � mBΔt, ��	�������� x(t)

���

x(t + Δt) − x(t)

= − mAΔtx(t) + mBΔt[1 − x(t)]. (2)

����, ��	����, 	��������
	�����

NA(t + Δt) = ωANA(t),

NB(t + Δt) = ωBNB − (t), (3)

��,

ωA = 1 +
St

2
, ωB = 1 − St

2
. (4)

St = μΔt �����. ��, ��������	
� x(t) ����

x(t + Δt) − x(t)

=

(
1 +

St

2

)
x(t)(

1 +
St

2

)
x(t) +

(
1 − St

2

)
(1 − x(t))

=
Stx(t)[1 − x(t)]

1 − St

2
+ Stx(t)

. (5)

���� (2) � (5)�, �� Δt → 0, �� x(t) �
���

dx

dt
= β − αx + μx(1 − x), (6)

��, β = mB, α = mA + mB. �� mA � mB �
����
, 	�� mA + mB = 1. μ
����
�, μ = 1 ����������� A, μ = −1 �
���������� B, μ = 0, �������
�� A �� B ���
���.



��
��������������
�

dx

dt
= β − x + μx(1 − x), (7)

�� 0 � x � 1.

��
�
, �
��� (7) �
���


����� β � μ, 
��� [0,1] �������
��
��

x̄ =
μ − 1 +

√
(μ − 1)2 + 4βμ

2μ
. (8)

�� (7) ����

U (x) = −βx +
1
2
(1 − μ)x2 +

μ

3
x3, (9)

������ x̄ 
���
�. �����
��
��, ������	��
����
.
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��������	����, ���
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����	����, ������ St = μΔt �
�����, �������	������� μ,

�� μ → μ + ε(t). ��, �����������
�������
���, ����������
����, ������
�����. ����
������ A ���������, ��� (7)

���
�� x(t − τ). �������, ��
�
�� (7) ����, ������������:

dx(t)
dt

=β − x(t − τ) + μx(t)(1 − x(t))

+ x(t)(1 − x(t))ε(t), (10)

��, ε(t)
 Gauss ���, ������ 〈ε(t)〉 =
0, 〈ε(t)ε(t′)〉 = 2Dδ(t − t′), D
�� Gauss ���
�
, τ 
����.

3 ������

� xτ 	� x(t − τ), �� (10) �����
dx(t)

dt
=β − xτ + μx(t)(1 − x(t))

+ x(t)(1 − x(t))ε(t). (11)

�������� [25,26], ������ (11) ��
��������

dx(t)
dt

= h(x, xτ) + G(x)Γ (t), (12)

� � Γ (t) � Gauss � ��, � � � � � �
� 〈Γ (t)Γ (t′)〉 = 2δ(t − t′).

h(x, xτ) = β − xτ + μx(1 − x), (13)

G(x) =
√

Dx2(1 − x)2. (14)

��
��
������ [27−29], ������
�� (12) ������

dx(t)
dt

= ha(x, xτ ) + Ga(x, xτ)Γ (t), (15)

��
ha(x, xτ ) = h(x, x)C(x, τ), (16)

Ga(x, xτ) = G(x)C(x, τ), (17)

h(x, x) = β − x + μx(1 − x), (18)

C(x, τ) = 1 − ∂

∂xτ
h(x, xτ )|xτ=x = 1 + τ. (19)


������� (10) ����� Fokker-

Planck ��:

∂P (x, t)
∂t

= − ∂

∂x
A(x)P (x, t) +

∂2

∂x2
B(x)P (x, t),

(20)

A(x) = ha(x, xτ ) − Ga(x, xτ )
dGa(x, xτ)

dx
, (21)

B(x) = [Ga(x, xτ )]2. (22)

�� x ��� A ��������, � [0,1]

�����, ����� [0,1] �, �
��
��
��� (20), �����
��������

Pst(x) = NB(x)−1 exp
[ ∫ x A(x′)

B(x′)
dx′

]
, (23)

�� N ����
�. �	������
�, �
� β = 1/2, ���������������

Pst(x) =NB(x)−
1
2 exp

{
− 1

D(1 + τ)

×
[ 1
2x(1 − x)

− μ ln
(1 − x

x

)]}
. (24)

���� Pst(x) ���, 	�� (23) ���

Pst(x) =NB(x)−1 exp
[ ∫ x A(x′)

B(x′)
dx′

]
=N exp[−UEF(x)], (25)

UEF(x)
������,

UEF(x) = lnB(x) −
∫ x A(x′)

B(x′)
)dx′, (26)

���� UEF(x) �����, �����:

dUEF(x)
dx

=(1 + τ)
(1

2
− x + μx(1 − x)

)
− (1 + τ)2Dx(1 − x)(1 − 2x)

=0. (27)

� � � � (27) � � � � Pst(x) � � � � �.

� μ − D �� μ − τ �����������
���:

A(μ2)2 + B(μ2) + C = 0, (28)

���� A, B, C ��� (27) ��:

A = − 3(1 + τ)4,

B = − 3(1 + τ)4 + 6(1 + τ)6D2 + 30(1 + τ)5D,

C = − 36(1 + τ)6D2 − 3(1 + τ)8D4

+ 24(1 + τ)5D + 18(1 + τ)7D3. (29)

����� μ(D, τ) �������� (28) ��:

μ(D, τ) = ±
√

−B +
√

B2 − 4AC

2A
. (30)

���� (30), ����� (μ, τ) � (μ, D) �
��������, �� 1 �� 2 ��. �� 1 �
� 2 �����, ������	������
���. �������	������, ��,

Pst(x) ������
��; �������	�
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�����, ��, Pst(x) ������
��. 	
�������, �
��� (10) ��� x = 1/2
����
�. ��, �����������, �
�	���������������, ���

������� D = 2. � D < 2�, �����
������, �	, � D > 2�, �������
��� [16].

a

D
/
1�
5

D
/
2�
0

D
/
2�
5

0

0

μ

0.4

0.4-0.4

0.8

0.8-0.8

1.2

τ

1.6

2.0

� 1 ���� (30) ���� (μ, τ) ������ �
�
�� D = 1.5, D = 2.0, D = 2.5 �������. ����
��	��� (μ, τ) ������, �������	���
���, ��, Pst(x) ������
��; �������	
������, ��, Pst(x) ������
��. � a ���
� (μ = 0, τ = 0.34).

�� 1 �����, ���� τ �����
������������, ����. 
�, �
� D = 1.5 ������, ����������
� τ = 0.34(� 1 a �), � τ < 0.34�, �����
������. �	, � τ > 0.34�, ������
����. �
� D = 2�, ���������
�� τ = 0. ����, τ �
�
�������
����������. D = 2.5�, �����

����, τ �
����
�������, ��
�����. �� D �
�, �����

, ��
�����. ��������� D ��, ���
��, 	��������
�����	 D��.

�� 2 �����, �
�� τ = 0 �, ��
�������, �����������
. �
�����
, �������
�����
�,

������������. � 2 ���� τ �= 0
���, �	���������, ������
�	������, �������	�����
�. ��, �� τ �
�, �����

, ���
����, ����	�
�� [19]. ������
��� τ ��, 
� b(μ = 0, D = 2) �����
�����. 
�: � τ = 0, 
� b(μ = 0, D = 2)
� Pst(x) ����
��. ��, � τ = 0.5, 


� b(μ = 0, D = 2) � Pst(x) ���
��, 	�
� x = 1/2 ��. ������: �������
���; 	��������
������	 τ

��.

0
0
μ

τ=0
τ=

0.5

τ=
0.9

0.4-0.4 0.8-0.8

1.0

D

b

2.0

3.0

� 2 ���� (30) ���� (μ, D) ������ �
�
�� τ = 0, τ = 0.5, τ = 0.9 �������. ������	
��� (μ, D) ������, �������	������,

��, Pst(x) ������
��; �������	����
��, ��, Pst(x) ������
��. � b ���� (μ = 0,

D = 2)



����
, ��������
���
���
���, ��������������
���.

�����������, ���� (24) ��
����� τ �	����, ������ Pst(x)
�� x ���, �� 3(a) ��. � 3(b) �����
�� (10) ���������. �� 3 ���, �
����� τ �
�, Pst(x) ���������
���, ��������������, � 3 �
�� 1D = 1.5 ������. � τ = 0.1�, Pst(x)
������, �����������. � τ 

�� 0.34 (���)�, Pst(x) �������. �
� τ = 0.9 ����� 0.34, Pst(x) ������,

�����������. �����
, � 3 �,

��������
 D = 1.5 
�������
�� D = 2, ��
�, �
���, ������
������. ��, ������ τ �����
��, ������, �������
����
����.

�������������������
	������
������
������
���. 
����, ��������. ����
	���������
. � τ = 0.1�, Pst(x) �
�����, ������������ A �� B

���
���, ��������������

�
�
�. ������ τ �
�, Pst(x) �
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����������, 	���� x = 1/2 ��.

��

����, ���������, ���
� x = 0, ���� x = 1. ���	������
� A ���� B �����
�. ���� τ �
��, ��	�
� x = 1/2 ��
�, AB ���

����	�, ����������. ����

�, ��������������	����.

��, �
�����������������
�������. ��
�, ���� τ ����
����.

0 0.2 0.60.4

x

0.8 1.0 0 0.2 0.60.4

x

0.8 1.0

0

0.4

0.8

1.2

1.6

0

0.4

P
st
↼x
↽

P
st
↼x
↽

0.8

1.2

1.6
(a) (b)

τ=0.10
τ=0.10

τ=0.34

τ=0.34

τ=0.90

τ=0.90

� 3 ������ Pst(x) �� x ���, �� D = 1.5, μ = 0,τ = 0.1, 0.34, 0.9 (a) ���� (24) �������; (b) �
����� (10) ���������

4 � �

�������������������
�	�. �
����������������
�� Fokker-Planck ��, �����������
����. �����������������

, ����������������. ���
�����������, ����������

�. ������������, �����	�.

����: �����������������
���, ����; ��������, �����
������������������; ���
������������. ���������
������	�,
�����	���, ��
���	���
�������	�����
���������,
�������
��	.
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Abstract

The time-delay effect of a genotype selection model driven by noise is investigated. The approximate delay Fokker-Planck

equation is obtained based on the small time delay method and the stochastic equivalent rule. The explicit expression of the steady state

probability distribution is derived, and the effect of the time delay on the steady sate properties of the genotype selection model driven

by noise is discussed. It is found that the time delay can induce the transition from monostable state to bistable state. The time delay is

helpful to select one type of genes from another type of mixing genes. The theoretical predictions are found to be in basic agreement

with numerical results.
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