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1 � �

���������������, ����
�������������������. �
�[1—4]� Jacobi��	���	�����	�
����	, ��������� KdV ���

���� KdV �������������	�
���������:

ut + [σ(t) + μ(t)x]ux + α(t)uux

+ β(t)uxxx + ν(t)u = 0, (1)

ut + 2δ(t)u + [λ(t) + δ(t)x]ux

− 3dγ(t)uux + γ(t)uxxx = 0, (2)

�� α(t), β(t), γ(t), λ(t), δ(t), μ(t), ν(t), σ(t) � t

���	�, d �����.


 � � � � KdV � � (2) � � � � � �
� KdV �� (1) �����. 
 ν(t) = 2δ(t),
α(t) = −3dγ(t), β(t) = γ(t), σ(t) = λ(t), μ(t) =
δ(t) �, �� (1) ����� (2). 
�
���
� KdV �� (2) ��������	� KdV �
� [5−7]�� KdV �� [7] �����	���	
	�� KdV �� [7]. ��, �������� KdV

��������������������.

ut = K0(t)[uxxx + 6uux] + 4K1(t)ux

− h(t)[2u + xux], (3)

ut +
1
2t

u + 6uux + uxxx = 0, (4)

ut + γ(t)u +
[
[c0 + γ(t)x]u

]
x

+ 6uux + uxxx = 0. (5)
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�������, ����	���������
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�� Bäcklund ��. ��	��, 
������
� Mathematica, ��������� KdV ���
����������. ������ Jacobi��
	����	����	����	�����
��	������������������
���������������. ���	��
���������������������.

2 ���������������
� Bäcklund ��

�����������	�����, ��
������������������� Ja-

cobi��	����	����	����	�

����	��������� [8−11]. ��
��������������������
� Bäcklund ��. ��������������
�����	�����������.

2.1 ���������������������������������

2.1.1 �������������
��������� (6) ������	�

�, ���
����������.(z(ξ)
dξ

)2

= a + bz2(ξ) + cz4(ξ), (6)

a b c z(ξ) ��
1 −1 − k2 k2 sn(ξ, k) (7)

1 − k2 2k2 − 1 −k2 cn(ξ, k) (8)

−1 + k2 2 − k2 −1 dn(ξ, k) (9)

2.1.2 ������������
� Jacobi��	����, ��������

��:

sn
(
ξ + 4K(k)

)
= sn(ξ, k),

cn
(
ξ + 4K(k)

)
= cn(ξ, k),

dn
(
ξ + 2K(k)

)
= dn(ξ, k), (10)

��

K(k) =
∫ π

2

0

1√
1 − k2 sin2 ϕ

dϕ

=
∫ 1

0

1√
(1 − x2)(1 − k2x2)

dx,

0 � k � 1.

������������������
����������������, ��	�
� (7)—(9) � Jacobi��	�����, ����
���������������.


 a = 1, b = −1 − k2, c = k2 �, �����
���� (6) ����:

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

sn(ξ, k), K(k) � ξ � 5K(k),

1, ��;
(11)

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

sn(ξ, k), −K(k) � ξ � 3K(k),

−1, ��;
(12)

z(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, ξ � K(k),

sn(ξ, k), K(k) � ξ � 3K(k),

−1, 3K(k) � ξ;

(13)

z(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−1, ξ � 3K(k),

sn(ξ, k), 3K(k) � ξ � 5K(k),

1, 5K(k) � ξ.

(14)


 a = 1 − k2, b = 2k2 − 1, c = −k2 �, ��
������� (6) ����:

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

cn(ξ, k), 0 � ξ � 4K(k),

1, ��;
(15)

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

cn(ξ, k), 2K(k) � ξ � 6K(k),

−1, ��;
(16)

z(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, ξ � 0,

cn(ξ, k), 0 � ξ � 2K(k),

−1, ξ � 2K(k);

(17)

z(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

−1, ξ � 2K(k),

cn(ξ, k), 2K(k) � ξ � 4K(k),

1, ξ � 4K(k).

(18)


 a = −1 + k2, b = 2 − k2, c = −1 �, ���
������ (6) ����:

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

dn(ξ, k), 0 � ξ � 2K(k),

1, ��;
(19)

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

dn(ξ, k), K(k) � ξ � 3K(k),
√

1 − k2, ��;
(20)
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z(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

√
1 − k2, ξ � K(k),

dn(ξ, k), K(k) � ξ � 2K(k),

1, ξ � 2K(k);

(21)

z(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1, ξ � 2K(k),

dn(ξ, k), 2K(k) � ξ � 3K(k),
√

1 − k2, ξ � 3K(k).

(22)


 a = 0 �, ��������� (6) ���
�:

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

[−b

c
sec2[(−b)

1
2 ξ]

] 1
2
, (b < 0, c > 0),

0, (b < 0, c > 0);

(23)

z(ξ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

[−b

c
sec2[(−b)

1
2 ξ]

] 1
2
, (b < 0, c > 0),

±
√

−b
c , (b < 0, c > 0);

(24)

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

[−b

c
csc2[(−b)

1
2 ξ]

] 1
2
, (b < 0, c > 0),

0, (b < 0, c > 0);

(25)

z(ξ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

[−b

c
csc2[(−b)

1
2 ξ]

] 1
2
, (b < 0, c > 0),

±
√

−b

c
, (b < 0, c > 0);

(26)

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

[−b

c
sech2[

√
bξ]

] 1
2
, (b > 0, c < 0),

0, (b > 0, c < 0);
(27)

z(ξ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

[−b

c
sech2[

√
bξ]

] 1
2
, (b > 0, c < 0),

±
√−b

c
, (b > 0, c < 0);

(28)

z(ξ) =

⎧⎨
⎩

[b

c
csch2[

√
bξ]

] 1
2
, (b > 0, c > 0),

0, (b > 0, c > 0);
(29)

z(ξ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

[b

c
csch2[

√
bξ]

] 1
2
, (b > 0, c > 0),

±
√

−b

c
, (b > 0, c > 0).

(30)


 b2 − 4ac = 0 �, ��������� (6)
����:

z(ξ) =

√
b√
2c

tan
(√

b√
2
|ξ|

)
, (b > 0, c > 0), (31)

z(ξ) =

√−b
[
1 + exp(

√−2b|ξ|)]√
2c

[
1 − exp(

√−2b|ξ|)] , (b < 0, c > 0).

(32)


 a = b = 0 �, ��������� (6) ��
��:

z(ξ) =
1√
c|ξ| , (c > 0). (33)

2.2 ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� Bäcklund
������

��������� (6)���� (34), ��
���������� (35):

z2(ξ) = ρ(ξ), (34)

[ρ′(ξ)]2 = 4aρ(ξ) + 4bρ2(ξ) + 4cρ3(ξ). (35)

�� (34), (35) ���� [12] �	�����
������ (36) � Bäcklund ��, �����
�������� (6) � Bäcklund �� (��
�
�	� Bäcklund ��)(

z(ξ)
dξ

)2

= az(ξ) + bz2(ξ) + cz3(ξ). (36)

1) 	 zn−1(ξ) ���������� (6) �
�, 
�� zn(ξ) ���� (6) ��.

z2
n(ξ) = ∓ 2a + (b ±√

b2 − 4ac)z2
n−1(ξ)

±b +
√

b2 − 4ac ± 2cz2
n−1(ξ)

,

(n = 1, 2, · · · ), (37)

z2
n(ξ) =

{
a
[ − √

3A2 ∓ 9
(
z′n−1(ξ)

)2]}
×

{√
3A2(b −

√
b2 − 3ac)

+ 2
√

3A2cz
2
n−1(ξ)

± 3(b +
√

b2 − 3ac)
(
z′n−1(ξ)

)2
}−1

,

(n = 1, 2, · · · ), (38)

��

A2 =

√
1

16c2
[128b3 − 432abc + 2(16b2 − 48ac)

3
2 ].

2) 	 zn−1(ξ) ���������� (6) �
�, 
�� zn(ξ) ���� (6) �� (�� b2−4ac =
0):

zn(ξ) =
{
ib[S + Lz2

n−1(ξ)]
}{

b
√

SL

∓ ib

√
(−2Sc + bL)2

b2
zn−1(ξ)

+ 2c
√

SLz2
n−1(ξ)

}−1

,
(
SL < 0,

060201-3



� � � � Acta Phys. Sin. Vol. 61, No. 6 (2012) 060201

b2 − 4ac = 0, n = 1, 2, · · · ), (39)

zn(ξ) =
{
ib[S + Lz2

n−1(ξ)]
}{

b
√

SL

∓ ib

√
(−2Sc + bL)2

b2
zn−1(ξ)

− 2c
√

SLz2
n−1(ξ)

}−1

,
(
SL < 0,

b2 − 4ac = 0, n = 1, 2, · · · ). (40)

3) 	 zn−1(ξ) ���������� (6) �
�, 
�� zn(ξ) ���� (6) �� (�� a = 0):

z2
n(ξ) =

−bz2
n−1(ξ)

b + cz2
n−1(ξ)

, (a = 0, n = 1, 2, · · · ), (41)

z2
n(ξ) =

−2
√

3A1cz
2
n−1(ξ) ± 6b[z′n−1(ξ)]2

c
[√

3A1 ∓ 9[z′n−1(ξ)]2
] ,

(
a = 0, b > 0, A1 = 4

√
b3

c2
, n = 1, 2, · · ·

)
, (42)

z2
n(ξ) =

−8b
√

3A1 − 2
√

3A1cz
2
n−1(ξ)

4c
[√

3A1 ∓ 9[z′n−1(ξ)]2
] ,

(
a = 0, b < 0, A1 = 4

√
b3

c2
, n = 1, 2, · · ·

)
. (43)

4) 	 zn−1(ξ) ���������� (6) �
�, 
�� zn(ξ) ���� (6) �� (�� a = b =
0, 
� c ���������):

zn(ξ) =
d[−√

cz2
n−1(ξ) + z′n−1(ξ)]

p + zn−1(ξ)[q + rzn−1(ξ)] + mz′n−1(ξ)
,

(n = 1, 2, · · · ), (44)

zn(ξ) =
(d −√

c ∓ q)z2
n−1(ξ) + dz′n−1(ξ)

qzn−1(ξ) + rz2
n−1(ξ) + mz′n−1(ξ)

,

(n = 1, 2, · · · ), (45)

zn(ξ) =
{
B
√

c
[
Bzn−1(ξ) + Cz2

n−1(ξ) + dz′n−1(ξ)
]}

×
{
B
√

c
[ ± B + [q + rzn−1(ξ)]zn−1(ξ)

]
∓ [

(C + d
√

c)(C + d
√

c − q)

+ Br
]
z′n−1(ξ)

}−1

,

(n = 1, 2, · · · ). (46)

��� Bäcklund �� (44)—(46) � d, m, p, q, r, B, C

��
�������.

3 ����

� 
 	 � � � � � � � � � � � � � �

� (� (1 + 1) �������������):

H(u, ux, ut, uxx, uxt, utt, · · · ) = 0, (47)

�����(47)�
��������� (���):

u(x, t) =u(ξ) = F
(
z(ξ),

z′(ξ)
)

=F [z
(
p(t)x + q(t)

)
, z′

(
p(t)x + q(t)

)
], (48)

�� F
(
z(ξ), z′(ξ)

)
�� z(ξ) � z′(ξ) ����	

	�
�������; z(ξ) � z′(ξ) 	���
������ (6) ���; F

(
z(ξ), z′(ξ)

)
� z(ξ)

� z′(ξ) ����� p(t), q(t) � t �	�	�.

� (6), (48) � � � 
 � (47) �,

� xlzj(ξ)
(
z′(ξ)

)i
(i = 0, 1, l = 0, 1, j = 0, 1, 2, · · · )

������������ p(t), q(t) � (48) ��
�����������	���	, �����
�� Mathematica ���	���	��. ���
�	���	�, ������������ (6)

��
��� Bäcklund �����������
��
� (48) �, �������������
� (47) ������������������
��������������.

4 ������ KdV �������
������

���������� KdV �������
���������������������
������. ��������� KdV ���

���������� (���):

u(x, t) = u(ξ) = g(t) + f(t)z2
(
p(t)x + q(t)

)
. (49)

� (6), (49) �
� (1) �	� zj(ξ)(j = 0, 2);
z′(ξ)xz(ξ), z′(ξ)zl(ξ)(l = 1, 3) ��������
�� g(t), f(t), p(t), q(t) ����������	
���	, 
������� Mathematica ���
��	����:

g(t) =f(t)

= −
∫

ν(t)dt, α(t)f(t) + 12cp2(t)β(t) = 0,

p(t) = −
∫

μ(t)dt, q(t)

= −
∫

[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t)

+ p(t)σ(t)]dt; (50)

g(t) =f(t)
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= −
∫

ν(t)dt, α(t)f(t) + 12cp2(t)β(t)

= 0, a = 0,

p(t) = −
∫

μ(t)dt,

q(t) = −
∫

[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t)

+ p(t)σ(t)]dt; (51)

g(t) =f(t) = −
∫

ν(t)dt,

α(t)f(t) + 12cp2(t)β(t) = 0,

a = b = 0,

p(t) = −
∫

μ(t)dt,

q(t) = −
∫

[g(t)p(t)α(t) + p(t)σ(t)]dt; (52)

g(t) =f(t) = −
∫

ν(t)dt,

α(t)f(t) + 12cp2(t)β(t) = 0,

b2 − 4ac = 0,

p(t) = −
∫

μ(t)dt,

q(t) = −
∫

[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t)

+ p(t)σ(t)]dt. (53)

� (50)—(53) �
� (49) ��������
�� KdV �� (1) ���
���:

u(x, t) = −
[
1 + z2

(
− x

∫
μ(t)dt

−
∫

[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t)

+ p(t)σ(t)]dt

)]∫
ν(t)dt, (54)

u(x, t) = −
[
1 + z2

(
− x

∫
μ(t)dt

−
∫

[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t)

+ p(t)σ(t)]dt

)] ∫
ν(t)dt, (a = 0), (55)

u(x, t) = −
[
1 + z2

(
− x

∫
μ(t)dt

−
∫

[g(t)p(t)α(t) + p(t)σ(t)]dt

)]

×
∫

ν(t)dt, (a = b = 0), (56)

u(x, t) = −
[
1 + z2

(
− x

∫
μ(t)dt

−
∫

[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t)

+ p(t)σ(t)]dt

)] ∫
ν(t)dt,

(b2 − 4ac = 0). (57)


 � � � ��� � � � � � � 
 � �
� Bäcklund ��, ��������������
	��������. ����
� (54)—(57) �
��������� KdV ����������
���.

4.1 ������������������ KdV ���������������������
������������������

4.1.1 ���������������
�����������	��� Bäcklund

�� (38) ���������, 
� (54) ���
������� KdV ����� Jacobi��	�
�����������:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

a
[
−√

3A2 ∓ 9
(
z′n−1(ξ)

)2
]

√
3A2(b −

√
b2 − 3ac) + 2

√
3A2cz2

n−1(ξ) ± 3(b +
√

b2 − 3ac)
(
z′n−1(ξ)

)2 ,

z0(ξ) =

√
N2(k2 − 1) + M 2

M 2 + N2k2
+ cn(ξ, k)

Msn(ξ, k) + Ndn(ξ, k)
,
(
a =

1
4(M 2 + N2k2)

, b =
1
2
−k2, c =

1
4
(M 2+N2k2)

)
,

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt.

(58)

Bäcklund �� (58) �
�������� KdV ��� Jacobi��	������������, �
� M, N ��
�������.
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4.1.2 ���������������

��	�
��	�� Jacobi��	������. 
 k = 1 �, Bäcklund �� (58) �������
� KdV �������	������������:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

a
[ −√

3A2 ∓ 9
(
z′n−1(ξ)

)2]
√

3A2(b −
√

b2 − 3ac) + 2
√

3A2cz
2
n−1(ξ) ± 3(b +

√
b2 − 3ac)

(
z′n−1(ξ)

)2 ,

z0(ξ) =

√
M 2

M 2 + N2
+ sech(ξ)

M tanh(ξ) + N sech(ξ)
,

(
a =

1
4(M 2 + N2)

, b = −1
2
, c =

1
4
(M 2 + N2)

)
,

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt.

(59)

�� M, N ��
�������.

4.1.3 ���������������

k = 0 �, Bäcklund �� (58) �������� KdV �������	������������:
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

a
[ −√

3A2 ∓ 9
(
z′n−1(ξ)

)2]
√

3A2(b −
√

b2 − 3ac) + 2
√

3A2cz2
n−1(ξ) ± 3(b +

√
b2 − 3ac)

(
z′n−1(ξ)

)2 ,

z0(ξ) =

√
M 2 − N2

M 2
+ cos(ξ)

M sin(ξ) + N
,

(
a =

1
4M 2

, b =
1
2
, c =

M 2

4
, M 2 − N2 > 0

)
,

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt.

(60)

�� M, N ��
�������.

4.2 ������������������ KdV ���������������������������������������

4.2.1 ���������������
�����������	�� (32) � Bäcklund �� (39) ���������, 
� (57) ����

������ KdV �������	������������:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2(ξ)]
∫

ν(t)dt, (b2 = 4ac, n = 1, 2, · · · ),

zn(ξ) =
ib[S + Lz2

n−1(ξ)]

b
√

SL ∓ ib

√
(−2Sc + bL)2

b2
zn−1(ξ) + 2c

√
SLz2

n−1(ξ)

, (SL < 0, b2 − 4ac = 0),

z0(ξ) =

√−b
[
1 + exp(

√−2b|ξ|)]√
2c

[
1 − exp(

√−2b|ξ|)] , (b < 0, c > 0),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt.

(61)
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4.2.2 ���������������
�����������	�� (31) � Bäcklund �� (39) ��������, 
� (57) �����

����� KdV �������	������������:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2(ξ)]
∫

ν(t)dt, (b2 = 4ac, n = 1, 2, · · · ),

zn(ξ) =
ib[S + Lz2

n−1(ξ)]

b
√

SL ∓ ib

√
(−2Sc + bL)2

b2
zn−1(ξ) + 2c

√
SLz2

n−1(ξ)

, (SL < 0, b2 − 4ac = 0),

z0(ξ) =

√
b√
2c

tan
(√

b√
2
|ξ|

)
, (b > 0, c > 0),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt.

(62)

4.2.3 ���������������
�����������	�� (33) � Bäcklund �� (44) ��������, 
� (56) �����

����� KdV �������	������������:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2(ξ)]
∫

ν(t)dt, (a = b = 0, n = 1, 2, · · · ),

zn(ξ) =
d[−√

cz2
n−1(ξ) + z′n−1(ξ)]

p + zn−1(ξ)[q + rzn−1(ξ)] + mz′n−1(ξ)
, (a = b = 0, n = 1, 2, · · · ),

z0(ξ) =
1√
c|ξ| , (a = b = 0, c > 0),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + p(t)σ(t)]dt.

(63)

4.3 ������������������ KdV ������������������������������������

4.3.1 Jacobi ��������������
�����������	�� (11)—(14) � Bäcklund �� (38) ��������, ��
� (54) �

��������� KdV ����� Jacobi��	�������������:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

a
[ −√

3A2 ∓ 9
(
z′n−1(ξ)

)2]
√

3A2(b −
√

b2 − 3ac) + 2
√

3A2cz2
n−1(ξ) ± 3(b +

√
b2 − 3ac)

(
z′n−1(ξ)

)2 ,

z0(ξ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

sn(ξ, k), K(k) � ξ � 5K(k),

1, ��,

(a = 1, b = −(1 + k2), c = k2),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt;

(64)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

a
[ −√

3A2 ∓ 9
(
z′n−1(ξ)

)2]
√

3A2(b −
√

b2 − 3ac) + 2
√

3A2cz2
n−1(ξ) ± 3(b +

√
b2 − 3ac)

(
z′n−1(ξ)

)2 ,

z0(ξ) =

⎧⎨
⎩

sn(ξ, k), −K(k) � ξ � 3K(k),

−1, ��,
(a = 1, b = −(1 + k2), c = k2),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt;

(65)
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

a
[ −√

3A2 ∓ 9
(
z′n−1(ξ)

)2]
√

3A2(b −
√

b2 − 3ac) + 2
√

3A2cz2
n−1(ξ) ± 3(b +

√
b2 − 3ac)

(
z′n−1(ξ)

)2 ,

z0(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1, ξ � K(k),

sn(ξ, k), K(k) � ξ � 3K(k),

−1, 3K(k) � ξ,

(a = 1, b = −(1 + k2), c = k2),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt;

(66)

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

a
[ −√

3A2 ∓ 9
(
z′n−1(ξ)

)2]
√

3A2(b −
√

b2 − 3ac) + 2
√

3A2cz2
n−1(ξ) ± 3(b +

√
b2 − 3ac)

(
z′n−1(ξ)

)2 ,

z0(ξ) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1, ξ � 3K(k),

sn(ξ, k), 3K(k) � ξ � 5K(k),

1, 5K(k) � ξ,

(a = 1, b = −(1 + k2), c = k2),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt;

(67)

��

A2 =

√
1

16c2
[128b3 − 432abc + 2(16b2 − 48ac) 3

2 ].

4.3.2 ��������������

�����������	�� (30) � Bäcklund �� (42) ��������, 
� (55) �����
����� KdV �������	�����������:

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (a = 0, n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

−2
√

3A1cz
2
n−1(ξ) ± 6b[z′n−1(ξ)]2

c
[√

3A1 ∓ 9[z′n−1(ξ)]2
] ,

(
a = 0, b > 0, A1 = 4

√
b3

c2
, n = 1, 2, · · ·

)
,

z0(ξ) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

[b

c
csch2[(b)

1
2 ξ]

] 1
2
, (b > 0, c > 0),

±
√

−b

c
, (b > 0, c > 0),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt.

(68)

4.3.3 ��������������

�����������	�� (26) � Bäcklund �� (43) ��������, 
� (55) �����
����� KdV �������	�����������:
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

un(x, t) = −[1 + z2
n(ξ)]

∫
ν(t)dt, (a = 0, n = 1, 2, · · · ),

z2
n(ξ) =

−8b
√

3A1 − 2
√

3A1cz
2
n−1(ξ)

4c
[√

3A1 ∓ 9[z′n−1(ξ)]2
] ,

(
a = 0, b < 0, A1 = 4

√
b3

c2
, n = 1, 2, · · ·

)
,

z0(ξ) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

[−b

c
csc2[(−b)

1
2 ξ]

] 1
2
, (b < 0, c > 0),

±
√

−b

c
, (b < 0, c > 0),

ξ = −x

∫
μ(t)dt −

∫
[g(t)p(t)α(t) + 4bp3(t)β(t) + p(t)σ(t)]dt.

(69)

5 � �

1993 �, Camassa � Holm 	�� CH ��, 	������������ [13]. 1993 �, Rosenau

� Hyman �


������	�, 	���
� K(m, n) ��, 	�������� [14]. ����
��������������������������
��
. ����	, 
�	��	��
� CH-r ���
� DGH ��� Degasperis-Procesi ���B(m, n) ��� K(m, n, 1) ���
����
�������
����	������������� [15−21]:

u(x, t) = c exp(− | ξ |) = c exp(− | x − ct |); (70)

u(x, t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

4λ

3
cos2

(x − λt

4

)
,
∣∣∣x − λt

4

∣∣∣ � π
2

,

0,
∣∣∣x − λt

4

∣∣∣ >
π

2
;

(71)

u(x, t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

[ 2mv2

m + 1
cos2

(m − 1
2m

(x − vt)
)] 1

m−1
,
∣∣∣(m − 1)(x− vt)

2m

∣∣∣ � π
2

,

0,
∣∣∣(m − 1)(x− vt)

2m

∣∣∣ >
π

2
;

(72)

u(x, t) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

[ 2mv2

m + 1
sin2

(m − 1
2m

(x − vt)
)] 1

m−1
,
∣∣∣(m − 1)(x − vt)

2m

∣∣∣ � π
2

,

0,
∣∣∣(m − 1)(x − vt)

2m

∣∣∣ >
π

2
;

(73)

u(x, t) =

⎧⎨
⎩

16D − 1
12

sin2
(1

4
(x − Dt)

)
, 2nπ � 1

4
(x − Dt) � (2n + 1)π,

0, ��.
(74)

1973 ���, ��������������
�	��	����	. ������	����
		���	�����	�. ���		���
��	

�� [22−42]. �����������
��: 1) ���������������, ��
� CH-r ��� K(m, n) ���
�������
����	�������������, ��	
������������������; 2) ��
��	
�������������	���

������, �����������.

�������������������
�������������. ��, �����
���	���������	���, ���


����������, ����������
����� Bäcklund ��. �������Math-

ematica ����, ������� KdV ����
���, ������������������
����������������.
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Abstract

To construct a number of new infinite sequence exact solutions of nonlinear evolution equations and to study the two characteris-

tics of constructivity and mechanicalness of the first kind of elliptic equation, new types of solutions and the corresponding Bäcklund

transformation of the equation are presented. Then the second kind of KdV equation with variable coefficients is chosen as a practical

example and three kinds of new infinite sequence exact solutions are obtained with the help of symbolic computation system Math-

ematica, where are included the smooth soliton-like solutions, the infinite sequence peak soliton solutions, and the infinite sequence

compact soliton solutions. The method can be used to search for new infinite sequence exact solutions of other nonlinear evolution

equations with variable coefficients.
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