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1 � �

20 �� 50 �	, Hodgkin � Huxley[1] ��
����	������������ (HH �
�), 
�����������	����	�,

� Hassard � [2] ��������	� Hopf �
�, Guckenheimer � Oliva[3] ���������
�����	��������. ����� HH

��, FitzHugh � Nagumo[4] 
�������
��, 	��� Bohöffer-Van der Pol (BVP) ��
� FitzHugh-Nagumo ��. � Van der Pol ����,

BVP ���
������
��, ���	��
�����������. BVP ��������
������ [5], �����������	

��
��. 
� BVP �����
	���	
�����, � Rajasekar[6] 	�� BVP ���	
���������	�, Ramesh � Narayanan[7]

����		��� BVP �������, Ueta

� Kawakami[8] 
	��
��� BVP ����
����
���������, Wang � Feng[9]

���	����� BVP �������, Chimi

� Fotsin � [10] �����

� BVP ����
�
�. 
�, BVP ����������
�,�
���	
���� [11] �
	. �� BVP ��

����, �����
�
��, �����
���
���
��. �
	�
�����
�������
�, �	�
��������
��������

, 	����� BVP ��,

� Sekikawa � [12] �������������
� BVP ��, ����
����������
�
�; Shimizu � [13] 
���
���, ���
��

���� BVP ����, ������
�����	��������; Nishiuchi � [14]


����	, �������, ����� BVP

������� Neimark-Sacker ���
���
����.

�
��, �
����������� BVP

��������	���	������, 
�
�

	��
�
������
�, ����
��������
��������. ���,

���
�����������
�, 
���
�����	���������������
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������������� [15,16]. �����
�������, ��������������
�����

��, ����������

��
������� [17]. 
��������
�����
�������������
�
������������ [18]; �
�����
�����, ����������������
�� [19]; �����������������
� Hopf ������� (turning point bifurcation)

�
� [20]; Filippov ��� Floquet �����

������� [21]; �	��������	�
�������� (border collision bifurcations)[22],

Filippov �������� C- �� [23] �.

����
������
	������
�, ���

������
��
�����

	��
�������� [24]. 
�, ����
������

������
�, �����

�
���������
	, 
������
�������������������, ��

��������������������
��������������������.

���
� 1 ����� BVP ����, �
� Chua �����������������,

��������������, �������
�����������������, ����
���������
����	�, 
����
���������������
�.

� 1 (a) �� BVP ��; (b) ������������

2 �� BVP ��

�� BVP ���� (� 1a)
��	�	��
	����	������	��������,

����������� [14]

C
dv1

dt
= − i − g(v1), C

dv2

dt
= i − v2

r
,

L
di

dt
=v1 − v2. (1)

Nishiuchi � [14] ������������
������ g(v1) = −av1 − b tanh cv1 ����
���������. ���������, ��
���������	�, �� Chua 
�� [11],

Jerk �� [25] �, ��
	������. ����
�����������, ����������

g(v1) = −av1 − b(|1 + cv1| − |1 − cv1|)/2,

�� 1(b) ��. �� (1) ������	��

ẋ = − z + Ax + (|1 + Bx| − |1 − Bx|) /2,

ẏ =z − δy, ż = x − y, (2)

��

τ =
1√
LC

t, A = a

√
L

C
, B = bc

√
L

C
,

δ =
1
r

√
L

C
, x =

v1

b

√
C

L
, y =

v2

b

√
C

L
, z =

i

b
.



, �� (2) ���������, ������
����������

��, 
��

��
���������.

3 �����

�������������, �����
�� (2) �������� {(x, y, z)|x = xΣ =
±1/B}, 
������������	��:

D0 = {(x, y, z)||x| < 1/B}, D− = {(x, y, z)|x <

−1/B} � D+ = {(x, y, z)|x > 1/B}.

3.1 ������ D0 ������������������������������

��� D0 �, ������	��� E0 =
(0, 0, 0), ������	������

P0(λ) =λ3 + [δ − (A + B)]λ2 + [2 − (A + B)δ]λ

+ δ − (A + B). (3)

E0 ������

δ − (A + B) > 0, 1 − (A + B) δ > 0. (4)
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����������, 


δ − (A + B) = 0, 2 − (A + B)δ > 0 (5)

�
������, �
��������, �


1 − (A + B)δ = 0, δ − A − B > 0,

2 − Aδ − Bδ > 0, 2 (A + B) δ − δ2 − 1 �= 0 (6)

�
�� Hopf ��, �
��������, ��
����
�� Ω2

H = 2 − (A + B) δ.

3.2 ������ D± ������������������������������

��� D± �, �����	��� E± =(
± 1

δ − A
,± 1

δ − A
,± δ

δ − A

)
. ��
��, ���

���	���, ���

P± = λ3 + (δ − A)λ2 + (2 − Aδ)λ + δ − A. (7)

E± ������

δ − A > 0, 1 − Aδ > 0. (8)


��
��������, �

������
��, �	

δ − A = 0, 2 − Aδ > 0, (9)

��, E± 
������; �

�����
�
������, ��, E± ��
�� Hopf ��. �
��� Hopf ���	
����� [26]

δ − A > 0, (10)

(2 − Aδ) (δ − A) − (δ − A) = 0, (11)

2 − Aδ > 0, (12)

2Aδ − δ2 − 1 �= 0, (13)

��� Hopf �����
�� Ω2
H = 2 − Aδ.

4 ��������

���� L = 10[µH], C = 0.022[µF], δ = 1.2,

B = 0.65, � (4) � (8)���, 
 0 < A < 11/60
�, E0 � E± �
���; 
��������
��, ����������
�������
��; 
 A = 11/60 �, E0 ���� Hopf ��,

�
�
 E0 ������� PO0, ���
�
� Ω2

0 = 2− (A+B)δ = 1, � E± 

����, 	

 11/60 < A < 5/6�, �
 E0 �������
�������� E± ��. 

, �� A ��
,

PO0 ������
���
, ��������

� D0 ���, 
�
������������
��. 
 A = 5/6�, � E+ � E− �
�����
� λ1,2 = ±i � λ3 = −0.3667, 	 E± �
� Hopf

����, ���
���������
���
��� PO±, ����
�� Ω2

± = 2 − Aδ = 1.

��, �� A ����
, PO± �������
��, ��������� D± ����, �

�
����. 
�, 
 A = 0.7 ������
	
������, ��� E+ = (2.0, 2.0, 2.4)
� E− = (−2.0,−2.0,−2.4), ���	����
� E0 = (0, 0, 0), �� 2.

� 3 �� A = 0.835�����	
����
�, 
��� 1,�����	� A = 0.84���
��	
������
��� 0.797, ��� A

���, ���
�����.


 A ��� A = 0.8798�, �������
�������������� Hopf ��, �


���	����, � 4 ������	���
��������� Poincare 	��. 
����
����
	���
�� Ω = 0.785, 

��
	�����
�, � E± � Hopf ����. �

�
�� Ω = 0.742, 	����� Hopf ���

� (�������).

� 2 A = 0.7��	
�������
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� 3 A = 0.835�����	
�����

z

� 4 A = 0.8798� (a) 
������������; (b) Poincare ���

� 5 A = 0.88� (a) ��; (b)�����

�� A �����, �	��������
������������, �
��
����
	�, 
������
�	��������
����������� (� 5). 
������
����������, �����������
���
�����	���������, �
��������������. �
����
�����������, 
��������
	�������
�����. �������

� A < 0.8799 �
�����, 
�
�	���
�����������
������, ���
�������, 
��
������, 
��
�������.


 A ����, 
����
��, ����
�	
�������, � 6 ���
 A = 0.882
����	������������ Poincare

	��������. �����
����	

�� Ω = 0.742, �������������
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�� Hopf ���
� ΩH = 0.748, 
�
�

� 0.797, ���� A = 0.84�����
�.


�� A ����� A = 0.888 �, ���
���, ���
���� E± �������
� (� 7(a)), 
��������������

�, � A = 0.888075 ��� 2- ��� (� 7(b)),

� A = 0.888095 �� � 4- � � � (� 7(c)),

� A = 0.8881 ���������, ����
���� (� 7(d)), �������������
���
, ��� 3 �� (� (8)).

z

y

� 6 A = 0.882� (a) 
�����������; (b) Poincare ���; (c)�����

� 7 ��������
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� 8 A = 0.8882���� 3- �������������
��

����� � � � � � � �, � 
 � � �
� E± ��������� (� 7(d)), ����
��
����	
���
�	������
���� (� 9(a),(b)), ����
�������
	�, �
��
� (� 9(c)).

5 �������

�������������������
���, ��������
����, ����
������
��������������
����������
	, �	, 
�����
��, �������������, 
�, 
��
������, �����
�������. �
����� (2) �����
����
���,

�	
���������, 
�������
� Clarke ��	���� Jacobian ��
	��
���������. ������� Jacobian �
������ [27]

J
(
± 1

B

)
= qJ± + (1 − q)J0, (14)

�� J0 � J± ��	� D0 � D± ������
�
�� Jacobian ��, q ∈ [0, 1], ��	����

	��

Pq(λ) =qP±(λ) + (1 − q)P0(λ)

=λ3 + [δ − A − (1 − q) B] λ2

+ [2 − Aδ − (1 − q) Bδ] λ

+ δ − A − (1 − q) B. (15)

�����������, ����� q 
 0
� 1 ������, 
	� (15) �������	
�, ����������������, ���
	� (15) ���������	�������
�
�����.

� 9 (a),(b) A = 0.95�
������; (c) A = 0.96��
����


 δ−A−(1 − q)B = 0�, ��������
�����
��������. 
������
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���	��������� Hopf ��, � Hopf

����	�������

δ − A − (1 − q)B > 0,

1 − Aδ − (1 − q) Bδ = 0. (16)

�� Fq(λ) = (λ2 + Ω2)(λ + R), �� R = δ −A−
(1 − q) B, Ω2

H = 2 − Aδ − (1 − q)Bδ.

����� A �����, ����
	��
������ Hopf ���
���. ��� Hopf

��� A = AH �������� ΔA, ��	�
� A = AH + ΔA �����

F1 =λ3 + [δ − (AH + ΔA) − (1 − q)B] λ2

+ [2 − (AH + ΔA)δ − (1 − q) Bδ] λ

+ δ − (AH + ΔA) − (1 − q) B, (17)

��� A = AH + ΔA ������

λ1,2 = −η1 ± i(Ω + η2), λ3 = −(R + η3). (18)

��	���	��
���

F2(λ) =[λ + η1 + i(Ω + η2)]

× [λ + η1 − i(Ω + η2)]

× (λ + R + η3). (19)

� (19)�
�

F2(λ) =λ3 + (2η1 + R + η3)λ2

+ [η2
1 + (Ω + η2)2 + 2η1(R + η3)]λ

+ [η2
1 + (Ω + η2)2](R + η3). (20)

��� (17) � (20)�� λ �������	�

2η1 + R + η3 = δ − (AH + ΔA) − (1 − q)B,

η2
1 + (Ω + η2)2 + 2η1(R + η3)

=2 − (AH + ε)δ − (1 − q) Bδ,

[η2
1 + (Ω + η2)2](R + η3)

=δ − (AH + ΔA) − (1 − q)B.


���
� η1 = −(Ω2−1+δR)/2(R2+Ω2)ΔA,

	� d(Re(λ1)/dA|A=AH = −(Ω2 − 1 + δR). 

�, Hopf ���
�������� −(Ω2 − 1
+δR) �= 0.



, �����������������
���	, �
���������������
����������. �����������
������������������.

��, 
 A = 0.882 �, ��������
�� (�� 6), ����� Jacobian ����	

��������� q ��������� 10

��, ����, ����� q = 0.5108 ���
�	, ���������
� Hopf ���

���, �	����������
����
� Hopf ��, ��	�
�� ΩH = 0.748. ��,

� A = 0.833 �, E± ������ Hopf ���
�, 
��
�����	���
�����.

������, ����������	
���
� 0.742, ��������������� Hopf

���
� ΩH =
√

2 − Aδ − (1 − q)Bδ = 0.748,

�� 0.797, ���� E± � Hopf ��
���
� A ����������.

0

� 10 A = 0.882���������� Jacobian ����
����

��, 
 A = 1.0�, �������
���
��
�	��� E± ������� (� 11). �

����� E± �	����� λ3 = −0.2465,

λ1,2 = 0.0232 ± 0.9005i, �� E± �������,

�� E0 �	����� λ1,2 = −0.2445±0.6476i,

λ3 = 0.9390, 	 E0 �����.

� 11 A = 1.0�
�������

��, � 12 ������ Jacobian ���
������� q ������������.
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, 
 q = 0.6923 �, ��������	,

ΩH =
√

2 − Aδ − (1 − q) Bδ = 0.7147, 
���
� A ��
, PH = δ − A − (1 − q) B 
 A < 1.0
� A > 1.0 ����
����, �����
� � � � � � � � Hopf � � � � � � �, �
� A = 0.882 ������ Hopf ����, �
����� E± ���� Hopf ����, ���
���
����������, 

�����
��.

� 12 ��������� Jacobian ��������

�� Jacobian ����������� q �
�
���	, �������������, �
�����
��������
���. 
� 11

�
����������, ���� E+ � E−
��������	���	������
	,


��������, ���
�������
�������
	, �����������
� Jacobian ���������
	, ���

�
�����������������
�
���

�������. 
�������,

�����	� 11 ���������. ��

� P1 ���������, �� 13 ���
��
�����������, �������, ��
������	�	���� E− �
	, ���
��
�� 0.894, ������� E− � Hopf �
�
� ΩH. 
�, 
��
���� E0 ����
���������� E+ � E− �������
�, 
�����������	���, ��	
�� 11 ��������
��	��� E± �
�, ����� E0 �������. �
����
�������� Σ1 � Σ2, �
 P1 	����
��������� Σ1 �, ����

���

 E− �����, �
�������; ����

��������
�� Σ2�, ���� Jacobian

���������,�	��������, �
�
������
���. 

�������

�	����, �
����, ����
��

� 13 A = 1.0������������

� E+, �� E+ � Hopf ���
�� ΩH = 0.894
���, ���������� Σ1 ������
�, ��� P1, ����	����.

6 � �

������������� BVP ����
������
��������������
���������������. 
�
���
�����������, �����
����
��� Hopf ��, �������
�����
�������
���. ���������,

������������������� Hopf

��, ��
��� Hopf ��,�	������
����������, 
��
��� Hopf �
�,�	����

�������. 
�, ��
��������, �������������
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������	�	. 
������ BVP ��,


������������
������, �

������������, �����	��

���������
���, ��
�
���
����������	��
�, 
�
���
������������.
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Abstract

The complicated dynamical evolution of a generalized BVP circuit system with piecewise linear characteristics is explored. The

phase space is divided into different types of regions by the nonsmooth boundaries. In each region, the stabilities of the equilibrium

points are investigated, from which the critical conditions related to simple bifurcations as well as Hopf bifurcations are obtained. By

employing the analysis of the distribution of the eigenvalues of the generalized Jacobian matrix, the bifurcation behaviors related to the

nonsmooth boundaries are explored in detail. It is pointed out that when pure imaginary eigenvalues associated with the generalized

Jacobian matrix appear, the Hopf bifurcation may take place, leading the system to change from periodic motion into the quasi-periodic

oscillation, while when zero eigenvalue occurs, it may lead the system to oscillate between different equilibrium points. Combined

with the numerical simulations, two typical oscillation behaviors of the system verify the theoretical results.
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